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EXERCICES 

DE 

CALCUL  INTÉGRAL 


SUR 

DIVERS  ORDRES  DE  TRANSCENDANTES 

ET  SUR  LES  QUADRATURES  ; 

Par  A.  M.  LE  GENDRE , Membre  de  l’Académie  royale  des 
Sciences  et  du  Bureau  des  Longitudes , de  la  Société  royale  de 
Londres,  etc. 

TOME  SECOND. 
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M"*  V1  COURCIER,  IMPRtMEUR- LIBRAIRE  POUR  LES  MATHÉMATIQUES, 
rue  du  Jardinet,  n"  la,  (juartier  Saint- André-des- Arcs. 

1817. 
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AVERTISSEMENT. 


-I  ir.  volume  précédent,  publié  en  1811,  fut  suivi  d’un  Sup- 
plément à la  première  partie,  qui  parut  au  commencement 
de  i8i3.  Je  regardais  alors  l’Ouvrage  comme  terminé,  et  je 
ne  pensais  guère  à lui  donner  une  continuation  ; mais  les  tra- 
vaux récens  de  plusieurs  Géomètres  sur  les  intégrales  définies, 
et  de  nouveaux  moyens  que  j’ai  aperçus  de  perfectionner  la 
théorie  exposée  dans  la  seconde  partie,  m’ont  engagé  à publier 
successivement  la  quatrième  et  la  cinquième  parties,  l’une 
en  juin  i8i4,  l’autre  en  août  i8i5.  Revenant  ensuite  à la 
théorie  des  Fonctions  elliptiques,  qui  est  l’objet  principal  de 
cet  Ouvrage,  j’ai  cru  devoir  donner,  avec  tout  le  détail  néces- 
saire, des  méthodes  propres  à construire  les  Tables  ellip- 
tiques : j’en  ai  pris  occasion  de  traiter  quelques  points  de  la 
théorie  de  ces  fohetions,  et  de  simplifier  surtout  les  formules 
relatives  aux  approximations  ; enfin  j’y  ai  joint  quelques 
Tables  utiles  dans  la  pratique,  et  particulièrement  celle  qui 
donne,  avec  douze  décimales  ou  plus,  les  logarithmes  des 
fonctions  complètes  F'c,  E'c;  Table  qui  m’a  coûté  beaucoup 
de  peine  et  de  temps,  malgré  toutes  les  ressources  que  j’ai 
pu  tirer  de  l’analyse. 

Cette  partie,  intitulée  Construction  des  l'ables  elliptiques, 
qui  a été  publiée  en  juillet  1816,  devra  commencer  le  troi- 
sième volume  ; mais  il  reste  à construire  une  suite  de  Tables 
par  le  moyen  desquelles  on  puisse  trouver,  sans  un  calcul 
trop  pénible,  la  valeur  de  chacune  des  fonctions  F etE,  cor- 
respondante à des  valeurs  données  du  module  et  de  l’ampli- 
tude. 


vj  AVERTISSEMENT. 

En  attendant  que  ce  travail,  qui  compléterait  le  troisième 
volume,  soit  exécuté,  je  donne  en  ce  moment,  pour  termi- 
ner le  second  volume,  une  sixième  partie  qui  contient  plu- 
sieurs applications  de  la  théorie  des  Fonctions  elliptiques, 
propres  à en  faire  sentir  tous  les  avantages. 

Les  améliorations  successives  qu’ont  reçues  quelques  par- 
ties de  cet  Ouvrage,  et  la  liberté  que  me  laissait  son  titre,  me 
serviront  d’excuse  auprès  des  lecteurs  bienveillaus , pour  les 
imperfections  nombreuses  qu’ils  y remarqueront.  Si  je  pou- 
vais espérer  d’en  donner  par  la  suite  une  seconde  édition,  il 
me  serait  facile  alors  de  faire  disparaître  une  partie  de  ces 
imperfections,  en  refondant  les  articles  qui  traitent  d’un 
même  sujet,  et  mettant  plus  d’ordre  dans  les  matières.  Mais 
cette  circonstance  n’étant  guère  probable,  je  me  croirai  suffi- 
samment récompensé  de  mon  travail,  si  on  juge  que  j’ai  atteint 
le  but  principal  que  je  me  suis  proposé,  celui  de  mettre  dans 
tout  son  jour  la  théorie  des  Fonctions  elliptiques,  et  de  faire 
voir  qu’un  nouvel  algorithme,  fonde  sur  cette  théorie,  peut 
servir  à étendre  les  applications  du  Calcul  intégral,  en  soumet- 
tant à un  calcul  régulier  et  uniforme,  semblable  à celui  des 
fonctions  circulaires  et  logarithmiques,  toutes  les  formules 
que  les  Géomètres  avaient  ramenées  jusqu’ici  à la  rectification 
des  sections  coniques,  et  une  infinité  d’autres  encore  plus 
composées.  • 

Paris , le  1 *r  juin  1817. 
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AL.  Cet  angle  p dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce; 
mais,  pour  tout  intervalle  de  temps  qui  comprend  un  nombre  exact  d'oscillations 
ou  de  nutations , il  s'exprime  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde 

espèce , 556 

Développement  du  cas  particulier  où  l’on  a m — — l , 357 

On  fait  voir  que  les  intégrales  exactes  qu’on  obtient  dans  ce  cas  , donnent  la 
même  solution  qu'on  a déjà  obtenue  pour  le  cas  où  deux  des  trois  axes  principaux 
ont  des  momens  d'inertie  égaux. 
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mêmes  résultats. 


Formules  particulières  pour  le  cas  où  l’axe  de  rotation  primitif  est 


très-près  de  taxe  du  plus  grand  moment  AMj 

54i 

Cas  où  le  mouvement  est  le  plus  compliqué , 

343 

Seconde  solution  , AL  étant  l’axe  du  plus  grand  moment , 344 

11  y a deux  cas  : dans  l'un , le  corps  ne  peut  faire  que  des  oscillations  d’une  éten- 
due moindre  que  1 8o°  autour  de  son  axe  principal  AL  ; dans  l’autre , il  tourne  sans 
cesse  dans  le  même  sens  autour  de  cet  axe.  Dans  le  premier  cas , la  nutation  de 
l'axe  est  telle,  que  la  distance  DL  varie  depuis  90°  — C jusqu'à  90° -f- ».  Dans  la 
second,  la  nutation  est  telle , que  la  distance  DL  est  toujours  moindre  que  90°. 

Dans  les  deux  cas,  la  position  du  corps  par  rapport  à la  directrice  fixe  se  déter- 
mine par  les  seules  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce.  Quant  à la  position 
absolue  dans  l’espace,  elle  dépend  toujours  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième 
espèce. 

En  général  on  peut,  au  bout  d'un  temps  donné  quelconque,  déterminer  avec  tel 
degré  d’exactitude  qu’on  voudra , la  position  absolue  de  l'axe  AL  dans  l’espace  , 
et  celle  du  corps  par  rapport  à cet  axe. 

Du  cas  où  taxe  de  rotation  initial  est  très-près  de  l’axe  du  plus  grand 

moment  AL  , 55 1 

Recherche  de  l’axe  de  rotation  et  de  la  vitesse  angulaire  à chaque 

instant, 555 

On  observe  que  la  vitesse  angulaire  est  toujonrs  réciproquement  proportionnelle 
au  cosinus  de  la  distance  de  l'axe  de  rotation  à la  directrice  : d’où  il  suit  que  l'axe 
de  rotation  ne  peut  jamais  s'éloigner  jusqu'à  go*  de  la  directrice. 

On  prouve  que  dans  tons  les  cas , l’axe  de  rotation , considéré  relativement  au 
méridien  mobile  où  se  trouve  Taxe  principal  AL,  décrit  une  sorte  d'ellipse,  par  un 
mouvement  coordonné  avec  ceux  d'oscillation  et  de  nutation , de  manière  qu'après 
une  période  de  deux  oscillations  ou  de  deux  nutations,  le  système  est  rétabli dans  le 
même  état  par  rapport  à la  directrice. 

Remarque  sur  le  mouvement  de  taxe  de  la  Terre , 5G3 

Section  IL  Du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres 

fixes, 5 SGG 


Analyse  du  problème , en  supposant  que  la  courbe  décrite  est  située  toute  entière 
dans  un  même  plan. 
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Connaissant  la  vitesse  initiale  et  la  position  du  point  pris  pour  origine  du  mouve- 
ment relativement  aux  centres  des  forces , on  peut  décider  immédiatement  si  l’or- 
bite s'étend  ou  ne  s'étend  pas  à l'infini. 

On  ne  considère,  dans  cet  ouvrage , que  les  seuls  cas  ou  l'orbite  est  renfermée  dan* 
un  espace  fixe,  pas;.  37» 

Les  dilTérens  cas  du  problème  se  rapportent  à deux  systèmes  : dans  le  premier , 
la  valeur  de  p'  est  toujours  comprise  entre  les  deux  limites  m et  m ; dans  le  second , 
p’  varie  depuis  m jusqu'à  zéro. 


Remarque  sur  l'emploi  des  variables  p et  g , 


M 


Par  le  moyen  de  ces  variables,  on  détermine  facilement  les  diflerens  points  d’in- 

tersection  de  la  courbe  avec  l'axe , lesquels  servent  à compter  les  révolutions  et 
demi-révolutions  du  corps  dans  son  orbite. 

Ces  variables  cessent  d'être  réelles,  lorsque  la  courbe  passe  par  l'un  des  cen- 
tres F et  G ; ce  qui  donne  lieu  à exception  dans  les  formules  du  mouvement. 


Du  cas  particulier  où  l u/ te  des  forces  est  nulle. 


579 


Alors  la  courbe  décrite  est  une  section  conique. 

On  détermine  le  temps  du  mouvement  dans  l'ellipse. 

Du  cas  particulier  où  l'on  a m=  m’  dans  le  premier  système , 58a 

Alors  la  courbe  décrite  par  le  concours  de  deux  forces  attractives  est  encore 
une  ellipse.  ’ 

On  détermine  le  temps  de  la  révolution , et  on  compare  ce  temps  à celui  qui 
aurait  lieu  dans  l’hvpotbèse  des  deux  forces  réunies  dans  le  même  foyer. 

Solution  d'une  di/ficullé  analytique , 585 

Du  cas  particulier  où  B = — A , 388 

L’ellipse  peut  encore  être  décrite , en  donnant  une  valeur  convenable  à la  vitesse 
initiale  -,  mais  alors  le  mouvement  du  corps  est  un  mouvement  d'oscillation  dans 
la  demi-ellipse  terminée  aux  extrémités  du  petit  au.  On  détermine  le  temps  de 
cette  oscillation. 


Du  cas  particulier  où  l’on  a C + Cao, 58g 

Il  y a une  infinité  de  courbes  algébriques  comprises  dans  ce  cas  particulier.  Ce 
sont  toutes  celles  qu’Euler  a indiquées  dans  les  blém.  de  Berlin , année  1760. 

Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  premier  système,  5ç)t 
Ces  cas  sont  au  nombre  de  deux  ; l'équation  de  la  courbe  est  toujours  de  la  forme 
lrF(c,  4<)  — W(e,  1)  = F(»,  Ç)  ; elle  pourrait  se  réduire  à deux  termes  , savoir, 
éF  ( c , = F (« , Ç ) ; d’ailleurs  le  coefficient  k est  toujours  donné  par  les  deux 

modules  c et  *.  . 
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Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  second  système,  p,  5q8 

Ces  cas  principaux  se  réduisent  à quatre,  dans  lesquel*  l'équation  de  la  courbe 
décrite  est  toujours  de  la  forme  <tF  (c , 4)  = F (» , Q — F(»,  Q , à étant  donné  en 
fonction  de»  modules  c et  «. 


Tableau  général  des  cas  principaux  du  problème , 
Développement  du  cas  /, 


4°9 

Ail 


On  détermine  les  interjections  successives  de  la  courbe  arec  l'axe , par  lesquelles 
sont  terminées  toutes  les  demi-révolutions. 

On  prouve  que,  quand  le  corps  passe  deux  fois  par  un  même  point , la  tangente 
de  l'orbite,  si  elle  n'est  pas  la  même  dans  les  deux  cas,  doit  être  également  inclinée 
sur  la  droite  qui  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  des  deux  rayons  vecteurs,  4*5 

lifr  , 

Si  la  quantité  -jj^ — est  rationnelle,  l'orbite  rentrera  sur  elle-même  après  un 


certain  nombre  de  révolutions , et  cette  période  de  mouvement  se  renouvellera  à 
l'infini.  C'est  ce  qui  aura  toujours  lieu  si  l'orbite  est  une  courbe  algébrique. 
hF'c 

Au  contraire,  si  la  quantité  - est  irrationnelle , l'orbite  sera  composée  d'nne 


infinité  de  révolutions,  toutes  différentes  les  unes  des  autres. 

Détermination  des  apsiiles  supérieures  et  inférieures  , c'est-à-dire  des  points 
dans  lesquels  l’orbite  tourbe  les  ellipses  terminatrices  p*  =x.  m , p*  = m',  4 1 8 

Formules  pour  trouver  le  temps  que  le  corps  met  à parvenir  à un  point  déter-* 

miné  de  son  orbite,  après  tant  de  révolutions  qu’on  voudra.  Ce  temps  dépend  en 

général  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce, ^ai 

Réciproquement , on  détermine  la  position  du  corps  après  un  temps  quelconque 
aussi  grand  qu’on  voudra,  4a& 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  1 , 4rô 


En  supposant  » ~ c,  et  k égal  à une  quantité  rationnelle  ^>a,  on  trouve  une 
infinité  de  cas  dans  lesquels  l’orbite  est  une  courbe  algébrique. 

Les  suppositions  •cesc",  «=c”*,  etc.,  font  connaître  pareillement  tant  d'autres 
séries  qu'on  voudra  de  courbes  algébriques. 

Du  cas  particulier  où  ton,  a m'  = a , 4^4 

Alors  la  courbe  décrite  est  du  genre  des  spirales;  elle  fait  une  infinité  de  révolu- 
tions  autour  de  la  droite  FG , considérée  comme  uue  ellipse  infiniment  petite. 

Développement  du  cas  11 , ? 4 3 5 

On  détermine  , comme  dan»  le  cas  I,  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  et 
ses  apsides,  tant  supérieures  qu'inférieures.' 

Formules  pour  calculer  le  temps , 456 


XVJ*  TABLE  DES  MATIERES. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  II,  pag.  44° 

Si  l’on  fait  * — c°,  et  h = à una  fraction  rationnelle  plu»  grande  que 

| , on  aura  une  série  infinie  de  courbes  algébriques  qui  satisferont  au  problème. 

Les  suppositions  * = c*“,  « — etc.,  fourniront  chacune  une  semblable  série. 
L'échelle  des  modules  étant  prolongée  dans  un  sens  inverse,  on  pour. a faire 
semblablement  «src',  s — c*,  etc.,  ce  qui  donnera  de  nouvelles  séries-,  mais  il  faut 
observer  que  celles-ci  supposent  les  deux  forces  A et  B de  signes  contraires , c'est- 
à-dire  l'une  attractive  et  l'autre  répulsive. 

Du  cas  particulier  où  l’on  a a = a', . 44^ 


Développement  du  cas  III , 


447 


La.  courbe  décrite  est  toujours  circonscrite  par  l'ellipse  p*  ~ m qu’elle  touche 
dans  toutes  ses  apsides  supérieures. 

Les  apsides  inféiieures  sont  en  meme  temps  des  intersections  de  la  courbe  avec 
l'axe,  savoir,  celles  qui  ont  lieu  entre  les  deux  centres  des  forces. 

La  courbe  rentrera  sur  elle-même,  si  la  quantité  est  rationnelle  : dans  le 

cas  contraire,  elle  fera  une  infinité  de  révolutions  toutes  inégales  entre  elles,  et 
renfermées  dans  l’ellipse  tcrminatrice  p‘  — m. 

Formules  pour  déterminer  le  temps  du  mouvement, 


Du  cas  particulier  où  ton  a m'  — m, 


455 


Il  y a , dans  ce  cas  , une  infinité  de  courbes  algébrirfne*  qui  satisfont  au  pro- 
blème; elles  sont  d'ailleurs  compiises  dans  l'hypothèse  du  n°  îoa. 

Du  cas  où  la  courbe  devient  algébrique , 456 

Outre  les  cas  déjà  remarqués,  on  en  obtient  une  infinité  d’autres  par  les  sup- 

positions  «me0,  » = c*° , etc. 


Développement  du  cas  IV, 


Ah 


Les  observations  faites  sur  le  cas  111  s'appliquent  aux  formules  du  cas  IV. 

Le  temps  se  déduit  des  formules  déjà  connues,  et  on  trouve  semblablement  les 
courbes  algébriques  qui  satisfont  au  problème. 


Du  cas  particulier  où  l'on  a B — A min. 


458 


La  courbe  décrite  est  transcendante  ; mais  elle  est  très-remarquable  par  sa  figure 
composée  d'une  infinité  de  feuilles  qui  s'approchent  graduellement  de  l'un  des  cen- 
tres d'a'ttraction. 


Développement  du  cas  V, éjOi 

Ce  cas  et  le  suivant  se  distinguent  des  précédens , en  ce  que  la  courbe  décrite 
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n' embrasse  que  l'un  des  centres  dans  ses  diverses  révolutions.  D'ailleurs  cette 

W'c 

courbe  rentre  suc  elle-même,  si  la  quantité  -p—  est  rationnelle;  et  dans  le  cas 

contraire,  elle  est  composée  d’une  infinité  de  révolutions  toutes  inégales  entre  elles. 

On  détermine  dans  quels  cas  1a  courbe  peut  passer  par  le  centre  qui  est  com- 
pris dans  ses  révolutions.  Ces  cas  donnent  lieu  à exception  dans  les  formules  gé- 
nérales. Cependant  on  peut  avoir  une  idée  de  la  continuation  du  mouvement,  en 
altérant  infiniment  peu  les  données  nécessaires  pour  que  l'orbite  passe  par  le  centre. 


Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  V, pag.  4^4 

Exemple  d’une  courbe  décrite  par  un  mouvement  d’oscillation , dans  lequel  la 
vitesse  est  nulle  aux  deux  apsides  supérieures. 

Autre  cas  très-remarquable , dans  lequel  l’orbite  passe  par  le  centre  G, 40  S 

On  déduit  de  l’analyse,  que  le  corps  doit  décrire  l’orbite  anguleuse  terminée  au 
centre  G;  mais  de  manière  que,  parvenu  à ce  centre,  il  revienne  sur  ses  pas  en 
suivant  la  même  route  , ce  qui  produit  encore  un  mouvement  d’oscillation. 

Ce  résultat  de  l’analyse,  qui  paraît  peu  admissible,  est  cependant  justifié  par  la 
calcul  de  la  courbe  décrite,  lorsque  la  vitesse  initiale  est  supposée  très-peu  différente 

de  celle  qui  fait  passer  l’orbite  par  le  centre  des  forces, 47 4 — 47.9 

Cas  particulier  où  le  corps  décrit  librement  un  arc  d’hyperbole  par  un  mouve- 
ment d’oscillation  , . 4^° 


Développement  du  cas  VI,  4®1 

Ce  cas  a beaucoup  d’analogie  avec  le  cas  V,  mais  il  faut  une  formule  particu- 
lière pour  déterminer  le  temps.  SK 

Du  cas  particulier  où  Von  a m = m , 

Les  courbes  algébriques  qui  sont  comprises  dans  ce  cas  particulier,  font  partie 
de  celles  dont  on  a fait  mention  dans  l’art.  10a,  et  qui  satisfont  à la  condition 

C + C'  = o. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  VI, ^86 

On  peut  en  trouver  tant  de  systèmes  qu’on  voudra , différent  de  celui  que  donne 
le  cas  de  m'  = m.  , 

Solution  du  problème  général,  lorsque  la  courbe  décrite  est  à double 
courbure , •**-  488 

On  donne  l’analyse  du  problème  d’après  la  méthode  d'Euler.  Elle  conduit  à une 
équation  différentielle  séparée,  dont  l’intégrale  est  l’équation  de  la  courbe  dé- 
crite dans  le  plan  mobile  FMG.  On  obtient  ensuite  l’expression  du  temps  et  rel’e 
de  l’angle  décrit  par  le  plan  mobile  autour  de  la  ligne  des  centres  , lesquelles  sont 
composées  chacune  de  deux  intégrales  additives,  et  qui  dépendent  on  général  des 
fonctions  elliptiques  du  troisième  ordre.  c 
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On  développe  cette  solution  dans  l'hypothèse  que  l'orbite  ne  s'étend  point  à l'in- 
fini. 11  en  résulte  que  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  FMG,  est  circonscrite 
par  un  trapèze  hyperbolico-elliptique , dont  elle  doit  toucher  les  eûtes,  ce  trapèze 
étant  situé  tout  entier  d’un  même  coté  de  l'axe , page  jqS 

Les  formules  générales  offrent  neuf  cas  principaux  à considérer,  ce  qui  donne- 
rait lieu  à former  un  tableau  analogue  à celui  de  l'art.  i5o.  On  donne  Ica  formules 
qui  conviennent  à l'un  de  ces  cas , 5oo 

Cas  particulier  où  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  FMG  est  un  arc 
d’ellipse. 

Autre  cas  où  cette  courbe  est  un  arc  d'hyperbole. 

Troisième  cas  où  elle  se  réduit  à un  point , 5ot 

Du  mouvement  rectiligne  d’ un  corps  attire  vers  deux  centres  fixes , 5oa 

On  considère  toujours  le  seul  cas  où  le  corps  ne  peut  s’éloigner  à l'infini  ; alors 
il  ne  peut  faire  que  des  oscillations  plus  ou  moins  étendues. 

En  général , ces  oscillations  sont  composées  de  deux  ou  trois  parties,  et  le  temps 
nécessaire  pour  les  accomplir  se  détermine  dans  tous  les  cas  par  les  fonctions  el- 
liptiques de  la  première  et  de  la  seconde  espèces. 

Examen  particulier  du  cas  où  le  mobile  serait  situé  entre  les  centres  des  forces 
supposées  toutes  deux  répulsives , Scg 

SECTION  HL 

§ I.  Sur  T attraction  des  ellipsoïdes  homogènes  , 5ia 

On  démontre  par  la  méthode  d'Vvory , que  le  cas  le  plus  difficile  du  problème, 
celui  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  l'ellipsoïde , peut  se  ramener  immédia- 
tement au  premier  cas  où  le  point  attiré  est  situé  dans  l’intérieur  de  l'ellipsoïde  ou 
sur  sa  surface. 

Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  dans  l'intérieur  de  l’ellipsoïde  ou  sur 
sa  surface . * 5 1 8 

Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  l’ellipsoïde, 5a8 

On  remarque  que  les  formules  de  l’attraction  sont  exprimées  absolument  de  la 
même  manière  dans  ce  second  cas  que  dans  le  premier  ; la  seule  différence  est  daus 
la  valeur  de  l'amplitude  p qui  sert  à limiter  les  fonctions. 

SJL  Sur  la  formule  de  la  pape  l56,  première  partie, 55i 

On  démontre  que  cette  formule  est  comprise  dans  les  formules  générales  de 
l'art.  1 1 5.  Elle  conduit  d'ailleurs  à un  résultat  assez  remarquable. 

§ III.  De  l’intégrale  Z'  =f  ??  > Prtse  depuis  ç = o 

jusqu’à  Z = { 7r, 555 
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§ IV.  De  V intégrale  Z‘  (*)  = prise  depuis 

ec  = o jusqu'à  x±=  i y pag.  558 

§ V.  Eclaircissement  sur  un  article  du  Calcul  intégral  d’Euler,  54  o 

§ VI.  Démonstration  succincte  d’une  propriété  générale  de  la  cy- 

cloïde , 54i 
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EXERCICES 

DE  CALCUL  INTÉGRAL 


QUATRIÈME  PARTIE. 


Citti:  partie  est  divisée  en  deux  sections. 

Dans  la  première  , notre  objet  a été  de  compléter  la  théorie 
exposée  dans  la  seconde  partie  de  cet  ouvrage  ; nous  nous  sommes 
attachés  surtout  à développer  avec  toute  l’étendue  nécessaire  , les 
propriétés  de  la  fonction  T,  qui  est  le  lien  mutuel  d’une  multitude 
de  transcendantes  , et  la  source  d’où  se  tirent  aisément  toutes  les 
formules  qui  concernent  la  comparaison  de  ces  transcendantes  , 
leur  réduction  et  leur  évaluation.  Nous  espérons  que  cette  théorie  , 
considérée  sous  un  nouveau  point  de  vue  et  augmentée  d’un  grand 
nombre  de  formules  nouvelles , méritera  de  fixer  l’attention  des 
Géomètres , et  qu’ils  y verront  une  nouvelle  branche  d’analyse 
amenée  à peu  près  au  point  de  perfection  dont  elle  est  susceptible. 

Pour  étendre  davantage  les  applications  de  cette  théorie,  il  était 
utile  de  calculer  de  nouveau  avec  un  plus  grand  nombre  de  dé- 
cimales , la  table  qui  termine  la  seconde  partie  ; c’est  ce  qu’on  a 
exécuté  avec  tout  le  soin  nécessaire  : on  a porté  la  précision 
jusqu’à  douze  décimales  ; et  on  peut  assurer  que  le  douzième 
chiffre  sera  rarement  en  erreur  d'une  unité,  jamais  de  plus  de 
deux.  Ces  calculs  ont  donné  lieu  de  rectifier  et  de  porter  à une 

l 


/ 
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étendue  à peu  près  double , la  table  donnée  par  Euler  , page  456 
de  son  Calcul  différentiel , pour  les  sommes  des  puissances  réci- 
proques des  nombres  naturels. 

La  seconde  section  contient  diverses  recherches  qui  peuvent 
être  regardées  comme  faisant  suite  à la  troisième  partie.  On  y 
trouvera  la  démonstration  d'un  asses  grand  nombre  de  formules, 
dont  quelques-unes  sont  ou  entièrement  nouvelles , ou  d’une  dé- 
couverte récente  ; de  ce  dernier  nombre  sont  plusieurs  intégrales 
définies  données  par  M.  Bidone , dans  les  Mémoires  de  Turin  , 
année  1812.  Nous  avons  donné  aussi  quelques  vues  nouvelles  sur 
la  sommation  de  différentes  suites  et  sur  les  formules  qui  servent 
à trouver  la  somme  d'une  suite  dont  le  terme  général  est  donné. 
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QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  I.  S 

m 


PREMIÈRE  SECTION. 


§ I.  Propriétés  générales  des  intégrales  Eulériennes. 


(i).  En  désignant  par  ( ^l'intégrale  Ç— 


xr-’dx 


»/(>  — *■)■' 


, prise  depuis 


x = o jusqu'à  x = i , Euler  avait  pour  but  de  comparer  entr’elles 
les  diverses  intégrales  de  celte  forme  qui  répondent  à une  même 
valeur  de  n , et  il  supposait  d'ailleurs  les  nombres  p , q ,n  entiers  ; 
mais  on  peut  considérer  les  choses  d'une  manière  plus  générale. 


£ — i 1 . 

Soit  x"=y  , on  aura  la  transformée  ^ Jjrn  djr  ( i — j)n 


mettant  dans  celle-ci  p et  q à la  place  de  ^ et  , elle  deviendra 
^ nouvelle  intégrale  qui  devra  toujours  être 

prise  entre  les  limites  y z=  o,  y—  1. 

De  là  on  voit  que  l’intégrale  fxf~'dx{ i — prise  entre  les 
limites  x=  o , x = 1 , comprend  l'intégrale  d’Euler,  lorsque  p 
et  q sont  supposés  rationnels  ; mais  elle  pourra  en  représenter  une 
infinité  d'autres. 

Nous  désignerons  cette  nouvelle  intégrale  par  le  symbole  (p, q), 
qui  ne  laisse  rien  de  sous-entendu  ; les  nombres  p et  q seront  à 
volonté  ratiounels  ou  irrationnels  ; mais  ils  devront  être  positifs 
l’un  et  l’autre  , parce  que  sans  cette  condition  , l’intégrale  aurait 
une  valeur  infinie.  Au  moyen  de  ce  nouveau  symbole,  l’intégrale 
Eulérienne  s'exprime  ainsi , 


(D  = i(M> 

(a).  Il  est  essentiel  d'observer  que  l'intégrale  désignée  par  (p,  q) 
peut  être  regardée  comme  une  fonction  continue  de  p et  q , ou 
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comme  la  troisième  coordonnée  d'uj^  surface  courbe  dont  p et  q 
seraient  les  deux  autres  coordonnées.  En  effet , si  l'on  fait  croître 
par  degrés  insensibles  l’une  ou  l’autre  des  variables  p et  q,  la 
fonction  ( p,q ) diminuera  de  même  progressivement.  Si,  par 
exemple,  on  augmente  p de  la  quantité  infiniment  petite  « , la 

puissance  x**' 1 deviendra  x*~ ' (i  — et  et  l’intégrale  dont  il 

s'agit  diminuera  de  la  quantité  infiniment  petite 

et  fxT~‘  dx  log  ^ ( i — x y~ 


(3).  Pour  découvrir  plus  facilement  les  propriétés  de  la  fonction 
(p , q) , il  est  utile  de  considérer  en  même  temps  les  intégrales 
Eulcriennes  de  la  seconde  espèce.  En  donnant  à ces  intégrales  la 
p-~. 


forme  fdx  (l 


, Euler  supposait  que  les  nombres  p et  q sont 


entiers  , et  son  objet  était  de  comparer  enlr’clles  les  diverses  valeurs 
de  l'intégrale  qui  répondent  à une  même  valeur  de  q ; mais  nous 
avons  déjà  observé  qu’on  peut  considérer  l'intégrale  dont  il  s'agit. 


comme  une  fonction  continue  de  la  variable  2 , qu’on  supposera 
positive  , mais  qui  peut  être  un  nombre  quelconque  rationnel  ou 
irrationnel.  Ainsi  nous  regarderons  l'intégrale  fdx  , pris# 

jdepuis  x — o jusqu’à  x==  i , comme  une  fonction  continue  de  a, 
que  nous  désignerons  par  Ta,  et  dans  laquelle  a pourra  avoir  toutes 
les  valeurs,  depuis  a=o  jusqu’à  a—oa. 


(4).  Si  l’on  fait  V —x(j  , on  aura  dV—dx^l'-^  — . 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  x = o jusqu’à  x = i , et 
observant  que  V s'évanouit  dans  ces  deux  limites  , on  aura 

T (a  4-  i ) = aTa;  (i) 

c’est  la  première  et  la  principale  propriété  des  fonctions  T.  La 
démonstration  que  nous  venons  d’en  donner  suppose  a positif,  sans 
quoi  Y ne  s'évanouirait  pas  lorsque  x = i. 
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On  peut  distinguer  dans  les  valeurs  successives  de  Xa,  plusieurs 
périodes;  la  première  comprise  depuis  a—  o jusqua  a — i , la 
seconde  depuis  a—t  jusqu’à  a — a,  et  ainsi  de  suite  à l’infini. 
Cela  posé  , il  résulte  de  l’équation  précédente  que  si  l'on  connaît  la 
fonction  T dans  toute  l’étendue  d’une  de  ces  périodes,  on  pourra 
déterminer  celte  fonction  dans  toute  autre  période. 

Par  exemple , si  la  seconde  période  est  donnée  , on  connaîtra  T j 
qui  appartient  à la  première  période,  et  r(|)  qui  appartient  à 
la  quatrième , par  les  valeurs  suivantes,  déduites  de  l'équation  (i) , 

n=3r(*),  r(|)=|.f  r(|). 

(5).  La  fonction  Ta  est  la  plus  simple  lorsque  <2=1;  alors  on  a 
T(a)  —fdx  — x=  1.  Donc  lorsque  a est  un  nombre  entier,  on 
a généralement 


Ta  = 1 . a . 3.4 (a— 1);  (a) 

c’est-à-dire  que  la  fonction  Ta  est  égale  au  produit  de  tous  les 
nombres  entiers  moindres  que  a. 

Cette  notion,  fort  claire  lorsque  a est  un  entier,  ne  présente  plus 
aucun  sens  lorsque  a est  fractionnaire  ; mais  l'analyse  y supplée  en 

donnaut  pour  valeur  de  la  fonction  , l’intégrale  fdx  , 

prise  depuis  j:  = o jusqu’à  x = 1 ; intégrale  qu’il  sera  toujours  pos- 
sible d’évaluer  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra. 

(6).  La  fonction  Ta  est  très-remarquable  par  l’utilité  dont  elle  est 
dans  la  théorie  des  intégrales  définies.  Nous  pensons  qu'il  est 
nécessaire  de  lui  imposer  un  nom  particulier , et  nous  proposons 
de  prendre  pour  ce  nom  celui  de  la  lettre  grecque  T.  Nous  appel- 
lerons donc  en  général gainma  du  nombre  a,  le  produit  de  tous  les 
nombres  inférieurs  à a,  savoir,  1 .a. 3 (a  — 1 ). 

Lorsque  a ne  sera  pas  un  nombre  entier,  le  gamma  du  nombre  a 
sera  en  général  une  transcendante.  Mais  nous  verrons  que  ce» 
transcendantes  ont  beaucoup  de  propriétés , et  qu’elles  peuvent 
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être  évaluées  dans  tous  les  cas  avec  presqu’autant  de  facilité  que 

les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

Réciproquement  le  nombre  a pourra  être  regarde  comme  l’ex- 
posant ou  la  racine  de  la  fonction  Ta  , et  nous  le  désignerons  de 
cette  manière. 


(7).  Revenons  maintenant  à l’intégrale  déùme fîcf~' dx  (1 — x)1-', 
que  nous  avous  représentée  par  (p , q).  Cette  intégrale  est  facile 
à déterminer  lorsque  l’un  des  deux  nombres  p et  q est  entier. 
Supposons  que  ce  soit  q , et  faisons  U = xf  ( 1 — x),_',  nous  aurons 
par  la  différentiation , 

dU  = (p-\-q  — i)xf~'dx  (1  — x)*~'  — (q  — 1 ) xr~’Jx  ( 1 —xy~‘. 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  x = o jusqu’à  x — 1 , et  obser- 
vant que  dans  ces  deux  limites  U est  nul , puisqu’on  suppose  à la 
fois  p > o et  q>  1 , on  aura 

fxf-'dx  ( 1 — x)*-  = “—7  fxf-'dx  ( 1 — x)»— j 

on  aurait  de  la  même  manière 

fxf-'dx  ( 1 — x)«—  sr  — , — x'y-’, 

et  ainsi  successivement,  jusqu'à  ce  qu’on  parvienne  à l'intégrale 
fx*~'dx  qui,  dans  les  limites  données,  se  réduit  à Donc  q étant 
un  nombre  entier,  on  a généralement 


fx*~'dx  ( 1 — x)*-' 


q — iq  — a-. 
p + q—  1 -p  + q — a 


1 

•p  + l ‘p 


Mais  dans  la  même  hypothèse  on  a , par  l’équation  (1), 

Tq  = 1.3. S.  ...q  — 1 , 

^{•t+P)  = (9+P  — 1)(.</  + P —a  )....pTp; 
donc  la  valeur  de  l'intégrale  trouvée  peut  se  mettre  sous  cette 
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forme 

J ' ' r(p+?) 

On  aurait  trouve  le  même  résultat  en  supposant  p entier  et  q un 
nombre  quelconque,  ce  qui  d'ailleurs  se  voit  immédiatement  en 
mettant  i — * à la  place  de  x. 

(8) .  L’équation  précédente  ne  contenant  plus  de  facteurs  en 
nombre  indéfini , acquiert  une  plus  grande  généralité , et  ne  sup- 
pose plus  que  l'un  des  deux  nombres  p et  q est  entier  ; car 
d’ailleurs  chaque  membre  doit  se  réduire  à une  même  fonction  de 
p et  q , laquelle  est 

» q — i i . q—i.q — a î o — i.e— a. g — 3 î 

. — : — h- 2 — • 2 — -- — ■ . — r~  -+-  etc. 

p i p+i  î.a  p+a  j. a. 3 p-J-3 

Nous  aurons  donc  , quels  que  soient  p et  q , l’équation 
0 

qui  sert  à exprimer  généralement  la  fonction  (p , q ) au  moyen 
des  fonctions  T. 

(9) .  L’équation  (5)  simplifie  considérablement  la  théorie  des 
fonctions  ( p , q) , puisqu’elle  fait  voir  que  ces  fonctions,  qui 
dépendent  en  général  de  deux  variables , peuvent  se  déterminer 
par  la  fonction  V qui  n'en  contient  qu’une.  Cette  même  équation  , 
en  établissant  une  relation  entre  les  fonctions  ( p , q ) et  les  fonc- 
tions T , va  donner  les  moyens  de  découvrir  les  propriétés  des 
unes  et  des  autres.  Et  d'abord  on  voit  que  dans  la  fonction  ( p,q ), 
les  quantités  p et  q peuvent  être  échangées  entr’elles  , puisqu'il 
en  résulte  toujours  la  même  valeur  de  (p , q ).  On  a donc  la 
formule 


(p>  ?)  = ( P)- 


(4) 
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On  a ensuite,  d'après  l'équation  (3), 


<'• 

o-+».  b 

et  celles-ci  étant  multipliées  enlr’elles  donnent 


C*  *><>+*.  4 

Si  l'on  observe,  maintenant  que  dans  le  second  membre  de  cette 
équation  deux  des  lettres  p , q,  r,  peuvent  être  échangées  entr'elles 
à volonté,  on  en  conclura  cette  nouvelle  formule 

( P>  9)(P  + V>  r)=  ( P,  r)( P + r>  7)  = (7*  r)(ç+r,p),  (5) 

laquelle  contient  une  propriété  fondamentale  des  fonctions  (p,  q). 

Ces  propriétés , au  reste , s’accordent  avec  celles  que  nous  avons 
démontrées  dans  la  deuxième  partie,  relativement  à la  fonction 

désignée  par  mais  elles  ont  dans  notre  nouvelle  notation  une 

plus  grande  généralité,  puisqu’elles  ne  sont  pas  restreintes  à la 
supposition  que  p et  q soient  des  nombres  rationnels. 


(io).  L’intégrale  (p , y)  peut  être  déterminée  exactement  lorsque 
p-\-q=  i;  en  effet,  considérons  la  formule 

(a,  i — a)  = fx“~'dx( i — x)~‘i 


si  l’on  fait  î — x~\  » ou  x—  , + - > l’intégrale  aura  pour  trans- 
— — , laquelle  devra  être  prise  entre  les  limites  s=o, 

z = oo.  Or  Euler  a prouvé  que  cette  dernière  intégrale  ss  — ; 
ainsi  ou  aura  généralement 

(fl,  i — a)  = — — . 

Mais 
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Mais  par  l'équation  (5)  on  a aussi 


/ \ ‘“i 

{a,  i — a)  — - - 


ral^(i  — n) 


Tl 


rnr(i  — a). 


Donc  entre  les  fonctions  Ta,  T(t  — a),  on  a cette  équation  très- 
remarquable 


Ta  T(i—  a) 


(6) 


c'est  la  seconde  propriété  générale  des  fonctions  T. 

(n).  On  voit  parcelle  équation  que  les  fonctions  Ta,  T(i — à), 
placées  symétriquement  dans  la  première  période,  peuvent  se  dé- 
duire l’une  de  l’autre , puisque  leur  produit  est  toujours  une  quan- 
tité connue.  Et  parce  que  les  racines  a , i— o,  sont  complémens 
l’une  de  l’autre,  nous  regarderons  la  fonction  T(i—  a)  comme 
étant  le  complément  de  Ta,  et  réciproquement. 

On  a déjà  remarqué  que  pour  déterminer  la  fonction  r<i  dans 
toute  son  étendue,  il  suffit  de  connaître  cette  fonction  dans  la  pre- 
mière période  , depuis  a = o jusqu’à  a = i , ou  dans  une  autrs 
période  quelconque,  comprise  entre  deux  entiers  consécutifs  m, 
m-f-  i.  En  vertu  de  l’équation  (6),  il  suffira  de  connaître  la  fonc- 
tion Fa  dans  la  moitié  d’une  période,  par  exemple  depuis  <j=  o 
jusqu'à  a = j,  ou  depuis  u = j jusqu’à  a = i. 

Dans  la  seconde  période,  les  fonctions  r(i-f-a),  r(a — a)  ; 
également  éloignées  des  extrémités  de  la  période,  seront  pareil- 
lement regardées  comme  complémens  l’une  de  l’autre  ; et  puisque 
d'après  l’équation  (î)  on  a T(i-\-a)s=aTa  et  r(a— o)=(i— a)r(i — a), 
fl  s’ensuit  que  les  deux  fonctions  r(i-f-o),  T(a — a)  pourront  se 
déduire  l’une  de  l’autre  par  l’équation 

r(i-fa)  r(a  — n)  = aS'-—aléL, 

On  trouverait  de  même,  dans  la  troisième  période,  que  les  fonc- 
tions r(a-f-o)  et  r(S— a)  se  servent  mutuellement  de  complément 
et  se  déterminent  l’une  par  l’autre. 

a 
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(13).  Ces  formules  entre  les  fonctions  complementaires  prendront 
une  forme  plus  élégante  en  les  comptant  du  milieu  de  chaque 
période  ; alors  on  aura  pour  les  périodes  successives  les  équations 

**— )r(t+-)=»5==. 
r(i— )r(*+«)  = Ü-«*) 

etc. 

Si  l’on  fait  a=o  dans  ces  diverses  équations,  on  aura  les  valeurs 
des  fouctious  qui  se  rapportent  au  milieu  des  périodes,  savoir  : 

ri=v/7T,  r |=iy/7r,  r|  = i. n = i.f.f  v/?r,  etc. 

Ces  fonctions , et  celles  où  a est  un  entier,  sont  les  seules  qu’on 
puisse  déterminer  exactement,  sans  employer  de  transcendantes  plus 
composées  que  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 


. . . i a 3 

( 1 3).  Si  l’on  considère  les  fonctions  successives  T-,  T-,  T- 

' ' n’  n’  n 

P ' , dans  lesquelles  n est  un  nombre  entier,  il  suffira  de 

connaître  les  - premiers  termes  de  cette  suite,  si  n est  im- 
pair, et  les  " — 1 premiers  seulement,  si  n est  pair.  Les  autres 

se  détermineront  par  l'équation  (G),  à laquelle  on  joindra,  dans 
le  second  cas,  l’équation  r£=  y'yr. 

A l’égard  des  intégrales  qui,  dans  la  notation  d’Euler, 

répondent  h une  même  valeur  de  n,  elles  s’expriment  par  les 
fonctions  T,  de  la  mauière  suivante  : 


r(P-)r(q-) 

œ-i(P  <A  _ W ' 

n \n*  n)  nr  ^ p+  g ^ * 


(?)  = 


«HD 


(p  + 9— ")  r(^-~  — ') 


(7) 

(8) 
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la  première  devant  être  employée  si  l'on  a p + q <n , et  la  se- 
conde si  l’on  a 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  et  de  l'équation  (G) , toutes  les 
intégrales  dans  lesquelles  les  nombres  p et  tf  sont  pris  à vo- 
lonté dans  la  série  i , 2,  5. . .n,  pourront  s’exprimer  par  les  pre- 
miers termes  de  la  suite  T-,  T-,  T-,  etc. , savoir , par  - — - 

termes  si  n est  impair,  et^par  ^—1  si  n est  pair. 

(14).  Comme  ona(0=®'  on  pourra  toujours  supposer 

que  p n'est  pas  > q ; alors  les  intégrales  qui  répondent  à 

une  meme  valeur  de  n pourront  être  disposées  dans  un  ordre  trian- 
gulaire , comme  il  suit  s 

’ . 4 


G). 

G)- (S). 

G).  (1).  (I). 


: V-.i*'  ' ‘t 


î-  •'  • >* 


G)-  G)-  (:)••••(:> 


% ’ 'V 

v*V' 


Le  nombre  de  toutes  ces  fonctions  est  donc  ^ ( 1 -f-  n).  0 faut 

déduire  de  ce  nombre,  i\  les  n fonctions  de  la  forme  dont 

la  valeur  exacte  est  - ; 2*.  les  foncdbns  de  la  forme  ( — Y 
P \n  — pj ’ 

dont  la  valeur  est  — - — ; le  nombre  de  celles-ci  est  ou 

. p*  a a 

n s ult- 
ra • 

selon  que  n est  impair  ou  pair.  Il  restera  donc  dans  la  série  des 
intégrales  un  nombre  de  transcendantes  égales  à j(n — 1)‘, 

si  n est  impair,  et  à ^(n — 2)  si  n est  pair. 


la  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Dans  le  premier  cas,  un  nombre  |(n — i)*  de  transcendantes 

peuvent  s’exprimer  par  les  - premiers  termes  de  la  suite 

T-,  T-,  T-,  etc.:  dans  le  second , un  nombre  -(n — a)  de  trans- 

cendantes  (jj)  peuvent  s’exprimer  par  les  ^ — i premiers  termes 
de  la  même  suite. 

De  là  on  voit  qu'il  peut  être  établi  un  grand  nombre  de  com- 
paraisons entre  les  transcendantes  qui  répondent  à une  même 
valeur  de  n,  et  qu’elles  peuvent  toutes  être  exprimées  par  un  petit 
nombre  d’enlr’clles  ; nombre  qui  sera  ‘ ou  ^ — i,  selon  que 

n est  impair  ou  pair.  Mais  ce  nombre,  dans  le  cas  où  n n’est 
pas  premier,  pourra  être  réduit  ultérieurement  par  les  autres  pro- 
priétés de  la  fonction  T,  que  nous  démontrerons  ci-après. 


(i5).  Considérais  maintenant  le  cas  où  les  deux  nombres  p et 
q sont  égaux  dans  la  fonction  (p  , y);  alors  on  aura 

(a,  a)  = fx—'dx(i — jt)*- ’. 

Soit  .r=£(i-}-j),  la  transformée  sera  2'~uJeiy^i — y‘)‘~'  } et 
comme  cette  nouvelle  intégrale  doit  être  prise  depuis  y——\ 
jusqu’à  y = + i , il  revient  au  même  de  la  prendre  depuis  y— O 
jusqu’à  y = i , et  de  doubler  le  résultat.  On  aura  ainsi 


(a,  a)  = 2'-“fdy(i—yy~\ 

Mettant  x à la  place  de  y *,  ce  qui  ne  change  pas  les  limites , il 
viendra  (a,  a)=.2'~“fx  ‘dx( i — x)*~ ou 
(a,  a)  = a— “(i,  a), 

formule  qui  s’accorde  avec  l’équation  (r)  de  la  page  a3a. 

Mais  d’après  l’équation  (3)  ci-dessus , on  a 


, . ro  ra 


(i,  «)  = 


r;  ra 

rCi+c)  ; 
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donc  en  substituant  ces  valeurs,  l’e'quation  precedente  donne 

r^r(|  -f-  a)  — a,-*T|r(aa)  = a,-,*7r*  .T(ao)  : (9) 

c’est  la  troisième  propriété  générale  des  fonctions  T. 


(16).  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  pent  par- 
venir à ce  résultat  par  une  autre  'voie. 

Considérons  pour  cet  effet  la  fonction  -^.(/î),  dont  la  valeur  est 


4(«).  — 


an  -f-  a. an + 4.  an-f-6. . ,4« 
1.3.  5.’. . . .an — » ’ 


si  l’on  met  n-f-i  à la  place  de  n,  on  aura 

. an -(-4. an  ■+-  6. an  -+-  8. . ,j(n  +4 
4(n  + >)  = 1 . 3 .'5 :.:an+1  ' 


de  là  résulte 


4-(«-t-0  _ 4”  4-  a-4n  + 4 

4<  (n)  an  + a .an  ■+■  1 


Donc  en  général  •\J.(")==  A-4"»  A étant  une  constante  qu’il  faut 
déterminer  dans  un  cas  particulier.  Or  en  faisant  n=  i,  on  a 
>{,  (n)  = 4 j donc  A = 1 j donc  n étant  un  nombre  entier  quel- 
conque, on  aura 


an  -f-  a . an -f-  4 .an  + S. . . 4» 
1 . 3 . 3 an  — 1 


= 4*- 


Mais  en  vertu  de  l’équation  (1) , on  a 

(»»  + i)(/n  + a)(ra+3).. .(»+»)  = 

Faisant  successivement  m=n  et  m= — j,  cette  formule  donne 
(n  + 1)  (n  -fa)  (n  + 3) . . .an  = 

, 5 5 an—  i r(n  + i) 

a ~ ri  ‘ 


/ 
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Divisant  la  première  équation  par  la  seconde,  il  -vient 

an-(- a.an +4. . . 4n  _ rj  r(an-t-  1) 

1 . 3 an — 1 r(n-f-i)r(n4-j)' 

Lorsque  n est  un  nombre  entier,  le  premier  membre  se  réduit 
à a”;  ainsi  dans  ce  même  cas  on  aura 

r;-r(an-bi)  _ 

r(n  + i)r(n-t-i) 

Cette  équation  ayant  lieu  lorsque  n est  un  nombre  entier  à volonté, 
elle  aura  egalement  lieu  pour  toute  valeur  de  n,  puisque  Ta  est 
une  fonction  continue  de  n.  Si  l'on  fait  ensuite  /t=a  — -,  on  re- 
tombera exactement  sur  l'équation  (9). 

(17) .  Si  l'on  combine  l'équation  (9)  avec  la  première  des  équa- 
tions de  l’art,  ta,  on  aura  l’équation  (r)  de  l'art.  61  , dont  nous 
avons  montré  l’usage  pour  déterminer  la  fonction  Ta  dans  toute 
l'étendue  de  la  racine  a , pourvu  qu’on  connaisse  la  valeur  de  cette 
fonction  depuis  a = J jusqu'à  a=  1.  On  pourrait  prendre  égale- 
ment pour  intervalle  connu  celui  de  a = o à a—j,  ou  celui  de 
a=  1 à a — |,  comme  on  le  verra  ci-après. 

(18) .  Pour  revenir  maintenant  aux  réductions  dont  nous  avons 
parlé  dans  l'article  14,  il  faut  voir  quel  usage  nous  pourrons  faire 
de  l'équation  (9). 

Si  n est  impair,  il  n’y  a pas  lieu  de  faire  usage  de  cette  équation  , 
parce  qu’il  en  naîtrait  de  nouvelles  transcendantes  dans  lesquelles 
les  quantités  a auraient  des  valeurs  fractionnaires  dont  le  dénomina- 
teur serait  2 n , et  qui  ne  seraient  plus  comprises  dans  la  suite  des 

transcendantes  ri,  T-,  F-,  etc. 

Mais  si  n est  pair , l'application  de  l’équation  (9)  aux  valeurs 

successives  «=i,  a—~lt  etc.  permettra  de  réduire  le  nombre 

des  transcendantes  ri,  T-,  etc.  à ” 9 ou  selon  que  n sera 

n’n’  4 4’  1 

de  la  forme  4'+  a ou  4'- 
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(19).  Toute  la  théorie  des  intégrales  Eulériennes,  tant  de  l’es- 
pèce que  de  l’espèce  Ta,  est  comprise  dans  le  petit  nombre 

de  formules  que  nous  venons  d'exposer.  On  en  peut  déduire,  sans 
exception , toutes  les  formules  qu’Euler  a données  dans  ses  diffé- 
rens  Mémoires  sur  ces  intégrales , et  toutes  celles  que  nous  leur 
avons  ajoutées,  d'après  l’équation  (Vf),  page  237,  qui  n’était  pas 
connue  de  cet  illustre  auteur,  non  plus  que  l’équation  (»),  page  284, 
qui  en  est  une  conséquence. 

L’application  de  ces  formules  au  cas  de  n=ia  a été  donnée 
avec  détail  dans  l’art.  18,  page  a58.  On  y a fait  voir  que  , dans 
la  méthode  d’Euler,  cinq  transcendantes  A,  A,,  A,,  A4,  A,  sont 

nécessaires  pour  déterminer  toutes  les  intégrales  elles  suf- 

• Usent  aussi  pour  déterminer  toutes  les  fonctions 
ainsi  qu’il  résulte  des  formules  des  art.  59  et  60. 

Au  moyen  de  l’équation  (<f) , ces  cinq  transcendantes  ont  été 
réduites  à trois  seulement,  savoir.  A,, A,,  A,,  ce  qui  s'accorde  avec 

le  résultat  général  de  l’art,  précédent,  qui  donne  -,  pour  le  nombre 

de  transcendantes  nécessaires  lorsque  n est  un  multiple  de  4- 

Enfin,  au  moyen  de  diverses  intégrations  dont  le  résultat  a été 
donné  n°  i55  de  la  première  partie  , on  est  parvenu,  dans  l’art.  19  , 
à déterminer  exactement  le  rapport  de  A,  à A ,,  ce  qui  réduit  les 
trois  transcendantes  aux  deux  seules  A, , A,.  On  peut  donc  réduire 
à deux  seulement  les  fonctions  T~,  T—....  T—,  de  manière 
que  ces  deux  fonctions  étant  connues,  toutes  les  autres  peuvent 
en  être  déduites. 

Cette  dernière  réduction , qu’on  n’avait  obtenue  que  par  des 
intégrations  très-compliquées  , méritait  une  attention  particulière; 
elle  donnait  lieu  de  croire  que  la  théorie  des  fonctions  T devait 
contenir  d’autres  formules  propres  à opérer  leur  réduction.  Ces 
formules  ont  en  effet  été  découvertes  par  des  recherches  ultérieures, 
dont  nous  allons  donner  le  résultat. 


i<3  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

$ IL  Recherches  ultérieures  sur  les  propriétés  des 
fonctions  I'. 

(ao).  Considérons  la  fonction  <p(x)  exprimée  par  la  suite  infinie 


<f>  (x)  = 


X 

i'+'i 


a-f-r  3‘3+x  4 ‘ 4 + 


+ etc. , 


dans  laquelle  nous  supposerons  x<i.  Si  l’on  développe  cette 
quantité  suivant  les  puissances  de  x,  et  qu'on  désigne,  comme 
ci-dessus,  par  S.  la  somme  des  puissances  réciproques,  de  degré  n, 
des  nombres  naturels,  on  aura 


<p  (x)  = S,x  — S3x*  -f-  S,x3  — SjX4  -f-  etc. 

Mais  par  l'équation  (ai)  du  n*  77,  deuxième  partie,  on  a 

log  r (1  + x)  = — Cx  -f-  ; S,x*  — i SjX3  j S4x*  — etc.' 

Différenciant  celle-ci  et  comparant  le  résultat  à la  valeur  de  ?(x)  , 
on  en  tire 

»(«)  = c + Ü2££±Ü (.„) 

d’où  l’on  voit  que  la  suite  désignée  par  p(x)  peut  être  sommée 
immédiatement,  au  moyen  du  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 
tion logr(i  -j- x) , puisque  d’ailleurs  C est  une  constante  dont  la 
valeur  a été  donnée  n°  75. 

Observons  que  la  fonction  <p(x)  peut  être  mise  sous  la  forme 


0 “ 7ïï) + (î"rb) + (5  ~ + G“4Tï)+etc-* 


alors  on  voit  qu’elle  est  la  différence  de  deux  suites  qui  ont  l’une 
et  l'autre  une  somme  infinie,  mais  qui  étant  ainsi  retranchées 
terme  à terme,  se  réduisent  à une  quantité  finie.  Cette  quan- 
tité est  d’ailleurs  la  même  qui  a été  désignée  par  C' — N dans 
l’art.  75,  et  elle  représente  par  conséquent  aussi  Ja  somme  de  la 

6uite 
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* + ï + i + i— + 


•7 


(ai).  Puisqu'on  a généralement 

0~  7^)+G~i^)+G”3ir)+etc-=c+,f  7 rïr  x)» 

on  trouvera,  par  des  différentiations  successives,  les  sommes  de 
différentes  séries,  savoir  ■*  . 

ddl  r(i-t-j) 

dx'  * 

d] l r(  i -KO 

■ Z?  * 


...  * | 1 - 1 . 1 — i ? >K  etc  — 

(1+0*^(a+0*^(3+0,^(4+0*  ^ 

ô+ô’+CM^?'f  (3-KOj^(4-KÔ' 

i , i , i , i , , i d*/r(i+x) 

(l+O4+(a+04^(5+^'+'(4+O4‘t~CtC■  ~ â3  1 dO  » 


. etc.  = — - 
a 


■ _ » dOrQ+Q 

(i  + x)s’’’"(a+Oi  ’ (3-KO5  ’ (4+xÈ  a. 3. 4 ’ dp,  * 


etc. 


El  en  général,  si  l’on  désigne  par  4-.(i  H-jc)  la  somme  de  la  suite 


on  aura 


O+O*  ■r  (»+*)•  "T"  (3+0" 


+-(I+X)  = ré. 


+ etc.  ; 


(4+0' 

d“l  r(i  +x) 
• dp 


de  sorte  que  les  sommes  de  toutes  ces  suites  se  déterminent  par 
les  coefficiens  différentiels  successifs  de  la  fonction  /T(j  +x)  ; il 
faut  seulement  excepter  le  premier  terme  -^,(i  -+x) , d’où  l’on  a 

déduit  tous  les  autres,  et  qui  ne  se  détermine  par  — 
qu’en  ajoutant  la  constante  infinie  i+-î+-j+-i  + «te. 

(aa).  Dans  l’art.  /,i , deuxième  partie,  nous  avons  représenté 
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par  {a , n )"  la  somme  de  la  suite  infinie 

J_  4.  1 _i_  1 . « _l.  elc 

a”  ~ (a  + n)”  ~ (o  an)”  ' (a  4 3n)“  ' 

Si  Ton  fait  a = nx,  celte  suite  devient 

n"  (x“  (i  '■+  x)”  (»  + j)“  etC')' 


Ainsi  en  faisant  x = - , l'expression  générale  de  la  transcendante 
(a,  »)"  sera 


(«>  '*)"  = ^-4-W  = 


_(- 
i .a. 3 


o- 

. m — i 


i 

n*  * dr". 


On  peut  encore  remarquer  qu’en  faisant 


<?.(•*)  = 


» I . 1 , I 

1 + ? + ÿ + 4** 


i 

P» 


on  aura  en  général  f).(x)  4-  4.(>  4-Jr)  = const.  = S.  ; donc 


<p.(x)  = S.—  4,(1 +x)  = S.  4 


(- Q— 

1 .a.3. . .n — 1 


rf»/r(i-fx) 
dP  - 


C’est  simplifier  la  théorie  de  ces  diverses  transcendantes,  que  de 
faire  voir  qu’elles  dépendent  d’une  même  fonction  fr(i-j-x)  et 
de  ses  coefficiens  différentiels  successifs. 


( a3  ).  Considérons  maintenant  d'une  manière  particulière 
l’équation 


dàl  r(i  +x) 
dx* 


(.  +i>*  + (>+i)>+0  + r)‘  + elC’  » 


que 


nous  mettrons  sous  la  forme 


ddlrx 

dx:' 


P ^ (1  4 x)‘  (a  4 *)"  (34  •*)' 


--f  etc. 


(12) 


Cette  formule  est  le  principe  d’où  nous  allons  déduire  de  nou- 
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veaux  théorèmes , qui  serviront  ii  perfectionner  et  même  h com- 
pléter entièrement  U théorie  des  fonctions  T. 

Soit,  pour  abréger,  f(x)  la  fonction  qui  forme  le  second 
membre  de  l'équation  ( ta  );  si  l'on  met  ax  à la  place  de  x,  on 
aura 


f(™)  — i Q x.4- (i^:  + (.+*)*  + (I+i)*  *+“  (a+x)*  + elcD; 


dans  la  suite  renfermée  en  parenthèses , les  termes  de  rang  impair 
ont  pour  somme  f (x)  , et  les  termes  de  rang  pair  ont  pour  somme 
/(ï4-x).  Ainsi  on  a 


/(ax)  = */(x)  + i/(*  + x): 


1»»  • / \ , /»/  \ ddltx  /> f . . v fW/r(;-f-X) 

or  1 équation  (ia)  donne/(x)  = ■ )/(î+^)  = » 

f(ix)  = — : substituant  ces  valeurs,  il  vient 

J v ' 4 dx* 

fîtî  1 r (air)  ddlrx  . ddl  r(J  + x)_ 

5r*  <L c»  ”*  2?  » 

multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  a 

rf/r(ax)  dlrx  , d/r(*4-x)  , 

—dT~  = ~dT  H 3x f*  *• 

* 

Multipliant  encore  par  dx  et  intégrant , il  vieat 

log  T (ax)  = log  I\r  -+-  log  T ( ; + x ) -f-  «X  4-  C , 
ou,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres  , 

IxT  (j-+-x)  = À<r-«r(ax). 

11  reste  à déterminer  les  deux  constantes  A,  a,  introduites  par 
l’intégration.  Pour  cela , soit  x infiniment  petit,  on  aura  Tx=- 
et  T(ax)  = ^ ; donc  A = al*  Soit  ensuite  x = j , on  aura 
Ae~  *"  =r  ;,  donc  e“*  = a ; donc  l’équation  générale  est 
Txf  ( j-f-x)  = r(ax).a— «rj. 


V- 


a o EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Nous  retombons  ainsi  sur  l’e'quation  (9)  déjà  démontrée  de  deux 
autres  manières  ; mais  la  même  méthode  va  nous  faire  découvrir 
de  nouvelles  propriétés. 


(24).  En  appelant  toujours  /(x)  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (12) , si  l’on  met  3x  à la  place  de  x , on  aura 

/(3x)=-£— 4-  (i+x),  + (•+*). + (î-fx)*  + (f+x)‘ + C,C’]’ 

La  suite  contenue  dans  le  second  membre  se  décompose  en  trois 
autres , savoir  : 

x*  (i  + x)*  (a+x)*  e,C;  = / Cx)  > 

Cî+x)*  + (!+*)■  + (H-*)* etc-  ==/(ï  + 'r)» 
(f+*)*+  + + e,c’  =/ü+^)> 

donc  on  a 


/(3x)  = i[/(x)  4-/(1  4-*)  4-/(1  4- x)]. 

Remettant  au  lieu  de  /(x)  sa  valeur  —jjjr-  > el  semblablement 
pour  les  autres  termes  , il  vient 

ddl r (3x) ddlrx  , dd/r  (\  + x)  , tM/r(jj-f-x) 

dx  ' dxa  ’ dx*  T dx*  ’ 


Intégrant  cette  équation  deux  fois  consécutives,  on  obtient  pour 
résultat 

Txr  (i  + X)  r ( f + x)  = r (3x).  Ae— . 

Pour  déterminer  les  deux  constantes  A et  a,  soit,  i\  x infiniment 
petit , on  aura  A = 3r  4 T f = = 27r  [/3  ; soit , 2*.  x = £ , 

ou  aura  Ae  J“=rjri:=lA,  et  par  conséquent  cm  = 3J.  Donc 
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on  a l'équation 

'I\rr  (■!  + *) r($  + .r)  = a5r.3*"3j:T(5ar):  (i3) 

c’est  la  quatrième  propriété  générale  des  fonctions  T. 


(a5).  Si  l’on  considère  semblablement  la  fonction  y(5x) , et  qu’on 
décompose  la  suite  qu’elle  représente  en  cinq  autres,  provenant 
des  termes  comptés  de  cinq  en  cinq , à commencer  par  le  1" , le  a% 
le  3%  le  4e  et  le  5e,  on  obtiendra  l’équation 

/(5*)= À C/*+/(H-*)-É/(i+*)  +/(i+*)+/(l+*)]  > 


ce  qui  donne  l’équation  différentielle 

dd  l r (5.r) ddlrx  dd  !r  (j+x)  ddlr  { J + x) 

dx*  ‘ dx?  dx * tlx' 

ddtr  (l+x)  ddl r(f + x) 

2r*  Zt*  > 

dont  l’intégrale  est 

r*r(i+x)r(|4'*)r(|+*)r(H-x)=r(5x> . Ae-~. 

Pour  déterminer  les  constantes  A et  a. , on  fera  successivement  x 
infiniment  petit  et  x = \ , ce  qui  donnera  ' ; 

A = 5rirfr§rf, 

« 

Ae_5  = r ^rfr|rf  = iA; 

donc  e*  = 55  : ensuite  on  a , par  l’équation  (3) , 


rirt — T r*  r î L. 

s_ ain**»  1 s 1 ! — 

5lT* 


ce  qui  donne  A = — - — = Donc  enfin  la  fonction  T 

ain  7-  sin-7- 
5 5 

satisfait  encore  à l’équation 


rxr(|+x)r(H-J:)r(H-x)r(|+^)=r(5x).(a^)*.5i-5x:  (.4) 

c’est  la  cinquième  propriété  générale  des  fonctions  T. . 

(36).  Il  est  facile  de  voir  qu’on  peut  généraliser  ces  résultats  et 


aa  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

les  comprendre  dans  une  même  formule.  En  effet,  n étant  nn  entier 

quelconque , la  valeur  de  f (nx)  pourra  se  décomposer  ainsi , 

/c**) = h l/x+/G + x)  +/G+*)*  • • ’+zGx1 + •*)]  •* 

il  eu  résulte  l'équation  différentielle 

«/!•(«!  «/r*  , "p6+*)  . Mlr(rr1+X) 

3£  — ~3P~~i  dp  IP  » 

dont  l’intégrale  Gnie  est 

r*r(i + *)  r g + x). . . . r (—■ + x)  = r (n*).  Ae-~. 

Pour  déterminer  les  deux  constantes  A et  a,  faisons  successive- 
ment x infiniment  petit  et  x = i , nous  aurons  ces  deux  équations 


A=«r  -r 

n n n 

Ae~»  = r - r-r- — 

n n n 


la  dernière  donne  immédiatement  c*=nn.  Pour  avoir  la  valeur  de 
A,  il  faut  distinguer  deux  cas,  selon  que  n est  pair  ou  impair. 

Soit,  i*.  n = a«t.  les  fonctions  T-,  T- r n B , T — ~ ■ l- 

’ ‘ n'  n n 7 n 

auront  un  terme  moyen  r i = , et  les  termes  également  éloi- 

gnés des  extrêmes  étant  complémens  l’un  de  l'autre , leur  produit 
sera  donné  par  l’équation  (5)  ; et  on  aura  pour  le  produit  total  de 
ces  fonctions , 


n n n n a n n n 


Mais  en  faisant  t infiniment  petit  dans  la  formule  qui  termine 
l’art.  340,  Introd.  in  An.  inj. , on  trouve 

, ■ — » 

. *■  . v x . O*-  . m — i “ / 

sin-sm  — siu— sin it  = a 1 v n ; 

un  n n ' 
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ce  qui  donne  , dans  le  premier  cas , 

r-r-r- r = (a» 

et  par  conséquent 

À = (stt)  » n*. 

Soit  ,a*.  n = nm  -f-  1 , il  n’y  aura  point  de  terme  moyen  dans 
la  suite  T - ,r  - , T - . . . . T - — - : mais  les  termes  également  éloi- 

gnés  des  extrêmes  étant  toujours  complémens  l'un  de  l'autre , le 
produit  de  toutes  ces  fonctions  sera 


. w . flx  . m*  . * . a *■  . mx 

»in-  sin — sin — sin  - sin — 5IH — • 

an  n n n n 


D’une  autre  la  formule  citée  d’Euler  donne  , lorsque  n est 

impair  , 

_ » — n , 

. x . a»  * Or  • Wf  r _ ■ x 

sia  - sin  — au- un  — = a 1 ; 

n n R n 

donc  on  a encore  dans  ce  cas  , 


rira-r? r! 

n n n 


: (a*)  * n% 


et  par  conséquent 


A = ( 27T  ) * n5 


Donc  , quel  que  soit  le  nombre  entier  n , on  aura  généralement 
la  formule 

I\rr(i  + x)r  g 4-  *)...r(fïr  + *)=r  («*)•(**)“  *l_"  •••('  5) 

(27).  Cette  formule  très-remarquable  comprend  comme  cas  par- 
ticuliers , les  formules  (9),(s3)  et  (14);  e^e  en  donnera  tant 
d’autres  qu'on  voudra,  en  prenant  pour  n des  valeurs  en  nombres 
culiers  au-dessus  de  5. 
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Il  est  bon  néanmoins  d'observer  que  les  formules  qui  résultent 
de  l’équation  (i5),  en  prenant  pour  n un  nombre  composé,  ne 
sont  que  des  conséquences  de  celles  qui  ont  lieu  en  ne  prenant 
pour  n que  des  nombres  premiers,  et  qu'ainsi  il  suffit  de  considérer 
ces  dernières , en  donnant  à n les  valeurs  successives  a, 3,  5,  7, 
11,  etc.  On  obtiendra  encore  de  cette  manière  une  infinité  d’équa- 
tions auxquelles  les  fonctions  T doivent  satisfaire  , et  qui  donnent 
les  moyens  de  multiplier  à l'infini  les  comparaisons  et  les  réduc- 
tions dont  ce  genre  de  transcendantes  est  susceptible. 


(28).  Nous  observerons  encore  que  dans  les  usages  de  la  for- 
mule (i5)  et  de  toutes  celles  qui  en  dérivent,  on  peut  se  borner  à 

faire  x < ^ ; car  si  l’on  met  ^ + x à la  place  de  x,  la  formule 

qui  naît  de  cette  substitution  ne  diffère  pas  de  la  formule  (>5); 
de  sorte  qu’on  n’obtiendra  entre  les  fonctions  T que  les  mêmes 

relations  qui  peuvent  être  obtenues  eu  supposant  x < 


(29).  Nous  pouvons  même  aller  plus  loin  , et  démontrer  qu’il 
suffira  de  faire  x < ^ , parce  que  l’équation  qui  viendrait  en  sup- 
posant x = — -f-  a> , ne  différera  pas  essentiellement  de  celle  que 


donne  la  supposition  x = ^ — u. 

En  effet , si  l’on  fait  successivement  ces  deux  substitutions  dans 
l’équation  (i5),  on  aura 


multipliant  ces  deux  équations  cntr’elles  , et  observant  que  chaque 
fonction  T dans  une  équation,  trouve  son  complément  dans  l’autre, 
on  aura  pour  le  produit  total  cette  équation  , 


«(a»)1— 


SK^+")  5in(ü 


;+«)  '+**)  ““  (j  + 


laquelle 
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laquelle  , en  Faisant  ^--\-arX=z,  peut  être  mise  sous  cette  forme, 

sin  nz  = a'-’sinzsin  Çj  -f-  z)  sia^^  + a).  • • •sin^-~'  * -f-  z)  : 

c’est  l’équation  déjà  citée  de  l’art,  a^o,  Jntrod.  in  An.  inf. 

De  là  on  voit  que  les  deux  équations  obtenues  en  faisant 

x u , x — - et,  ne  donnent  qu’un  seul  et  même  ré- 

sultat , et  qu'ainsi  dans  l'application  de  l’équation  (i5),  il  suffira 

de  faire  x < — . 

an 

On  peut  remarquer  encore  qu’en  faisant  et  = o , on  a la  formule 


(a*)-r*/ 


laquelle  se  déduirait  aisément  de  la  fonnule  générale 


r'-r*-r5-. 

n n n 


_ , ■- 

•r~i  = (a»)- 


(3o).  11  ne  sera  pas  inutile  de  rassembler  ici  sous  un  même 
point  de  vue,  toutes  les  équations  qui  contiennent  les  propriétés 
générales  des  fonctions  T.  Voici  ces  formules , accompagnées  des 
lettres  qui  serviront  dans  la  suite  à les  désigner. 

(A)  I\r=  i .2.3. . . .(x — i), 

(B)  T (i+z)  = jrz, 

(C)  r*r(, 

(D)  r*r(H-*)  = r(a*).(a*)-ai’“, 

(E)  rxr(i+x)r($+x)  = r(3x).(a*)i5;-:u, 

(F)  rxr(i+x)r(î+a:)r(|-f-^)r(H-a:)  = r(5J:).(2;r)*5i"! 

(N)  rx  r(~  + r)  r Çj  + x) r(^=i  +x)=r(/»x) . (a  t)“«- " 

4 


» 
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Ces  équations  offrent  une  infinité  de  manières  de  comparer  entre 
elles  les  fonctions  T , et  3’opérer  toutes  les  réductions  que  leur 
salure  comporte.  On  peut  démontrer  , par  exemple  , qu’il  suffit  de 
connaître  la  fonction  T dans  une  petite  partie  de  la  première  pé- 
riode, pour  pouvoir  déterminer  cette  fonction  dans  tout  le  reste 
de  la  période.  On  peut  aussi  considérer  parmi  les  fonctions  I\x , 
celles  qui  se  rapportent  aux  diverses  valeurs  rationnelles  de  x qui 
ont  un  même  dénominateur , et  se  proposer  de  réduire  toutes  ces 
transcendantes  au  moindre  nombre  possible.  De  là  naissent  différens 
problèmes  curieux  qui  jetteront  un  nouveau  jour  sur  la,  nature  des 
fonctions  T , et  sur  lesquels  nous  allons  donner  quelques  recherches. 

J III.  Réduction  générale  des  fondions  T. 

(3i).  Nous  nous  proposerons  d’abord  de  faire  voir  qu’au  moyen 
de  l’équation  (D) , il  suffit  de  connaître  la  fonction  Dr  depuis  x=o 
jusqu’à  x = i , pour  pouvoir  déterminer  cette  fonction  dans  tout  le 
reste  de  la  première  période,  depuis  x = j jusqu’à  x=  i. 

Comme  il  s'agit  ici  non  d’effectuer  la  solutiou  , mais  d’en  démon- 
trer la  possibilité , nous  ferons  usage  de  quelques  signes  propres  à 
abréger  les  calculs.  Pour  cet  effet,  désignons  log  Tx  par  (x),  les 
équations  (C)  et  (D)  pourront  s’écrire  ainsi , 

(x)  -f-  ( t — X ) = l -r— — - , 

(*)+(ï  + x)  — (ax)  = (nr)  -f-  ( 7 — ax  ) fa. 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  étant  des  quantités  con- 
nues lorsque  x est  donné,  nous  les  représenterons  par  la  lettre  d, 
initiale  du  mot  donnée , qui  désignera  également  toute  quantité 
composée  de  termes  connus.  Nos  deux  équations  peuvent  donc  se 
représenter  par  la  notation  suivante, 

(C)  (x)+<x-x)  = <f, 

(D)  (x)  + ( i — x ) — (ax)  = d. 
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Cela  posé , si  dans  l’équation  (D)  on  fait  x = i -f-  et,  on  aura 

(i  + *)  + (S  +«)-(*+  »*)=«*• 

Mais  par  l’équation  (C)  on  a ( f -4-  a)  = — — « ) -J-  d , et  par 

l’équation  (D),  ( -j  -f-  aa)  = (4»)  — (aa)  + d-,  donc 

(i-f*  *)  = (?  — *)-4-  (4“)  — (a*)  ■+*  d. 

Tant  qu'on  aura  a.<ir;  , celle  équation  déterminera  la  fond  ion  (x) 
ou  ( -f-  * ) par  d’aulres  fonctions  où  x est  moindre.  Ainsi  en 
donnant  à a toutes  les  valeurs  depuis  a = o jusqu'à  et  = , on 

connaîtra  la  fonction  (x)  depuis  x=^  jusqu'à  x = j. 

(3a).  Par  exemple  , soit  x = £ ou  a = ^ , on  aura 

(*)  = (*)  + (!)-(*)  + <*! 

ainsi  la  valeur  de  (-r;)  est  composée  de  quantités  connues. 

Soit  encore  x = ou  «e  = , on  aura 

(i£)  = (H)  ■+■  (tt)  — ('ït)  + d. 

Dans  le  second  membre , la  fonction  (^)  n’est  pas  donnée  immé-r 
diatement , puisque  est  > 7 ; mais  on  aura  sa  valeur  par  la 
même  formule , en  faisant  a — — j = ^ , ce  qui  donne 

(A)  = (**)  + (£)-(£)  + <*« 

d'où  l’on  voit  que  (£§)  deviendra  entièrement  connu. 

(33).  Lorsqu’on  fait  x = -J  ou  ct=z~  , la  formule  précédente 
ne  détermine  pas  la  fonction  ( j ) ; mais  alors  les  équations  (C)  et 
(D)  donnent  immédiatement 

(i  ) + {\)=d,  (*)  + (*)-(*)=<*; 


d'où  l’on  lire  la  valeur  cherchée 
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Connaissant  la  fonction  (x)  depuis  x = o jusqu’il  x = 4,  il  reste 
à la  déterminer  depuis  x — j jusqu’à  x = |.  Or  par  la  combinai- 
son des  équations  (C)  et  (D),  on  a la  formule 

(i  — tt)  = («)  — (aa)  -f-  d. 

Si  l’on  donne  à a toutes  les  valeurs  depuis  a.—  o jusqu’à  a = j, 
le  second  membre  sera  connu  ; ainsi  on  aura  la  valeur  de  la  fonc- 
tion (x)  ou  ( î — a),  depuis  x = j jusqu’à  x = 

On  peut  donc  déterminer  la  fonction  Tx  pour  toute  valeur  de 
la  racine  x , pourvu  qu’on  connaisse  cette  fonction  depuis  x=o 
jusqu’à  x = j. 

Ce  problème  revient  à celui  que  nous  avons  résolu  dans  l’art.  61 , 
deuxième  partie  ; mais  la  méthode  précédente  fait  voir  plus  claire- 
ment la  possibilité  de  la  solution. 

(34) .  H ne  serait  pas  difficile  d’ailleurs  d’obtenir  les  solutions 
effectives,  en  réalisant  les  quantités  désignées  par  d ; on  trouverait 
alors  les  trois  équations 

(ï  + <*)  = (?  — * ) — (a*)  + (4®) 4- (ï  4-  a*)  l*+l s«n  ( \ — a.)  ir , 

2(î)=(î)4-ïz’r  — \l*  — fsin^7T, 

( î — a)  = (a)  — (aa)  ±'hr  — ( » — aa)  h — l cos  an. 

La  première  servira  à déterminer  la  fonction  (x)  depuis  x — i jus- 
qu'à x = $ ; la  seconde  déterminera  la  fonction  (|)  , et  la  troisième 
servira  à déterminer  la  fonction  (x)  depuis  x=±  jusqu’à  ,r  — j. 
Enfin,  d’après  ces  données,  l’équation  (C)  servira  à déterminer  la 
fonction  (x)  depuis  x = j jusqu’à  x = i. 

(35) .  Puisque  l’emploi  des  équatious  (C)  et  (D)  donne  les  moyens 
de  réduire  à ^ la  partie  de  la  première  période  où  la  fonction  Tx 
doit  être  connue,  afin  de  déterminer  cette  fonction  dans  la  période 
entière,  on  peut  conjecturer  de  là  que  si  à ces  équations  on  joint 

l'équation  (E) , il  sera  possible  de  réduire  ultérieurement  à j(i j) 

ou  j , la  partie  de  la  période  qui  sert  à déterminer  tout  le  reste. 
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C’est  ce  qae  nous  allous  vérifier  par  une  analyse  semblable  à la 
précédente. 

Supposons  que  la  fonction  (or)  est  connue  depuis  x = o jusqu’à 
x=  j;  d’après  l'équation  (E)  on  aura 

(s+«)  + (;  + *)  + (î  + «)-0i+5*)=rf. 

Mais  l'équation  (D)  donne  ( i-f-« ) =(2*): — (a)+d,  (î  •+•  5a) 
= (6a) — (3a)+d,  etl'équation  (C) donne  (|-f-«)  = — (j — a) -f -d; 
ou  a donc  la  formule 

Ü +*)  = ( i ~ *)  + (*)  ~ (*«)  — (5-e)  -4-  (6a)  + d. 

Tant  que  6a  sera  plus  petit  que  j -f-  a,  ou  tant  qu’on  prendra 
a <Cys,  cette  équation  donnera  la  valeur  de  (x)  ou  ( j-f~*)par 
des  fonctions  dont  la  racine  est  moindre.  Ainsi  on  connaîtra  la 
yaleur  de  la  fonction  (x)  depuis  xz=\  jusqu'à  x = j. 

La  formule  précédente  ne  détermine  pas  la  valeur  de  la  fonc- 
tion ( |)  ; mais  par  une  autre  formule  que  nous  donnerons  ci- 
après  (art.  45)  , on  a 

(î)  = (ts)  — i(ï)  + 

(36).  Il  reste  à déterminer  la  fonction  (x)  depuis  x = -J  jnsqu’à 
x — {.  Pour  cela,  soit  a = -^  -f-  z , l’équation  précédente  de- 
viendra 

(i  + 6j0— (?+3)+(ts+3s)+(tt+3z) — (tï+*) — (ri — »)+d- 

Pour  faire  usage  de  cette  formule  , il  faut  supposer  connue  la  fonc- 
tion (j-f-a)  depuis  z — o jusqu’à  z=u,  a>  étant  une  quantité 
aussi  petite  qu’on  voudra.  Alors  donnant  à z toutes  les  valeurs 
depuis  z = o jusqu’à  s — rz,  on  connaîtra  la  fonction*  (x)  ou 
( j + 6a)  , depuis  x = j jusqu’à  x = f. 

On  peut  aussi  ne  faire  usage  de  la  formule  précédente  que  depuis 
z = o jusqu’à  z = jj,  ce  qui  fera  connaître  la  fonction  (x)  depuis 
x = J jusqu'à  x=  j.  On  déterminera  ensuite  cette  fonction  depuis 


5o  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL, 

x = -j  jusqu’à  x=  par  la  formule 

(i  — x)  = (x)  — (ax)  + <*• 

Cette  solution  est  fort  simple , puisqu'elle  est  foode’e  sur  une  seule 
formule  mise  sous  deux  formes  différentes  ; mais  elle  suppose 
qu’outre  la  partie  de  la  période  connue  depuis  x = o jusqu’à 
x = j , on  connaît  encore  la  partie  comprise  depuis  x=  j jusqu’à 
x = -j  -f-  a» , t»  étant  une  quantité  qui , à la  vérité  , peut  être  aussi 
petite  qu'on  voudra , mais  qui  ne  peut  être  tout  à fait  anéantie. 
Voici  un  autre  moyen  de  résoudre  le  même  problème,  en  supposant 
connues  deux  parties  de  la  période  non  contiguës , mais  telles  que 
leur  somme  se  réduit  précisément  à j. 

(37).  Supposons  la  fonction  (x)  connue  dans  deux  parties  de  la 
première  période,  savoir,  depuis  x=o  jusqu’à  xes-^j,  et  depuis 
x = jusqu’à  x = -fg  : ces  deux  parties  réunies  font  une  somme 
égale  à j 1 et  pour  déterminer  la  fonction  (x)  dans  tout  le  reste  de 
la  période,  il  faudra  exécuter  les  opérations  suivantes 

i*.  Par  les  formules  (E)  et  (C),  on  a 

(3a)  = (“)  + ( î “f-  “ ) — (J  — a)  + d : 

Je  second  membre  est  connu  depuis  a = o jusqu'à  <t^=  ainsi 
Oti  connaîtra  la  fonction  (x)  depuis  x = o jusqu’à  x=  j. 

2°.  D’après  les  équations  (C)  et  (D) , on  a 

Je  second  membre  est  connu  depnis  <?  = o jusqu’à  a = ± ; donc 
on  connaîtra  la  fonction  (x)  depuis  x = o jusqu’à  x=  -fa. 

3’.  Mettant  a.  — 1 à la  place  de  et  dans  l’équation  précédente, 
OP  en  lire 

(e  second  membre  de  celle-ci  est  connu  depuis  as=o  jusqu’à 
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* — ï > donc  on  connaîtra  la  fonction  (x)  depuis  x = jusqu'à 

x — A- 

Par  ces  trois  premières  opérations  , la  fonction  (x)  devient  connue 
depuis  x = o jusqua  x = , et  depuis  x —rg  jusqu’à  x = ■fs. 

11  faut  maintenant  remplir  la  lacune  que  laissent  cels  deux  espaces, 
depuis  x=yg  jusqu’à  x=^,  ou  depuis  x = j — jusqua 
■*  T “f"  tJô- 

4°.  D’après  l’équation  (D),  on  a 

(£  + *)  + (^+*)-(î  + «)  = <f: 

les  termes  (-&+*),  (±-f-  as)  peuvent  être  remplacés  par  leurs 
complémens  — (t%—  s),  — (| — 33);  ensuite,  par  l’équation  (D), 
le  terme  (|— >as)  peut  être  remplacé  par  (j  — 4Z) — (-^ — 23). 
On  aura  donc 

(i+i)  + (i-4*)p  (*-»)  + (*-”)  + * 

Dans  cette,  équation,  le  second  membre  sera  toujours  connu, 
pourvu  que  z positif  ou  négatif  ne  surpasse  pas 

Cela  posé,  donnons  à z toutes  les  valeurs  depuis  sz=~  jus- 
qu’à z=- -Jy;  la  fonction  (5  — 4S)  es*  connue  dans  cet  intervalle, 
ainsi  on  connaîtra  la  fonction  (x). représentée  par  (5  + 3),  depuis 
x = f-f-=vs  jusqu’à  x = i-j-T|?.  Donc  l'intervalle  où  la  fonction 
(x)  reste  inconnue  ne  s’étend  plus  que  depuis  x=j  — r~  jus- 
qu’à X=i+^;. 

Donnons  maintenant  à z des  valeurs  négatives,  depuis  z= — g.ywô 
jusqu’à  z= — 7*5;  la  fonction  (j  — 4Z)  sera  connue  dans  cet  in- 
tervalle, ainsi  on  connaîtra  la  fonction  (j  + z)  depuis  z = — 75^ 
jusqu'à  z = ~- 7^;  de  sorte  que  l’intervalle  où  la  fonction  (x) 
reste  inconnue  se  trouve  de  nouveau  resserré  entre  x=  j — 

et  X . y 1 7VÔ • 

On  continuera  de  procéder  de  la  même  manière,  en  attribuant 
à s des  valeurs  alternativement  positives  et  négatives.  Si  l’inter- 
valle inconnu  s’étend  d’abord  depuis  x=| — a>  jusqu’à  x=j-f-4«, 
une  première  opération  resserrera  cet  intervalle  entre  les  limites 
x = j — u,  x=;-f-;a*j  une  seconde  opération  le  resserrera  eu- 
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core  entre  les  limites  x = y — tj»  et  x=3-f-je>,  et  ainsi  de 
suite.  D'où  l’on  voit  que  l’intervalle  inconnu  finira  par  s’anéantir 
dans  la  limite  x=j;  et  en  ce  point  on  aura,  toujours  d’après 
la  même  formule , 

5*.  La  valeur  de  la  fonction  (x)  étant  connue  depuis  x=o  jus- 
qu'à jc=-~g;  pour  la  trouver  depuis  x=-^  jusqu’à  x=j,  on  fera 
usage  de  la  formule 

(f  — x)  = (x)  — (ax)  + rf.  . 

(38).  On  voit  donc  qu’il  est  possible  de  déterminer  la  valeur 
de  la  fonction  Tx,  dans  toute  l’étendue  de  la  première  période, 
et  de  là  pour  toute  valeur  de  x,  pourvu  qu’on  connaisse  cette 
fonction  dans  une  partie  assez  petite  de  cette  période. 

La  partie  qu'il  faut  connaître  est  quand  on  ne  fait  usage  que 
de  l’équation  (C)  ; elle  se  réduit  à J,  lorsqu’on  fait  usage  des  deux 
équations  (C)  "et  (D) , et  elle  se  réduit  de  nouveau  à j , lorsqu’on 
fait  usage  des  trois  équations  (C),  (D),  (E).  Elle  se  réduirait  ul- 
térieurement en  faisant  usage  de  l’équation  ( F ) et  des  suivantes; 
mais  la  proportiou  de  cette  réduction  et  la  distribution  des  parties 
qui  conduisent  à la  plus  grande  réduction,  pourraient  faire  l’objet 
d’un  genre  de  recherches  analytiques  qu’il  ne  nous  paraît  pas  né- 
cessaire de  continuer  plus  loin.  Nous  nous  contenterons  de  remar- 
quer que  les  fonctions  T se  rapprochent , par  ces  propriétés,  des 
fonctions  circulaires,  logarithmiques  et  même  elliptiques  , qu'il 
suffit  de  connaître  dans  un  intervalle  aussi  petit  qu’on  voudra, 
pour  pouvoir  les  déterminer  dans  toute  leur  étendue. 


§ IV. 
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§ IV.  Formules  pour  réduire  au  moindre  nombre  possible 

les  transcendantes  contenues  dans  la  suite  r - , T - , 
r - . . . r , n étant  un  nombre  entier  donné. 

(3g).  Si  n est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  faire  usage 
que  de  l'équation  des  complémens  (C)  , et  les  transcendantes  dont 
il  s’agit  ne  pourront  4(re  réduites  à un  nombre  moindre  que 
±(n  — 1).  Mais  si  n est  un  nombre  composé,  chaque  facteur  pre- 
mier de  n donnera  lieu  à l’application  de  celle  des  équations 
(D),(E)j  (F),  etc.,  qui  est  relative  à ce  facteur,  et  il  en  ré- 
sultera des  réductions  d’autant  plus  multipliées,  que  n aura  plus  de 
facteurs  simples. 

Si  n est  divisible  par  a,  on  pourra  appliquer  l’équation  (D), 
dans  laquelle  on  ferfk  successivement  x=^,  x=^,etc., 

jusqu'à  x = j,  ce  qui  donnera  autant  d’équations  de  condition 
entre  les  fonctions  T-,  T-,  On  se  borne  à chercher 

des  relations  entre  ces  fonctions,  parce  que  les  suivantes,  jusqu  a 
T — , ®e  déduisent  de  celles-ci  par  l’équation  (C) , excepté  F j , 
dont  la  valeur  est  connue. 

Si  n est  divisible  par  3,  on  fera  l’application  de  l’équation  (E), 
en  donnant  à x les  valeurs  successives  jj,  . . jusqu’à  j exclu- 
sivement, ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  de  condition. 

On  fera  un  semblable  usage  de  l’équation  (E),  si  n est  divi- 
sible par  5;  de  l’équation  (F),  si  n est  divisible  par  7,  et  ainsi 
de  suite. 

On  aura  de  cette  manière  toutes  les  équations  de  condition  qui 
serviront  à réduire  au  moindre  nombre  possible  les  transcendantes 

r^,  f ^. . . .r  — et  qui  feront  connaître  en  même  temps  celles 

5 
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de  ces  fonctions  qui  sont  nécessaires  pour  exprimer  toutes  les 

autres. 


(4o).  Considérons  pour  premier  exemple  le  cas  de  n = la,  et 
désignons,  pour  abréger,  logT^-^^  par  la  question  est  de 

réduire  au  moindre  nombre  possible  les  transcendantes  Zi  , Za  , 
Z3,  7-4,  Z5;  et  pour  cela  nous  aurons  à faire  l’application  des 
équations  (D)  et  (E),  puisque  n a pour  facteurs  premiers  a et  3. 

Les  valeurs  à substituer  dans  l'équation  (D)  se  réduisent  à deux 
seulement,  x—-~,  x=-^,  parce  qu’on  dbit  supposer  x<  J;  il  en 
résulte  les  deux  équations  de  condition 

Z i + Z7  — Za  = + § Z a , 

Za  -+-  Z8  -1-  Z4  = ilit  ~h  £Za. 

Au  lieu  de  Z7  et  Z8  il  faut  introduire  leurs  coraplémens  7.5  et 
Z4,  ce  qui  se  fera  par  l’équation  (C),  qui  donne,  en  faisant  ~i7r=ot, 

Z5  -f-  7.7  = l -----  = l-K  -f-  aZ  a -f-  Z sin  n>  . 

Z4  -f-  Z8  = / = l'K  + Za  — ïZ3. 

Cette  substitution  donnera 


Z5  = Zi  — Za  + |Zw-j-jZa  + Z*in», 
Z4  = 4 Za  + iZ,r  i/a  - *Z3. 


L’équation  (D)  ayant  fourni  deux  équations  de  condition,  on 
voit  que  les  cinq  transcendantes  dont  il  s'agit  se  réduisent  à trois, 
qui  sont  7.i , Za,  Z3;  et  celte  solution  est  dans  le  fond  la  même 
que  celle  de  l’art.  18,  deuxième  partie,  où  l’on  n’a  fait  usage  que 


des  équations  qui,  pour  les  fonctions  répondent  aux  deux 


équations  (C)  et  (D)  relatives  aux  fonctions  T.  Mais  l’application 
de  l'équation  (E),  due  au  facteur  premier  3,  fournira  encore  une 
nouvelle  réduction. 

Puisqu’on  doit  prendre  jt<j,  on  n’aura  à substituer  dans  Té- 
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quation  (E)  que  la  seule  valeur  x=-^f  ce  qui  donnera  l’équa- 
tion de  condition 

Zi  + Z5  4-  Z9  — Z3  = /(air)  -f-  \IZ; 

mais  par  1 équation  (C)  on  a Z3  + Zg  = / = lit  -f-  {l  2; 

donc 

Zi  + Z5  — aZ3  = {I2  4-  $1 3. 

Substituant  dans  celle-ci  la  valeur  de  Z5  exprimée  par  Zi  et  Za, 
il  viendra 


Z3  = Zi  — J Za  -f-  + i/a  — i/3  + i/sin«; 

d’où  l'on  voit  que  les  deux  transcendantes  Zi  , Za  suffisent  pour 
déterminer  toutes  les  autres  : c’est  le  dernier  terme  des  réductions 
qui  peuvent  avoir  lieu  entre  les  diverses  transcendantes  désignées 
_ k 

par  T — . 
r ta 


(4i).  Nous  avions  déjà  atteint  ce  terme  dans  les  formules  de 
l’art.  19,  deuxième  partie;  mais  nous  n’y  étions  parvenus  qua  l’aide 
de  diverses  intégrations  fort  compliquées,  dont  le  résultat  est  con- 
tenu dans  l’art.  i55,  première  partie.  En  vertu  de  ces  intégrations, 
on  a déterminé  (art.  19)  le  rapport  des  deux  quantités  M,,  M,, 
comme  il  suit: 


M, 

M, 


a*3‘ 


cos  a»  = 


a J3‘ 
siu»  * 


Or,  par  la  formule  du  n*  i3,  on  a 


donc 


/ rjt  y £l  n~*5* 

Mj  \ r Â / * rTi  aiu  • ’ 
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Cette  équation  permet  de  déterminer  T -h  par  le  moyen  des  deux 
transcendantes  r tj,  r yi,  et  on  en  lire,  suivant  la  notation  pré- 
cédente , 

Z3  = Zi  — jZa  4-  j/*  4-  j/a  — j/3  + j/sin», 

valeur  qui  s’accorde  entièrement  avec  celle  qu’on  a déduite  de 
l’équation  (E). 

Ainsi  le  résultat  qui  avait  été  trouvé  presque  fortuitement  par 
des  intégrations  très-difficiles , est  donné  immédiatement  par  l'équa- 
tion (E).  En  général , il  parait  que  les  seules  réductions  qui  peuvent 
avoir  lieu  èntre  les  fonctions  T,  sont  celles  que  donnent  les  équa- 
tions (C),  (D),  (E)  et  les  suivantes,  lorsque  l’application  peut 
en  être  faite,  à raison  des  nombres  premiers  qui  soûl  diviseurs 
de  n.  Ces  équations  ont  d’ailleurs  l’avantage  de  conduire  aux  ré- 
ductions par  la  voie  la  plus  simple  et  la  plus  courte,  comme  on 
vient  d’en  voir  un  exemple  ; elles  paraissent  donc  ne  rien  laisser 
à desirer  sur  la  théorie  des  fonctions  T. 

(4a)-  Dans  l’exemple  dont  nous  venons  de  développer  la  solution, 
le  calcul  nous  a conduits  à prendre  Zi  et  Za  pour  les  termes  avec 
lesquels  on  devait  exprimer  tous  les  autres.  Mais  Zi  et  Za  étant 
relatifs  aux  fonctions  r-^,  T-r^,  il  peut  paraître  plus  simple  de 
prendre  pour  termes  de  comparaison  les  fonctions  rj  et  rj.  Dans 
cette  hypothèse,  il  faudra  exprimer  Zi,  Za  et  Z.5  par  le  moyen 
de  Z3  et  Z4.  C’est  ce  qu’on  peut  faire  facilement,  au  moyen  des 
formules  précédentes,  et  voici  le  résultat  du  calcul  dans  lequel 

nous  comprenons  toutes  les  valeurs  de  log  T —,  excepté  logr  j. 
iT-h 

/r* 

iT-h 

IT& 

* 


= 1 r±  -+-  / n — 7^  — 7*3  -1-  1*3  — j/sin^, 
= a/rj  — j/*  — j/a  + j/3, 

= /Ti  — /rj  4-  j/7r  4-  /a—  j/3  4-  j*sin 

= /rj  - /rj  4-  \hr  4-  /a  4-  j/3  4-  j/sin 
= _ /rj  4-  *7r  4-  / a - j/3. 
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iT-h  = - lTi  + hr  + il*, 

*rü  = - a/r|  + î/tt  + */a  - i/3, 

/r^i  = — — /ri  + \iv  -f-  i/a  — |/5  — i /sin^. 

(43).  Dans  les  articles  18  et  ig  de  la  deuxième  partie,  on  a 
trouvé  qu’en  faisant  B==  F‘(sin45')  et  C = F'(sin  i5°) , les  trans- 
cendantes rj,  ri  peuvent  s’exprimer  par  les  fonctions  B et  C , 
au  moyen  des  équations 

r*i  = 

r’i  = a*S_iCir; 

mais  par  la  tbéorie  des  fonctions  elliptiques , on  trouve  les  loga- 
rithmes vulgaires  de  B et  C , comme  il  suit  : 

log  B = o.a68ia  73334  >193, 
logC  =*  o.ao36i  53657  126a. 

De  là  résultent  les  valeurs  des  transcendantes  log  r ~ et 
log  r (1  -f-  comme  on  les  voit  dans  le  tableau  suivant,  qui 
pourra  être  fort  utile  dans  diverses  recherches  d’analyse. 


a . 

log  Ta. 

•ogrO-fa). 

i_ 

1 • 

a 

1 l 

3 

1 R 

1 a 

5 

1 a 
JL 

» a 

y 

1 a 

x 

1 a 

9 
l 1 
1 0 
1 a 
T 1 
» X 

1 . 06067  62454  1 387 
0-74556  78577  533o 
o.55g38  10750  4547 
0.43796  27495  1436 
0.33788  12161  8498 
0.34857  4(j563  47°7 
o.i8433  48784  0648 
o.i3i65  64916  840a 
0.08828  37954  8a65 
o.o5a6i  20106  048a 
0.02347  73967  1089 

9.98149  49993  66a5 
9.96741  66075  6966 
9.9573a  10837  i55i 
9.96084  i4945  9460 
9-94760  99744  7558 
9.94754  4§4°°  83og 
9.95034  16733  7 3 1 x 
9.95556  5a3a6  2834 
9.96334  5o588  7435 
9.97543  07645  6719 
9.98668  88358  2149 
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(44)-  Après  avoir  développé  fort  au  long  le  cas  de  n=i2,  nous 
prendrons  encore  pour  exemple  quelques  autres  valeurs  de  n ; 
mais  ne  voulant  point  entrer  dans  le  détail  des  solutions  effec- 
tives, nous  nous  contenterons  d'en  démontrer  la  possibilité,  et  à 
cet  effet  nous  ferons  usage  des  mêmes  signes  d’abréviation  que 
dans  l'art.  3i. 

Soit  d’abord  n=a4,  et  soit  désignée  par  (x)  la  quantité 
'°er(S)  : on  connaît  déjà,  par  le  cas  de  n = 12 , les  réductions 
qui  ont  lieu  entre  les  termes  de  rang  pair  (2),  (4),  (6),  (8),  (10), 
puisqu’en  général  l'expression  (2 k)  désigne  qui  est  la 


vés  dans  le  cas  de  n—  12,  on  aura  entre  les  cinq  transcendantes 
dont  il  s’agit , ces  trois  équations  : 

(G)  = (2)  — i C4)  -fr  d, 

(8)  =K4)  4-  d, 

(.0)  = (2)  - (4)  + d. 

Pour  obtenir  d’autres  réductions,  on  fera  d’abord  dans  l'équation 
(D)  les  substitutions  x = ~,  x=-£l>  x = ^,  ce  qui  donnera 

(«)  + (>3)  — (a)  ==  d , 

(3)  4-  (,5)  - (G)  = </, 

(5)  4-  (17)  — (»o)  = d. 

Mettant  dans  ces  équations,  au  lieu  des  termes  (i3),  (i5) , (17), 
leurs  complémens — (11),  — (9),  — (7),  on  en  tirera 

(11)  = (i)  — (3)  -f-  d, 

(9)  =(3)-(6)  4 -d, 

(7)  = (5)  - (.0)  4-  d. 

Ces  équations  font  voir  que  sur  les  six  transcendantes  (1),  (3), 
{5} , (7),  (9),  (11),  il  suffit  d’en  connaître  trois. 

Mais  de  plus,  l’équation  (E)  fournira  de  nouvelles  réductions, 


Digitized  by  Google 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  I,  3g 

en  y substituant  les  valeurs  x = , x = ]-f  , toutes  deux  plus 

petites  que  j;  cette  substitution  donne  deux  équations  qui,  au 
moyen  des  termes  complc'mentaires,  deviennent 

(«)  + (9)  — (7)  — (3)  = 

(3)  + („)  _ (5)  - (9)  = d. 

Celles-ci,  en  vertu  des  relations  déjà  trouvées,  se  réduisent  à une 
seule,  qui  donne 

(5)  = (.)  - (a)  + (6)  + d. 

Cela  posé,  on  voit  que  les  deux  transcendantes  (1)  et  (3)  de 
numéro  impair,  et  les  deux  (a),  (4)  de  numéro  pair,  suffisent 
pour  déterminer  toutes  les  autres,  puisqu'on  a les  valeurs  suivantes  : 

(5)  = (1)  — K4)  + d> 

(7)  = (•)  — (3)  + Ï (4)  + d, 

(9)  = (3)  ~ (»)  + T (4)  + d, 

(11)  = (1)  — (a)  -f-  d. 

Ainsi  dans  le  cas  de  n = a4  , les  quatre  transcendantes  T ~ , T , 
T — , suffisent  pour  déterminer  toutes  celles  qui  sout  com- 
prises dans  la  même  série  , jusqu’à  T -jj. 

(45).  Considérons  enfin  le  cas  de  n = 6o,  et  proposons-nous  de 
trouver  combien  il  faut  de  termes  de  la  suite  T , r^. . . .T  , 
pour  déterminer  tous  les  autres,  et  quels  sont  ces  termes. 

k 

Désignant  toujours  log  T par  ( k ) , on  pourra  d'abord  considé- 
rer les  termes  où  k est  un  multiple  de  5 , et  appliquer  à ces  termes 
les  formules  trouvées  pour  le  cas  de  n = 1 a , ce  qui  donnera 

(,  5)  = (5)  — r(10)  + d, 

(ao)  =ï(io)-f-  d , 

(a5)  = (5)  — (10)  + d. 

Ainsi  les  deux  termes  (5)  et  (10)  suffisent  pour  déteriïtiner  toutes 
les  transcendantes  (k)  dans  lesquelles  k est  un  multiple  de  5. 
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Si  l'on  considère  séparément  les  termes  où  k est  pair,  on  aura, 
par  l’application  des  équations  (D)  et  (C) , les  relations  suivantes  : 

(a8)  ==  (a)  — (4  ) + d, 

(26)  = (4)  — (8  ) + d, 

(a4)  = (6)  — (ta)  + d, 

(аа)  = (8)  - (.6)  + d, 

(18)  = (la)  — (a4)  -J-  d, 

(,6)  = (.4)  - (a8)  4-  d. 

On  trouvera  ensuite,  au  moyen  des  équations  (E)  et  (C)  , 

(а)  + (m)  - (i«)  - ( 6)  = d , 

(4)  + (a4)  — (16)  — (ta)  s d, 

(б)  4-  (a6)  - («4)  - (18)  = d , 

(8)  + (a8)  - («a)  - (a4)  = d. 

Ce$  quatre  équations  combinées  avec  les  six  qui  précèdent  , 
offrent  deux  coïncidences  , et  ne  déterminent  que  huit  quantités  , 
savoir  ; 

(a8)  = (a)  - (4)  4-  d, 

(аб)  = (a)  - (6)  4-  d, 

(34)  = (6)  — («a)4-  d, 

(aa)  =a(ia) — (a)  4-  d, 

(18)  =a(ia)—  (6)  4-  d, 

(16)  = (4)  4-  (6)  — a(ia)  4-  d,  . 

(i4)  = (a)  4-  (6)  — a (ta)  4-  d, 

(8)  = (6)  4-  (4)  - (3)  4-  di 

d'où  l’on  voit  que  les  quatre  quantités  (a),  (4) , (6)  , (là)  suffisent 
pour  déterminer  tous  les  termes  (k)  dans  lesquels  k est  pair  et  non 
divisible  par  5. 

Enfin  l'application  des  équations  (F)  et  (C)  donne 

(a)#4-  («4)  4-  (a6)  — (aa)  — (10)  — (to )'  = d, 

(4)  4-  («6)  4-  (38)  - (ao)  - (8)  - (ao)  = d , 

et 


Digitized  by  Google 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  I.  /,i 

et  ces  deux-ci  se  réduisent  à une  seule , savoir , 

(la)  = (a)  — i(io)  -f-  d; 

d’où  il  suit  que  tous  les  termes  ( k ) où  k est  pair , pourront  s’ex- 
primer au  moyen  des  quantités  (a),  (4),  (6),  (10). 

(46).  Venons  maintenant  aux  quantités  où  k est  impair.  On  aura  , 
par  l’applicatiou  des  équations  (D)  et  (C)  , ces  six  conditions  : 

(a9)  =(.)-(*)  ~f -à, 

(*7)  = (*)  “(6 ) + d, 

. (a5)  = ( 7 )-(i4)  + rf, 

(a,)  = (g)  - (.8)  + d, 

(19)  = (11)  — (aa)  4-  d, 

(17)  = (i3)  — (a6)  -f-  d. 

Ensuite  les  équations  (E)  et  (C)  en  fonmiront  quatre , savoir  : 

(1)  4-  (ai)  — (i9)  — (3)  = d, 

(3)  -f-  (a 3)  - (17)  _ (9)  = d, 

(7)  + (27)  — 03)  — (ai)  = d, 

(9)  + (ag)  — (11)  — (a7)  = d. 

Mais  ces  quatre  conditions  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

(,,)  = (,)  -f-  (9)  - (a)  - (3)  + (6)  + d, 

(i3)  = (3)  + {f)  — (9)  + a (a)  — a (6)  — (10)  -f-  d. 

*'  ^ ‘ i . l'itij  insiti  mi  1 1 1 

Enfin  l'équation  (F)  donnera  deux  conditions  qui,  en  vertu  des 

relations  déjà  trouvées , se  réduisent  à une  seule , savoir  , 

■1  ■ 

(9)  = (3)  + (a)  - (6)  -j  (10)  + d. 

De  là  on  voit  qu’avec  les  quatre  données  impaires  (1)  , (3)  , (5),  (7)  , 
jointes  aux  quatre  données  paires  (a),  (4),  (6),  (10),  on  pourra 
achever  de  déterminer  toutes  les  transcendantes  désignées  par  ( k ). 
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On  aura  en  effet  pour  les  termes  impairs , ces  expressions  : 

(9) 

(*0 
(«3) 

(*5) 

(«7) 

(>9) 

(ai) 

(a5) 

(a5) 

(a7) 

(29) 

Quant  aux  termes  où  k est  pair,  nous  avons  donné  ci-dessus 
leur  expression  , où  il  ne  reste  plus  à substituer  que  la  valeur 
(.a)=(a)-i(io)+rf. 

(47).  Remarquons  que  le  nombre  des  transcendantes  nécessaires 
pour  déterminer  toutes  les  autres,  étant  nommé  N , on  aura 

pour  re=ia,  N = a=  J^(i  — t)  (l  — ' i)  » 
pour  n t=s  a4,  N = 4 — tK1 — •)(* — ï)> 

pour  n = 60  , N = 8 = tt(i  — î)(*  — î)  ( 1 ““i)’ 

Dans  cette  formation  du  nombre  N , le  facteur  -J  est  dù  à l’équa- 
tion (C) , le  facteur  ( 1 — i)  à l’équation  (D) , le  facteur  ( 1 — j)  à 
l’équation  (E) , et  le  facteur  ( i — j ) à l’équation  (F). 

En  général,  si  «,  S , y , etc.  sont  les  nombres  premiers  inégaux 
qui  divisent  N , on  aura 

nombre  qui  exprime  combien  il  y a de  nombres  premiers  à n et 
moindres  que  j n. 


= (3)  4-  (a)  - (6)  - H«>)  + d, 

— (•)  — M«o)  +y, 

= (7)  + w — (6)  — î(‘o)  + d, 
= (5)  - M*°)  + d , 

= (7)  “ H10)  + d, 

= (1)  — (3)  4-  H10)  + d, 

= (3  )-(*)  + *('«>)  + <*, 

= (7)  + ( a ) ~ (6)  ~ ' (,0)  + d, 
= (5)  - («o)  + d, 

= (3)  - (6)  -+-  d, 

= («)  - (a)  + d. 
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Cette  loi  a été  vérifiée  dans  plusieurs  autres  exemples,  et  il  y 
a fieu  de  croire  qu’elle  est  vraie  en  général  ; d'où  il  suit  qu’étant 
donné  un  nombre  quelconque  n,  on  peut  trouver  immédiatement 

combien  il  faut  de  termes  de  la  suite  r-«r-«r-....r  - — -, 
pour  déterminer  tous  les  autres. 

Ainsi  si  l'on  voulait  construire  avec  le  moins  de  données  pos- 
sible , une  table  des  fonctions  Va  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  de 
millième  en  millième,  depuis  a = o.ooi  jusqu’à  <3=1.000,  on 
pourrait  le  faire  en  supposant  connu  un  nombre  de  termes  de  cette 
suite  = 5oo.ï.^  = 200.  Si  au  lieu  de  donner  aux  valeurs  succes- 
sives de  a , le  dénominateur  commun  1000,  on  leur  donnait  le  dé- 
nominateur io5o,qui  a pour  facteurs  premiers  2,  3,5,  7,1e 
nombre  des  termes  nécessaires  serait  j.-f  ,£.f  = 120.  Aiusi  il  ne 

faudrait  que  1 20  termes  pour  en  déterminer  algébriquement  io5o,  et 
la  table  ne  serait  guère  moins  facile  à interpoler  que  dans  l'autre  cas. 

(48) .  On  sait  de  cette  manière  combien  il  fout  de  transcendantes 
pour  détermiuer  toutes  les  autres;  mais  il  n’est  pas  aussi  facile  de 
prévoir  quelles  sont , pour  chaque  valeur  de  n , 'ces  transcendantes. 
Dans  le  cas  de  n=6o,  on  aurait  pu  penser  que  ces  quantités  , 
dont  le  nombre  est  fixé  à boit,  pouvaient  être  les  huit  premiers 
termes  de  la  suite  T , T , T , etc.  ; mais  le  calcul  a fait  voir 
que  la  fonction  T £ doit  être  exclue  comme  étant  déterminée  par 
les  précédentes,  au  moyen  de  l'équation (8)  = (6) (4) — (a)  + </. 
Cette  circonstance  a forcé  de  prendre  pour  huitième  terme  la 
fonction  T j£.  Au  reste , le  problème  qu’on  a résolu  par  les  huit 
fonctions  mentionnées,  pourrait  l’être  de  beaucoup  d’autres  manières; 
c'est-à-dire  qu’une  ou  plusieurs  de  ces  fonctions  pourraient  être 
remplacées  par  d’autres  en  nombre  égal;  ce  qui  ferait  toujours 
huit  transcendantes  par  lesquelles  on  déterminerait  toutes  les  autres. 

(49) .  Nous  remarquerons  encore  que  les  équations  que  nous 
avons  trouvées  pour  les  cas  de  n = 12, « = 24,  n =6  o , et  toutes 
celles  qu’on  trouverait  de  même  pour  d'autres  valeurs  de  n , sont 
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autant  de  théorèmes  qui  établissent  des  réductions  plus  ou  moins  . 

remarquables  entre  les  fonctions  T. 

. Par  exemple  , l’équation  (ta)  = (2)  — ; (10)  -f-  d , obtenue  dans 
le  cas  de  n = Co , est  l’expression  abrégée  de  ce  théorème 

fi  = r*.(ri)'*p, 

P étant  une  fonction  donnée  de  •n'  et  de  quantités  algébriques.  Il 
est  même  facile  de  voir,  a priori  , de  quelle  manière  7T  doit  entrer 
dans  cette  fonction. 

En  effet,  si  dans  les  équations  (C),  (D),  (E),  etc.,  on  fait 
I\r=  tt'-*®  (x)  , ® étant  une  nouvelle  fonction  , on  trouvera  que 
7r  disparaît  entièrement  de  ces  équations  , de  sorte  que  la  quan- 
tité 'ir'~ 1 r.r  devra  être  indépendante  de  tt  dans  tous  les  résultats 
qu’on  tirera  de  ces  équations. 

Dans  l’exemple  précédent  on  a f — ÿ*  -f-  j.f  = J j donc 

rf  = r*(n)'VQ, 

Q étant  une  fonction  purement  algébrique  qui  ne  doit  plus  con- 
tenir ‘TC.  Pour  trouver  cette  fonction  algébrique,  il  faudrait  déve- 
lopper tout  au  long  les  équations  qui  ont  conduit  à l'expression 
abrégée  (1  a)  = (a)  — j (10)  -+-  d,  comme  nous  l’avons  fait  dans  le 
cas  de  n = 13. 


JJ  V.  Propriétés  générales  des  coefflciens  différentiels  de 
la  Jonction  log  I x. 


(5o).  D’après  le  théorème  de  l’art, 
fait 

fxr~'  dx  (i  — x)»—  = V , f 


37  , deuxième  partie  , si  l’on 
x'-'dxjl  — _ T 


on  aura 


ou 


£lr> s_V  _ 

dp  ~~ 


/ 
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Mais  par  l'équation  (5)  on  a V = > oulog  V = iTp  + lTq 

— I r(  P + q)  ; Jonc 

dlr(,p  + q ) dlrp ,j,  rxr-'dx  ( i — j« ) 

J(.p+q)  dP  J 1 ~x 

Mettant  r au  lieu  de  p-+-q  ,on  aura  l'équation 

(Uoarr  rfloprp  rdx  & — x'  /.«\ 

Sr Tp J7'~'  ' ^ 

à laquelle  on  peut  donner  aussi  la  forme 

rfloKr(i  + r)  dlogr(i+p) Ç(x * — x’)dj: 

dr  dp  J i — x 


l’intégrale  du  second  membre  est  prise  à l’ordinaire  entre  les  limites 

X — O , X = I. 


(5x).  Soit  p—  o et  r=o,  le  coefficient  différentiel  dlr(Jp+— 
se  réduira  à — C d’après  la  formule  (û>)  du  n°  7 7>  deuxième  partie  5 
ainsi  on  aura 

= 07) 


c’est  l’expression  du  premier  coefficient  différentiel  de  la  fonction 
log  p ( 1 + a).  Ce  coefficient  pourra  se  déterminer  exactement 
lorsque  a sera  un  nombre  rationnel  9 puisque  sa  valeur  est  com- 
posée de  la  constante  connue  — C et  d une  intégrale  definie  qui 
ne  dépend  que  des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes. 

Soit  alors  a — ^,  et  soit  x=jM,  on  aura 


P ( ■ — x“)ch:  _ rny-'dy(i-y')  _ » ym_n 

•J  1 — x J 1 — y*  m J y 


£=£. 

*-y 


Cette  dernière  intégrale  est  la  même  qui  a été  désignée  par  B„ 
daus  l’art.  35 , deuxième  partie  ; ainsi  on  aura 


f — — — nB»  j 

J i — x m 
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par  conséquent  pour  toute  valeur  rationnelle  a = le  coefficient 
différentiel  — ° aura  pour  expression 


da 

d l r (i  -f*  a ) 

c/a  L" 


C + i — nB„, 


qui 


donne  aussi 


“3J“  “ C «B». 


Ou  pourra  substituer  dans  ces  expressions  la  valeur  de  B.  donnée 
dans  l’article  cité;  mais  il  faut  observer  que  cette  valeur  suppose 
m < n.  Dans  le  cas  contraire  , il  faudrait  séparer  de  la  différen- 
tielle ^ —y*  » Part'e  entière  qu’elle  contient , et  l’intégrer 

dans  les  limites  ^ = 0,^=1.  Le  reste  de  cette  différentielle 
représenté  par  ‘y  . , aurait  pour  intégrale  la  quantité  B,,. 

La  meme  opération  peut  être  faite  d'une  autre  manière,  en  dimi- 
nuant successivement  la  valeur  de  a jusqu’à  ce  qu’elle  devienne 
plus  petite  que  l’unité.  On  a pour  cet  effet  les  formules  r(i-f-u)=ur«, 
T (a  -f-  <j)=  ( 1 -f-  a)  aTa , etc.;  d’où  l'on  tire 


<f /r  (1  + o) 


d l Va 


d l r (a  4-  a)  1 

da  1 -f-a 

etc. 


1 , d l Va 


(Sa).  On  a déjà  remarqué  (art.  ao)  qu’en  désignant  par  p (a)  la 
somme  de  la  suite  harmonique  1 -f-  j -f-  ^ -f-  j* . . .-f-  - , on  a 

« C_\  r-  1 dlogr  (1  +a) 

(p  (a)  = C H S-d- . 

La  fonction  tp(a ) sera  donc  aussi  exprimée  par  l'intégrale  définie 


♦ («)«=/  <1=^ 


(«8) 


Celte  expression  se  vérifie  immédiatement  lorsque  a est  un  nombre 
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entier.  En  effet,  dans  ce  cas  on  aura 

dx  = ( i -f-  x -+•  x*. . . .+  je*—  ) <£r  , 

et  l'integrale  de  ce  polynôme,  prise  depuis  x — o jusqua  x = i , 
donne  la  suite  i +7+5 désignée  par  <p  (o). 

Ce  résultat  étendu  à toutes  les  valeurs  de  a,  en  vertu  de  la  con- 
tinuité de  la  fonction  tp  (a),  aurait  suffi  pour  donner  l’expression 
de  p (a)  en  intégrale  définie  , et  de  là  celle  du  coefficient  diffé- 
rentiel --•-■j  - , qu'on  aurait  trouvé  ainsi  sans  le  secours  du 

théorème  de  l’article  37. 

(53).  Il  résulte  de  la  formule  précédente  que , toutes  les  fois 
que  le  nombre  a sera  rationnel , la  somme  <p  (a)  de  la  série  har- 
monique pourra  être  exprimée  par  le  moyen  des  arcs  de  cercle  et 
des  logarithmes , ce  qui  est  un  théorème  assez  remarquable. 

Pour  avoir  la  valeur  effective  de  p ( a ) dans  le  cas  dont  il  s'agit, 
on  observera  d'abord  que  par  la  nature  de  cette  fonction,  on  a 

<p  («)  = z + v ia  — « ) ; 

d'où  il  suit  que  la  détermination  de  la  fonction  <p  (a)  se  réduira 
toujours  à celle  d’une  pareille  fonction  dans  laquelle  a sera  plus 
petit  que  l’unité. 

Soit  alors  a = — , m étant  < n , et  on  aura , comme  ci-dessus  , 

?(«)  = £ — »B„. 

Les  cas  les  plus  simples  peuvent  être  calculés  directement  par 
le  moyen  de  l'intégrale  définie.  Ainsi  on  trouve 


*(i)  = 3 - =,3  - 3 h, 


f (ï)  = 4 — 4 ;=  4 — 31a  — i w. 
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Lorsque  a est  infiniment  petit , on  aura 

= _ a/lx_!i  = a £ 

x ' J 1 — x i— x b 

Cette  valeur  se  déduirait  aussi  de  la  formule 


dç  dd  log  r ( ! -4“  a ) 

da  " t/a*  * 

dont  le  second  membre  se  réduit  à S,  ou  ~ lorsque  a = o. 

La  fonction  <p  (o)  décroît  donc  continuellement  depuis  a = i 
jusqu'à  a = o;  elle  est  égale  à î dans  la  première  limite,  et  à 
zéro  dans  la  seconde. 

Nous  remarquerons  qu’Euler  a donné  la  valeur  de  dans 

son  Calcul  différentiel  , pag.  814,  mais  d’après  une  suite  infiniequ'il 
11c  somme  que  dans  ce  cas  particulier. 


(54).  Si  l’on  différentie  logarithmiquement  les  équations  ( C ) , 
(D),  (E),  etc.,  on  aura  diverses  relations  entre  les  coefliciens 
différentiels  de  même  ordre  de  la  fonction  T(x).  Et  d'abord 
l'équation  ( C ) donne  v 


dira 

lia 


d l r ( i — o ) 
<*(i—  a) 


— — rt  cot  art. 


Cf£>) 


Ainsi  le  coefficient  différentiel 


d l r ( 1 — a) 
~J(i  — a) 


peut 


se  déduire  du 


coefficient 


différentiel 


dira  , 

—j—  , que  nous  regardons  comme  son 


complément. 

Cette  équation  fait  connaître  la  différence  de  deux  coefliciens 
qui  sont  complémcns  l'un  de  l’autre , et  elle  a l’avantage  de 
donner  cette  différence  pour  toute  valeur  de  a rationnelle  ou  ir- 
rationnelle. • 

L’équation  ( 16  ) donnerait  pour  la  même  différence  , cette 
valeur 

d l Ta  d I r ( 1 — a)  rdv  x'~“ — 

lia  d ( i — o)  J x ‘ i— x * 

donc 
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(ao) 


formule  qui  a lieu  pour  toute  valeur  de  a , et  qq’il  est  aisé  de  vé- 
rifier lorsque  a est  rationnel.  Cette  formule  s’accorde  entièrement 
avec  celle  du  n"  44  > deuxième  partie. 

(55).  Différenciant  de  même  l’équation  (D),  et  changeant  x en  a, 
on  aura 

<!  I ra  , dlr(j  4-  q) ad  1 r (a  a)  ^ 

da  "■  à ( j -f-  d)  T (aa) 

Le  premier  membre  se  compose  de  deux  différences  qui  se  déter- 
minent par  l'équation  (16),  et  dont  les  valeurs  sont 

dira  dll^(aa) rdr  x’1 — x* 

da  d (au)  J x i —x  * 

dlr(j  +<Q  _ dlrÇag)  rdx  x"—xi*“ 

7Ti  + o)  d(aa)  J x * i — x 

Donc  enlisant  les  substitutions,  on  aura  la  formule 


/f 


x «•+»i ,T 

l X 


De  l’équation  (E)  on  déduirait  semblablement  la  formnle 

ç éf  **  xl~*~a  •d~x‘~ha  — 3/3 

J X ’ l-x  ’ « 

et  ainsi  des  autres. 

Ces  fonpules  peuvent  aussi  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

„ , i -4-  x — ax*  , 

fx-'dx. -7^—  = l 3 > 


f x"~'dx.- 


-4-  x +■  x*4-  x*—  4-r’*  


— x1 


- = 1 4 > 


Digitized  by  Googl 


5e  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL, 

et  l’on  peut  remarquer  qu’elles  sont  toutes  contenues  dans  la  for- 
mule générale 


/fi 


7rF)=/B 


(31) 


(5G).  Ce  résultat  est  facile  à vérifier  lorsque  a est  un  nombre 
entier.  En  effet,  appelons  /(a)  le  premier  membre  de  l’équation 
précédente  ; si  à la  place  de  a on  met  a 4-  1 , on  aura 


,,  , . r / x’dx  nx**^'~'dx\ 

/(  U + , ) =J  (—  - -J— — ) 


Mais  on  a f = _£  + et 

J 1 — x a J 1 — x J 1 — x* 


x"* 

a 


+ • Faisant  x=i  dans  les  parties  hors  du  signe,  et 

retranchant  une  intégrale  de  l’autre,  on  aura  F(a-f-  1)  = F (a), 
et  par  conséquent  F(a)  = F (1).  Mais  lorsque  a=  1,  on  a 


faisant  ensuite  x = 1 , on  aura  F(i)=  In;  donc  F (a)=zln.  La 
formule  générale  est  donc  démontrée  lorsque  a est  un  nombre 
entier. 


(57).  Supposons  maintenant  a—^,  P et  7 étant  des  nombres 
entiers,  si  l’on  fait  x=y,  on  aura 

* F«=/fi£^ 

intégrale  qui  devra  toujours  être  prise  depuis  j'=o  jusqu’à  1. 

Si  Ion  faisait  _y“  = 3,  la  valeur  de  F (a)  pourrait  se  mettre 
sous  la  forme 

F»  =/(^-sS‘). 

c est-a-dire  que  F serait  la  différence  de  deux  intégrales  de  même 
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forme  et  prises  entre  les  mêmes  limites  ; d’où  il  semble  qu'on 
devrait  conclure  que  F est  nulle.  Mais  il  faut  observer  que  les 
intégrales  dont  il  s’agit  sont  toutes  deux  inGnies,  et  que  leur 
différence,  qui  peut  être  Gnie,  dépend  de  la  relation  qui  existe 
entre  3 et  j,  et  ne  peut  être  trouvée  que  lorsqu'on  aura  écarté 
les  inGnis  de  part  et  d’autre. 

Pour  cela,  je  remarque  que  p et  q étant  toujours  supposés  des 
nombres  entiers,  on  a,  par  les  règles  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles, 

qyt-'dy dy  MJy 

1 — y1  1 — y ‘ N ’ 

N étant  un  dénominateur  qui  ne  s’évanouit  pas  lorsque  y~  1.  On 
aura  donc  l'intégrale  indéGnie 

f(y)  étant  une  fonction  de  y exprimée  en  arcs  de  cercle  et  lo- 
garithmes, laquelle  est  nulle  lorsque  y — o,  et  ne  devient  pas  iu- 
Gnie  lorsque  y — 1 . On  aura  semblablement 

/*£r  = - *0- 0 +/«* 

f (z)  étant  la  même  fonction  de  2 qu ef(jr)  est  dey.  De  là  ré- 
sulte l’intégrale  indéGnie 

F = +/(/)-/(«)* 

ou,  en  mettant  y"  à la  place  de  z, 

F = *(  7=$  ) -*-/(/)  — /CD* 

Maintenant  si  l’on  fait  y=i,  comme  on  peut  préalablement  mettre 
sous  forme  1 -\-y  -\-y'  - ■ . -+-/*“ '»  on  aura  la  valeur 
cherchée 


F(«)  = ln. 
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de  sorte  que  la  formule  générale  est  démontrée  a priori  pour  toute 

valeur  rationnelle  de  a. 

d l Ta 

(58) .  Pour  revenir  à la  fonction  — ^ ■ , que  nous  pouvons  re- 
présenter par  Z'(tf),  on  voit  que  les  équations  (C),  (D)  , (E),  etc., 
ne  font  connaître  aucune  propriété  particulière  de  cette  fonction, 
et  qu’elles  conduisent  seulement  à des  formules  relatives  aux  in- 
tégrales définies.  11  ne  reste  par  conséquent  à considérer  d’autre 
propriété  de  cette  fonction,  que  celle  qui  est  contenue  dans 
l’équation  (îG) , et  qui  consiste  en  ce  que,  toutes  les  fois  que  a 
sera  rationucl , la  fonction  Z’(a)  pourra  toujours  s’exprimer  par 
la  Tonslanle  — C jointe  à une  quantité  qu’on  peut  toujours  évaluer 
par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes. 

Nous  avons  traité  fort  au  long  des  réductions  qui  peuvent  avoir 
lieu  entre  les  fonctions  logTa  ou  Z(«),  lorsqu’on  donne  à la 

racine  a les  valeurs  successives  - , -,  -.  Un  semblable 

n'n'n  n 

problème  n’a  point  lien  relativement  aux  fonctions  Z /(a),  puis- 
qu’elles sont  toutes  déterminables,  ainsi  qu’on  vient  de  le  dire. 

Passons  done  aux  coefiiciens  différentiels  du  second  ordre 
que  nous  désignerons  semblablement  par  Z"(a). 

(59) .  L’équation  (16)  étant  différenciée  par  rapport  à p,  donne, 
en  mettant  a au  lieu  de  p, 

dd  Ira 
dak 

Développant  la  différentielle  du  second  membre  en  série,  et  in- 
tégrant les  différens  termes  d’après  la  formule  de  l'art.  40,  deuxième 
partie,  on  aura 

dd  Ira  1 , 1 , 1 , 

da'  ? ■'“  («+0*  (a  + a)*  etC- 

Cette  formule  et  celles  qu’on  pourrait  en  déduire  par  la  différen- 


= /- 


dx  l - 
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tiaiion,  sont  les  mêmes  qui  ont  été  données  dans  l'art.  23;  et  comme 

rx^-'dxl- 

on  ne  connaît  aucun  autre  moyen  d’obtenir  l’intégrale  J — ^ , 

il  ne  résultera  de  l’équation  (16)  aucune  propriété  des  fonc- 
tions Z"(rt). ' 

(60).  L’équation  (19)  étant  différenciée , donne 


Z "(a)  + Z”(i—  a)  = 


«■» 

siu'air  ’ 


(33) 


d’où  l’on  voit  que  la  fonction  Z’'(i — a)  se  détermine  par  la  fonc- 
tion Z "(a),  qui  en  est  le  complément. 

Lorsque  n = j,  la  formule  précédente  donne  Z"(  j)  = j tt*. 
Lorsque  rt=i,  on  a Z’^i)  — ^7 r’;  en  efTet , la  valeur  générale 
de  Z"(a)  étant 


(*  + aY  (a  + a)' 


-f-  etc. 


cette  quantité,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  se  réduit  à S,  ou  r'. 
C’est  aussi  ce  qu’on  déduirait  des  formule» 

7/(i + 0)  = — C + S,a  — Sja*  -f-  S4a3  — . etc., 

Z"(i  + a)  = S,  — aS, a +3S4a*  — etc.  , 

en  faisant  <1  = 0. 

Pour  avoir  d’autres  propriétés  de  la  fonction  Z"(<i) , 0n  pren- 
dra la  différentielle  seconde  logarithmique  de  l’équation  (D),  ce 
qui  donnera 

W(a)  + Z,"6ï  + «)  — 4 = o ; 3^ 

de  même  la  différentielle  seconde  des  équations  (E)  et  (F) 
donnerait  ' 


Z'\a)  + Z"(  i + a)  + Z”( !+«)- 9Z"(  3a)  = O , 

Z"00+Z"(i  +fl)+ Zr'(i  +fl)+ Z"Q  4-o)+Z"(|  -f-u) — a5Z’'(5a)  L 0 : 
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ce  son»  les  mêmes  équations  qui  ont  servi  à démontrer  les  équa- 
tions (D),  (E),  (F),  etc. 

Il  résulte  de  ces  équations,  qu’on  peut  faire  sur  les  fonctions 
Z1'  les  mêmes  réductions  qui  ont  lieu  pour  les  fonctions  T,  c’esl- 

à - dire  que  si  l’on  considère  les  fonctions  successives  Z”  ^ ^ ) , 

Z"^  ^ . . Z"f  ) t ccs  fonctions  se  détermineront  par  le 

moyen  d’un  certain  nombre  d’entr’clles,  et  ce  nombre  sera  en 
général  le  même  que  celui  des  nombres  premiers  à n et  plus  pe- 
tits que  ~n.  Ainsi  dans  le  cas  de  n=  1a,  deux  des  transcendantes 
Z "(tj),  Z"(  “) . . .Z"(  77 )>  suffiront  pour  déterminer  toutes  les 
autres  : ces  deux  transcendantes  se  trouveront  d’ailleurs  par  la 
même  méthode  qui  a été  employée  à l’égard  des  fonctions  T. 

(6i).  En  effet,  si  l’on  désigne,  pour  abréger , la  fonction 
"(b)  par  (k),  l’équation  (aa)  donnera,  en  faisant  ^ = w, 

(0  + 00  = = 4^(3 +1/3), 

(a)  + (io)  = 

(3)  + (*>)  = a»*, 

(4)  + (8)  = H*, 

'(5)  + (7)  = ^ = **-(2 -v/5), 

(6)  = ***; 

on  aura  ensuite,  par  l’équation  (a5),  les  deux  conditions 

(0  + 0)  — 4W  = o, 

(3)  + (8)  - 4(4)  = o, 

et  par  l’éqnation  (a4),  cette  autre  condition, 

(0  + (5)  + (9)  - 9(3)  = o. 

Ces  neuf  équations  permettront  de  déterminer  toutes  les  trans- 
cendantes dont  il  s’agit,  par  le  moyen  de  deux  d’entr’elles.  Par 
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exemple,  si  l’on  prend  pour  données  Z"( ) et  Z"(-£),  que 
nous  désignons  par  (i)  et  (a),  les  autres  transcendantes  se  dé- 
termineront ainsi  : 

(5)  = i(«)-!00  + ^(«-!/3), 

(4)  = i(a)  + ts*-*, 

(5)  = (t)  — + 4*-,(a— l/3)» 

(6)  = 

(7)  = 4(2)  — (0  » 

(8)  = — |(a)  + 

(9)  = f(a)  — KO  + ’f'C'+l/î), 

(10)  = — (a)  -+-  4’r* , 

(11)  = — (1)  + 49r‘(a4- |/3). 

Il  ne  reste,  pour  la  détermination  absolue  de  ces  quantités,  qu’à 
connaître  "Z"  (-h)  et  Pour  cela , il  faudrait  pouvoir  sommer 

les  suites  que  ces  quantités  représentent , savoir  : 

Z"(-)  = *44  (»  + TJ-  + 5?  + 3^  + etc.)  , 

Z"(iV).=  36  (.  + l+^  + -L+etc.)- 

On  pourrait  aussi  déterminer  ces  quantités  par  les  intégrales  définies 

rdxl'- 

V'te)=i44J—±, 

rdxi- 

Z-U)  = 36  J-^. 

Mais  la  difficulté  d'exprimer  ces  intégrales  autrement  que  par  les 
séries  précédentes,  rend  ces  expressions  peu  utiles. 

Lorsqu'on  voudra  obtenir  ces  valeurs  par  approximation,  on  y 
parviendra  aisément  par  la  formule  de  l’art.  46,  deuxième  partie. 


(62).  Considérons  maintenant  le  troisième  coefficient 
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Z"'  (a)  = — jfjj-  ; on  aura  d’abord , par  l’équation  (C)  ; 

Z"'(a)  _ Z"'(.  - a)  = - ^2 , (a5) 


ce  qui  détermine  la  fonction  Z'"(  i — a)  par  son  complément  Z '"(a). 
On  a ensuite,  par  les  équations  (D),  (E),  etc., 

Z»  + Z*(*4-«)  - 8Z"'Caa)  = o, 

Z"'(a)  + Z"'(i  + a)  + Z'"(f  + «)  - a7Z"'(3a)  = o. 


et  ainsi  de  suite;  ce  qui  établit  les  mêmes  réductions  entre  les 
fonctions  Z "'(a)  qu’on  a obtenues  entre  les  fonctions  Z"(a). 

Le  cas  de  a=t  donne,  par  les  formules  de  l’article  6o, 
Z"'(i)  = — aS3  ; si  dans  la  première  des  deux  équations  précé- 
dentes on  fait  u=7,  on  aura  Z"'(;)  = 7Z"'(i)  = — i4S3;  enfin 
dans  le  cas  de  a — -j , on  aura  les  deux  équations 


Z"'(i)  - Z"'(  !) 


Sw' 

3i/3» 


Z"'(i)  4-  2.*(5)  - a6Z"'C0  = 


ce  qui  détermine  les  deux  transcendantes  Z'"(j)  et  Z"'(J),  par 
le  moyen  de  Z"'(i)  ou  de  S,.  . 

Toutes  ces  solutions  reviennent  à celles  que  nous  avons  déjà 
données  ou  indiquées  dans  les  art.  45  à 49  de  la  deuxième  partie; 
mais  on  voit  plus  clairement  dans  cette  nouvelle  méthode  la  sé- 
rie des  opérations,  et  on  connaît  le  nombre  de  transcendantes 
nécessaires  à chaque  solution , nombre  qui  a été  fixé  par  la  règle 
de  l’art.  47* 


$ VT.  Divers  exemples  cT interpolation. 

(63).  Euler,  dans  le  chapitre  XVII  de  son  Calcul  différentiel , 
a résolu  divers  problèmes  d’interpolation  par  des  suites  infinies 
dont  il  ne  donne  la  somme  que  pour  le  cas  de  /i  = j.  Nous  allons 
faire  voir  que  ces  interpolations  peuvent  être  effectuées  d’une  ma- 
nière plus  simple  et  plus  générale  au  moyen  des  fonctions  V. 

Exemple 
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Exemple  I.  Supposons  qu’il  s’agisse  d’interpoler  la  suite  dont  le 
nir"  terme  est  N = i + r + {•  • • •+  - ; la  question  est  de  savoir 

ce  que  deviendra  N lorsqu’on  donnera  à n une  valeur  fractionnaire 
quelconque. 

Nous  avons  désigné  (art.  5a)  ce  terme  général  par  ?>(«),  et 
nous  avons  fait  voir  que  i p (n)  est  donné  par  la  formule 

* (")  =‘/iLrSl—' 

cette  intégrale  étant  prise  depuis  ar=o  jusqu’à  x=  i.  On  pourra 
donc  déterminer  <p  (n)  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes, 
toutes  les  fois  que  n sera  un  nombre  rationnel.  Dans  les  autres  cas, 
on  déterminera  i p (n)  par  la  suite 

<p  (n)=C  + 1»  + ^ — + etc-» 

où  A',  B',  C',  etc.  désignent  les  nombres  Bemoulliens.  On  pourra 
toujours  faire  ensorte  que  cette  suite  converge  rapidement  dans 

les  premiers  termes  ; car  on  a p (n)  = p (n-j-  i)  — ^77*  Ainsi 

(n)  peut  être  déterminé  par  ^ ( n -f-  k ) , k étant  un  entier  qui 
pourra  être  pris  assez  grand  pour  que  la  série  qui  détermine  <p  {n- f-Æ) , 
ait  les  conditions  requises. 

(64).  Exemple  II.  Soit  proposé  d’interpoler  la  suite  dont  le  terme 
général  ou  le  terme  est 

^ m A-  Ç , «-t-aC  , « - j-  3»  1 • + nC 

~~~  a + à ' a -j-  ai  a -f-  34*  ' * *"■“  a-f-  ni’ 


n • i « + nî 
Puisqu  on  a q ^ : 


Kï+") 


, on  voit  que  ce  cas  se  ra- 


mène au  précédent , et  que  l’expression  de  N pour  toute  valeur 
de  n , sera  v 


n -f- 


mb — Ca 
~~bb~ 


8 
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Ainsi  on  pourra  déterminer  N par  les  arcs  de  cercle  et  les  loga- 
ritbmes , toutes  les  fois  que  g + n aura  une  valeur  rationnelle. 


(65).  Exemple  III.  Pour  interpoler  la  suite  dont  le  terme  ge'néral 
N = i -+■  ^ g;  ■+•  • • •+  on  pourra  se  servir  de  la  formule 


N = S, + 


(-  < r 


.3.3.. . ,r- 


d'1  rfi  +r) 

■ I " dj?  * 


et  appliquer  les  réductions  propres  à la  fonction  <!  1 P X ^ , dans 
laquelle  on  fera  x=  n. 

Dans  les  cas  où  cette  fonction  ne  pourrait  s'exprimer  exactement 
eu  vertu  de  ces  propriétés,  il  faudra,  pour  trouver  la  valeur  de  N, 
avoir  recours  à la  série  qui  vient  des  différentiations  répétées  de 
la  formule 


rf/r(<L+ J)  = — C + S.x  — S,r*  -f-  S.-r5 


etc. 


Mais  comme  celte  formule  suppose  x < i , il  faudra  préalablement 
ramener  le  cas  proposé  à celui  où  n est  < i ; ce  qui  n’a  aucune 
difficulté,  puisque  N étant  une  fonction  de  n qu’on  peut  désigner 
par  _/"(«)  , on  aura 

/(«)  = /(„-,)  + !. 

(GG).  Exemple  IV.  Soit  proposé  d'interpoler  la  suite  dont  le 

terme  general  N = ^ ^ ï+S* 

Lorsque  n est  un  nombre  entier  , on  a 

(m+i)  (m  + a)  (m+ 3). . . .(m +n)  = — 

Donc  le  terme  général  N a pour  expression 

« /çy  rG  + n + l)  rG+l) 

r(j+B+i)  rG+i) 
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valeur  qui  pourra  être  employée  quel  que  soit  n. 

Si  l'on  propose,  par  exemple,  la  suite  f,  ^ , 1 


$9 


ternie  général  sera 


. , /et  , SOU 

a. 4 2.4.6  ’ 


N = 


_ r(n-t-i) 


r<  r(i.+  i)‘ 

Ainsi  pour  l'indice  n = j,  on  aura  N 
n = j , on  aurà  N 


r i r 


■7  = - ; pour  l’indice 


ri  3 rj  , 

■7—7-;  — —, - . 777  , valeur  qui  pourra  se  re- 
s r 5 y*  -1  r 


duire  ultérieurement  par  la  relation  connue  entre  V et  T |. 

Soit  encore  la  suite  ^ , i | , l-g-Z , etc. , l’expression  de  son 
terme  général  sera 

N 


3.6V 

r("+i) 


r3r(n+i)‘ 

Ainsi  pour  l’indice  n = j , on  aura  N = r f ^ ^ . p?  > pour 

,.  , -,  ri  > 3 sin  i » 3i/3 

1 indice  n = | , on  aura  N = pypj  = rpr^  = = -£-■ 


(67).  Il  est  bon  d'observer  que  la  question  d'interpoler  une  suite 
donnée , est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions , quand  on 
l'envisage  analytiquement  et  sans  application  à un  objet  déterminé. 
En  effet,  soit  N le  ternie  général  de  la  suite  donnée,  terme  dont 
la  valeur  est  connue  lorsque  n est  un  entier , et  soit  ® (n)  la  fonc- 
tion continue  égale  à N , dans  laquelle  on  peut  mettre  pour  n un 
nombre  quelconque  entier  on  fractionnaire  ; si  au  lieu  de  N on  prend 

^ f a,  étant  un  angle  quelconque  , pourvu  qu'il  ne  soit 

pas  zéro  , il  est  visible  que  la  suite  résultant  de  ce  terme  général, 
ne  différera  pas  de  la  suite  donnée.  On  pourrait  donc  , au  lieu  de 

$ (n)  , prendre  i>  (n) . ■ 'n  t ^ valeur  qui  différerait  de  >t>  ( u) 

lorsque  n n’est  pas  entier.  On  pourrait  meme  prendre  plus  générale- 
ment, au  lieu  de  <I>  (n) , l’expression 


. , . A 4*P  »in  (si»  -{-•)  + C sinf.amr-4-C)  4-  etc. 
A -j-  B jin  * -J-  C 9În  C -f  etc. 


# 
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cl  une  infinité  d'autres  qui  se  réduisent  à (n)  lorsque  n êst  entier  j 
ce  qui  donnerait  une  infinité  de  solutions  différentes  de  celle  qui 
est  donnée  par  la  fonction  continue  (n). 

On  pourrait  appeler  fonctions  ondulées , les  fonctions  ainsi  affec- 
tées d’un  facteur  qui  se  réduit  à l’unité  pour  toute  valeur  entière 
de  n.  Ces  fonctions  serviraient  à expliquer  quelques  paradoxes  qui 
peuvent  se  rencontrer  dans  les  applications  de  l'analyse. 

• 

§ VII.  Des  valeurs  que  prend  la  fonction  Fa,  lorsque 
la  racine  a est  négative. 

(68).  Tant  que  a est  positif,  on  peut  regarder  la  fonction  Ta 
comme  représentant  l’aire,  prise  depuis  x — o jusqu'à  x = 1 , de 

la  courbe  dont  l’ordonnée^-  = f / - ) . Mais  cette  construction , en 

quelque  sorte  géométrique,  ne  peut  donner  aucune  idée  de  ce  que 
devient  la  fonction  Ta,  lorsqu'on  suppose  a négatif.  Il  faut  suppléer 
à cette  construction  par  les  formules  mêmes  qui  contiennent  les 
propriétés  générales  de  la-  fonction  T , et  auxquelles  on  donnera 
l’extension  nécessaire.  On  liera  ainsi,  suivant  une  même  loi,  les 
fonctions  r(x),  considérées  comme  les  ordonnées  d'une  même 
courbe  qui  répondent  à des  abscisses  quelconques  x positives  ou 
négatives; 

Si  l'on  prend  d’abord  l’équation  (B)  et  qu’on  y change  le  signe 
de  x,  on  aura 

r(—  x)  = — r (i  — x).  (26) 

Pour  voir  plus  clairement  l’usage  de  cette  équation , nous  distin- 
guerons différentes  périodes  dans  le  sens  négatif,  comme  nous  les 
avons  distinguées  dans  le  sens  positif.  La  première  sera  comprise 
depuis  x = o jusqu’à  x= — 1 , la  seconde  depuis  x= — 1 jusqu'à 
x = — 2 , ainsi  de  suite. 

D’après  l’équation  précédente  , l’ou  voit  que  la  fonction  T ( — x) 
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est  négative  dans  toute  l’étendue  de  la  première  période,  et  quelle 
est  infinie  aux  extrémités  de  celte  période. 

Si  dans  la  même  équation  l’on  met  i -f-x  à la  place  de  x, 
on  aura 


r(_ , — x)  = — _L_  r (_  *)  == 


x(l  +JT) 


r(i  — ■*)> 


d’où  il  suit  que  la  fonction  T ( — a)  est  positive  dans  la  seconde 
période  , depuis  a — i jusqu’à  a=  a , et  que  dans  ces  deux  limites , 
elle  est  infinie. 

Mettant  dans  cette  dernière  équation  i -f-  x au  lieu  de  x , on 
aura  encore 


r (-w)B(TR^r(-x) 


r(i-.r)  . 


d’où  il  suit  que  la  fonction  T( — a)  est  négative  dans  la  troisième 
période  , depuis  a = a jusqu’à  a = 3 , et  qu'elle  est  infinie  dans 
ces  deux  limites. 

En  continuant  ainsi , on  voit  que  la  fonction  T ( — a)  sera  infinie 
pour  toutes  les  valeurs  entières  de  a , et  qu’elle  sera  alternativement 
positive  et  négative  dans  les  périodes  successives. 


(fig).  La  courbe  dont  les  ordonnées  représentent  T (x)  , est  donc 
composée  , dans  le  sens  négatif,  d’une  infinité  de  branches  séparées 
par  des  asymptotes  perpendiculaires  à l’axe  des  x , et  menées 
successivement  aux  distances  x=o,  — ■ i , — a,  . — 3,  etc.  Ces 
branches  qui  touchent  chacune  des  asymptotes,  sont  situées  alter- 
nativement d’un  côté  et  de  l’autre  de  l’axe  ; de  sorte  qu’il  y a dans 
chacune  un  point  où  la  fonction  T est  un  minimum. 

La  fonction  Va  étant  supposée  connue  pour  toute  valeur  positive 
de  o , on  en  déduit  aisément  par  les  formules  précédentes , l’ex- 
pression de  toute  fonction  de  cette  sorte  où  a est  négatif  ; car  on 
a en  général,  k étant  un  entier  quelconque,  et  x un  nombre 
moindre  que  l'unité , 


r (-*-*) 


(— - 1 )‘+,r  (i  — x) 

*0  + x)(a  + x) (*  + •*)* 


(37) 
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ou  encore 


r(- 


.t-.x)5Bfciï 


Tj  r(i-i) 


r (*■+•  • + x) 


Cette;  dernière  formule  se  déduirait  directement  de  l’équation  (C), 


I\r  T ( i — x)  = 


9 


dans  laquelle  mettant  k -f-  i •+•  x au  lieu  de  x , on  trouve 


r(À-H+x)r(— à— x)  = -, r ...  =(_  ,)»*<nr(i- x). 

Ces  formules  s’accordent  parfaitement  avec  les  résultats  que  donne- 
raient les  autres  équations  (D),  (E),  (F),  etc.,  en  y changeant  le 
signe  de  x.  Elles  ofTrent  conséquemment  la  théorie  complète  des 
fonctions  Ta  pour  toute  valeur  négative  de  a. 


(70).  Pour  confirmer  cette  théorie  , nous  allons  démontrer , 

d’après  la  valeur  générale  du  coefficient  , que  la  fonction  T 

n’est  susceptible  que  d'un  minimum  dans  le  sens  positif,  mais  qu’elle 
en  admet  une  infinité  dans  le  sens  négatif. 

Eu  effet,  si  l’on  fait  KSg  Tx=  Z,  ou  aura  (art.  ai) 


HZ  _ 
dx  ~~ 


r 1 J— 1 1 J—  » . ■ . ■*—  1 , 

^ x ^a(i+x)^3Ca  + x)  ^413+T)"1" 


etc. 


Lorsqu’on  fait  x=  1 ou  x < 1 , la  valeur  de  ^ est  négative  ; 
lorsqu'on  fait  x=a,on  a 


rfZ  . 
dx  * 


— + 
i.a  1 a.3 


+ 3:4 + 475  + clc-  — c = I — C, 


valeur  positive.  Donc  entre  x = 1 et  x=a,il  y a une  valeur 
de  x qui  rend  nulle  ~ , et  alors  Z est  un  minimum. 

Si  l’on  fait  x > a , la  valeur  de  ^ sera  positive  et  augmentera 
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jusqu’à  l’infini.  Aiusi  il  n’y  a aucun  autre  minimum  dans  le  sens 
positif. 

Dans  le  sens  ne'galif , au  contraire,  il  y a un  minimum  dans  chaque 
période,  ou  en  général  entre  x — — k et  x = — À — i,  k étant 
un  entier  quelconque.  Prouvons,  par  exemple,  qu’il  existe  un 
minimum  entre  x = — 2 et  x—  — 3.  Lorsqu’on  fait  x = — 2 — a, 

« étant  infiniment  petit  , la  valeur  de  ^ contient  différons  termes 
dont  la  somme  est  finie , et  un  terme  - qui  est  un  infini  positif. 
Lorsqu’ensuile  l’on  fait  x=.  — 3-f-ai,  da  valeur  de  f contien- 
dra de  même  des  termes  dont  la  somme  est  finie , et  un  terme 
— ^ qui  est  un  infini  négatif.  Donc  entre  ces  deux  extrêmes,  il  y a 
une  valeur  de  ^ nulle;  donc  il  y a un  minimum  entre  x = — 2 
et  x=  — 3,  conformément  à la  théorie  précédente. 


§ VIII.  Formules  pour  calculer  par  approximation  les 
fonctions  F. 


(71).  Nous  avons  pour  cet  objet  deux  formules  générales  qui 
ont  été  présentées  dans  les  articles  73  et  77  de  la  deuxième  partie. 
La  première  est 

1 Og  Tx  = i / 27T  + (x  — i ) Ix  - X 4-  ^ i ^ . J.  _ c , c . 

Elle  donne  pour  IT  x une  valeur  d’autant  plus  approchée  que  x 
est  plus  grand  , et  nous  avons  fait  voir  dans  les  articles  70  et  71  , 
quels  sont  les  moyens  d’obtenir  par  cette  formule , tel  degré  d’ap- 
proximation qu’on  pourra  desirer.  Il  fout  qn’on  ait  x > 5 pour 
que  cette  formule  donne  l Tx  avec  douze  décimales  exactes , et 
alors  on  devra  calculer  les  sept  ou  huit  premiers  termes  de  la  suite 

7^’i“5q-?  + elc’ 
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Si  x n'est  pas  > 5 ; par  exemple  , si  x est  compris  entre  i et  a , 
on  augmentera  x de  quatre  unités,  on  calculera  log  T (4  + J^) 
par  la  formule  précédente , et  on  en  déduira 

logI\r=  logT  (4-f-.*)  — log[ x(i  +x)(a  -f*K3  + -r)]- 


(7a).  Quant  aux  coefficiens  différentiels  successifs  de  la  fonction 
Z = logTx,  leurs  valeurs  déduites  de  la  formule  précédente, 
sont 


dZ 

31  — 

dA7. 

2F  — 
3Z 

dix' 

etc. 


/y-  J 1 A-  _1  _1_  ÎL  1 J.  4_  C|C 

lX  ‘‘x  S'x‘^c,c‘> 

i +^+A'.l_B'.ii+C'.l_etc., 

=_L_  *_3A'A+5B'i-7C'.i|  + etc., 


Ces  suites  sont  de  moins  en  moins  convergentes,  à mesure  que 
les  différences  deviennent  plus  élevées  ; et  la  convergence  qui  a 
lieu  dans  les  premiers  termes  , se  change  bientôt  en  divergence. 
Mais  leur  usage  n'en  est  pas  moins  utile,  en  suivant  les  règles  que 
nous  avons  posées  dans  les  articles  70  et  71. 

Les  logarithmes  donnés  par  ces  formules,  sont  des  logarithmes 
hyperboliques  ; pour  les  convertir  en  logarithmes  vulgaires , il  faudra 
multiplier  tous  les  termes  des  séries  par  le  module  m= 0.43429  etc. , 
excepté  les  termes  exprimés  en  logarithmes,  dans  lesquels  ou  substi- 
tuera directement  les  valeurs  données  par  les  tables. 


(73).  L’autre  formule  pour  calculer  log  T ( 1 +x  ) , a été  donnée 
dans  les  articles  77  et  78  de  la  deuxième  partie.  Mais  pour  en  faire 
usage,  il  faut  connaître  les  valeurs  fort  approchées  des  transcen- 
dantes Sa,  S3,  S^,  etc.  qui  représentent  les  sommes  des  puissances 
réciproques,  de  même  degré,  des  nombres  naturels.  Ces  valeurs 
sont  données  jusqu'à  la  i6“e  puissance  et  avec  seize  décimales  , 
dans  le  Calcul  différentiel  d'Euler  , page  456.  Mais  l’examen  que 
nous  avons  fait  de  cette  table,  nous  y a fait  apercevoir  quelques 
erreurs  assez  graves , et  nous  avons  été  obligés  de  la  calculer  de  nou- 
veau ; 
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veau  ; nous  avons  cru  devoir  en  même  temps  la  prolonger  jusqu'à 
la  55ifmc  puissance , terme  passé  lequel  chaque  fraction  qui  suit 
l’unité  devient  la  moitié  de  la  précédente.  Voici  cette  nouvelle 
table  corrigée. 


n 

S. 

n 

s. 

2 

1 .64493  4°668  482264 

1 

*9 

^1. 00000  19082  127166 

3 

i.2oao5  69081  5g5943 

20 

1 .00000  09539  620339 

4 

1. 08332  5a337  1 1 1 38a 

21 

1. 00000  04769  329868 

5 

1.0369a  7755i  433700 

22 

1.00000  oa384  5o5o27 

6 

1.01734  3o6ig  844491 

23 

1. 00000  0119a  199260 

7 

1 .00834  92773  819227 

24 

1. 00000  00596  081891 

8 

1.00407  73561  979443 

25 

1. 00000  00298  o35o35 

9 

i.ooaoo  83928  260822 

26 

1. 00000  00149  oi5548 

lO 

1.00099  4375i  278180 

27 

1. 00000  00074  507118 

1 1 

1.00049  4*886  041194 

28 

1.00000  00037  255340 

12 

1.00024  6o865  553o8o 

29 

1.00000  00018  626597 

i5 

1.00012  27133  475785 

3o 

1.00000  00009  3i3a74 

i4 

1.00006  12481  35o587 

3i 

1 . 00000  00004  656629 

i5 

i.oooo3  o588a  563070 

52 

1. 00000  00002  3a83i2 

16 

1.00001  5282a  594086 

33 

1. 00000  00001  1641 55  i 

•7 

1 . 00000  7637 1 976379 

34 

1. 00000  00000  582077 

18 

1.00000  3817a  g3a65o 

35 

I. OOOOO  OOOOO  291058 

1 

(74).  Au  moyen  de  cette  table  on  aura,  pour  calculer  logr(i-j-x), 
l'une  ou  l’autre  des  formules  : 

l r(i-f-.r)  = — Cr-)--;  S.x* — — etc. 

/ r(i+x)  = S^-etc. 

9 
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Lorsqu’il  s’agit  de  calculer  logTV»  pour  une  valeur  donnée  de  a, 
on  peut  toujours  réduire  la  question  au  cas  où  l'on  a 
x étant  <î,  ou  même  Les  suites  précédentes  seront  donc 
convergentes  et  auront  l’avantage  de  l’être  dans  toute  leur  éten- 
due, de  sorte  que  le  degré  d’approximation  auquel  on  peut  par- 
venir par  ces  suites,  n'est  limité  que  par  celui  qui  a lieu  dans  les 
valeurs  des  transcendantes  S.,  S,,  S4,  etc. 

La  seconde  formule  est  préférable  à la  première  , comme  con- 
tenant une  suite  plus  con^lgente.  Cependant  lorsque  x sera  très- 
petit,  il  vaudra  mieux  faire  usage  de  la  première,  parce  que  la 
valeur  de  logsin7rx,  donnée  par  les  tables,  pourrait  n'ètre  pas 
suffisamment  exacte.  Or  le  moyen  de  suppléer  aux  tables  serait  de 
calculer  logsin-jrx  parla  formule 

/ siu  kx  — l (i rx)  — S.x*  — | S4x*  — j SjX*  — etc. , 

ce  qui  revient  à faire  usage  de  la  première  des  formules  ci-dessus; 
mais  lorsque  x est  assez  grand  pour  que  les  tables  donnent  sans 
•dilliculté  la  valeur  de  logsin-rtX,  il  y aura  un  avantage  marqué 
à se  servir  de  la  seconde  formule. 


(75).  On  pourra  simplifier  encore  assez  notablement  celte  for- 
mule, en  loi  donnant  la  forme  suivante  : 


logr(i-fx)  = i]og;nr;î-iiog7 


1 -f-x 


-+-(  i^C)x — (Sj — . ) ~ — (S5—  1 ) ^ — etc. 


(=»9) 


Enfin  pour  convertir  ces  logarithmes  en  logarithmes  vulgaires , il 
faudra  multiplier  les  termes  algébriques  par  le  module  m;  soit 
donc 

m (1  -C)  t=  B,  j (S,-  .)  s*  B,,  j (Ss — i)=Bs,  etc. , 
et  la  formule  adaptée  aux  logarithmes  vulgaires  deviendra 
/rfi+x)=  

* ' * -il n -r  1 1- 


àin  fi  1 — x 

-f-  Bx  — BîX5  — Bjx5  — B,x’  — etc. 


(5o) 
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Cetle  formule  pourra  servir  à calculer  logTa  jusqu'à  14  déci- 
males , si  l’on  a des  tables  telles  que  la  Trigonomelria  Britannica , 
qui  donnent  ce  nombre  de  décimales  pour  /sin'tfx;  quant  aux 

logarithmes  de  x et  de  -j  ^ * , il  sera  toujours  facile  de  les  avoir 

avec  ce  degré  d’exactitude,  ou  uu  plus  grand  encore , par  la  table 
connue  qui  donne  les  logarithmes  des  11  ou  1200  premiers  nombres 
avec  20  décimales. 

Pour  obtenir  le  nombre  de  décimales  dont  il  s’agit,  il  sera  bon 
de  calculer  le  terme  Bx  par  la  simple  multiplication,  afin  d’éviter 
l’emploi  des  logarithmes  à 14  décimales,  pour  lesquels  on  11'a 
point  de  tables  complètes , ou  auxquelles  on  ne  supplée  que  par 
des  calculs  plus  longs  que  la  multiplication.  D'ailleurs  si  l’on  ap- 
plique la  formule  à la  construction  d’une  table , la  multiplication 
dont  il  s’agit  peut  être  entièrement  évitée,  puisque  chaque  produit. 
B(x-f-ai)  se  forme  du  produit  précédent  Bx,  auquel  on  ajoute  la 
constante  B». 

Quant  aux  autres  termes  BjX5,  BjX*,  etc.,  ils  se  calculeront  par 
les  tables  ordinaires  à 10  décimales,  au  moyeu  des  logarithmes 
des  coefiiciens  qu’on  trouvera  ci -après,  art.  79. 

11  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu’on  peut  toujours  supposer 
x < ï ou  même  x < Dans  le  cas  de  x=  j , le  terme  BlSx'5  ne 
vaut  pas  trois  unités  décimales  du  onzième  ordre;  dans  le  cas  de 
x=-,  il  n'en  vaut  pas  une  du  quinzième.  Au  surplus,  quand 
on  est  parvenu  aux  derniers  termes  de  la  formule,  ces  termes 
forment  avec  les  suivans  une  progression  à très-peu  près  géomé- 
trique, de  sorte  qu'il  est  facile  de  tenir  compte  des  termes  qui 
restent  à calculer, 

(76).  La  valeur  de  la  constante  C a été  calculée  par  Euler 
(Calcul  différentiel , page  i44)>  au  moyen  de  la  suite  harmo- 
nique i -f-  g. . dont  la  somme  <p(x)  est  dounée  par 

la  formule 

f(r)  = C + /r+^-^-|-^-^  + etc. , 
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A',  B',  C',  etc.  étant  la  suite  des  nombres  Bernoulliens.  Appli- 
quant cette  formule  au  cas  de  x=:io,  on  a,  par  la  sommation 
effective , 

9 = 3.93896  8a53g  68a53  96836,  etc., 
et  par  la  sommation  approchée , 

<p  = C — f—  a. 35175  358go  66731  1076; 
de  là  on  tire 

C = 0.57721  56649  °>533  8606, 

valeur  qui  s’accorde,  dans  les  i5  premières  décimales,  avec  le 
résultat  donné  par  Euler. 

La  valeur  de  C peut  se  calculer  aussi  par  l’équation  (ag),  en 
faisant  soit  .r=i,  soit  x=4;  il  en  résulte  ces  deux  expressions; 

1—  C = i/3+KS,-i)  -H(Sr-0  + ?(s>— 0 +*lc. , 

1 — C = l\ -f-KS^i)i+i(Ss-.)h+KS,-i)*+etc.; 

substituant  les  valeurs  des  quantités  S,,  Ss,  Sr,  etc.,  données 
dans  l’article  73,  on  trouve 

par  la  première  expression  C = 0.57731  5664g  01 53 a 85, 
et  par  la  deuxième  C = 0.57731  5664g  oi53a  861,' 

ce  qui  s’accorde  aussi  bien  qu’il  est  possible  avec  la  valeur  déjà 
trouvée,  et  on  voit  que  celle-ci  est  exacte  jusque  dans  la  dix- 
huitième  décimale.  Il  suit  de  là  que  les  valeurs  des  transcendantes 
Ss,  Ss,  S,,  etc.,  coutenues  dans  la  table  citée,  sont  exactes,  et 
qu’on  peut  les  employer  avec  confiance  dans  le  calcul  des  quan- 
tités r. 

(77).  Pour  faire  voir,  par  un  exemple,  l’usage  de  la  formule  (3o), 
proposons-nous  de  déterminer  le  minimum  de  la  fonction  Ta.  Nous 
savons  que  ce  minimum  a lieu  à peu  près  lorsque  « = 1.4616; 
nous  allons  donc  chercher  la  valeur  de  logT(i  -f-a:) , en  fai- 
sant x = o-46i6.  Ce  cas  est  l'un  des  moins  favorables  pour  la 
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convergence  tics  suites,  mais  il  pourra  servir  de  type  pour  les 
calculs  semblables  où  l’approximation  s’obtiendra  avec  plus  do 
facilite. 


'K.  . . 

0.49714 

98736 

94' 5 

X.  . . 

9.66426 

58ooi 

4768 

tx,  . . 

0. 16141 

56738 

4181 

sin-^x. . . 

9.99G83 

30gO7 

a586 

Diff.... 

0 . 1 6458 

35831 

1595 

a. . . 

0.4337a 

3483 1 

s856 

Difr.... 

9.73086 

00989 

8739 

i 

• • • • 

9.86543 

oo4</( 

g36g 

Bx. . . 

0.08475 

57163 

7949 

A... 

9.95018 

57658 

7318 

(«)••• 

0.00387 

69631 

58i8 

(=*)••• 

6 

73196 

4509 

(5)... 

a5i3i 

0731 

(4)... 

• 9aa 

1098 

(5)..., 

..  39 

5556 

(6) • • • 

...  1 

77°9 

(7)-.. 



8i5 

Pour  les  termes  suivans 

. 39 

Somme. . . 

0.00394 

65gta 

6a65 

A... 

9.95018 

5765 8 

7318 

ir(i+x)=? 

9-947a3 

91746 

io53 

l+X... 

0. 1648a 

85343 

444» 

1 — x. . . 

9-75i 10 

5o5ia 

1592 

Diff. . . . 

0.4337a 

5483 1 

a856  a 

B,... 

8.46613 

67490 

38 

JC*... 

8-99a79 

74004 

45 

(>)••• 

7.45893 

4 >494 

81 

Bs... 

7.50616 

73144 

ar5. . . 

8. 3ai 3a 

9OOO7 

(3)... 

5.83749 

6ai5i 

' 

Br. . . 

6.71433 

5i6i 

x7.. . 

7.64986 

060 1 

(3)... 

4.36419 

5762 

B,... 

5.98659 

046 

X»... 

6.97839 

330 

(4)... 

a.  96478 

1Î66 

B„  • • • 

5.  agoa8 

44 

6. 30692 

38 

(5)... 

1 . 597  30 

82 

B,»... 

4.61373 

3 

x'3 ... 

5.63545 

5 

(6)... 

0.34818 

8 

B, 5. . . 

5.94734 

xs... 

4-  9^99 

N.  « 

(7)-.. 

8.gi ia5 

. 
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(78).  Pour  avoir  le  point  précis  du  minimum  il  faut,  pour  la 
valeur  donnée  x = 0.4616,  calculer  les  coefficiens  différentiels 

dZ  ddZ  d(Cl*  rj  *r  / | \ 

dï>  2F»  2F'  Z etant  mis  Pour  lT  ('+*)• 

11  conviendra,  pour  cet  objet,  de  revenir  à la  première  des  équa- 
tions (28).  Celte  équation  légèrement  modifiée  et  adaptée  aux  lo- 
garithmes vulgaires,  donnera,  en  faisant  toujours  B.=  ^(S. — 1), 
les  formules  suivantes  : 


h = — ■ Bx  + BjX*  — Bj-F-t-B^  — BsX5-^  etc.  , 

JL  m 


~ +B  + aB.x  — 5B*r*+4B4x3— 5B^  + etc. , 

aB, — 6B,x  -f-  1 aB|«*  — aoBsX5  -f-etc. , 


<M2 
2F  — 
æz 


(<+*)* 
m 


• 3F  = ~(i+i)’~3B3+ ,aBrr_ 5oB»x*  + ctc  » 
r3-2F=  + aoB^  + etc., 

etc. 

Au  moyen  de  ces  formules  on  trouve , pour  le  cas  dont  il  s'agit , 

' •£JpSHplP^'V!  Rr  * 

^ - o.oooot  S5og3  33, 

tX?2  dJZ 

’■  2F  ==  0.420267079, 


2»Z  -Q/C 

— 0.28460  I. 


Désignant  ces  trois  coefficiens  difl'érentiels  par  — J,  g , — h , 
respectivement,  on  aura 

1T(i  + a:+<w)  = Z— /<»  + j gc*%  — ^ A»». 

1 Au  point  du  minimum , la  différentielle  de  cette  quantité  prise 
par  rapport  à u doit  être  nulle,  ce  qui  donne  pour  détermi- 
ner u l’équation  f — gai  -f-  £ ht»'  = o.  Et  comme  f est  très- 
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petit  par  rapport  à g et  h , on  en  tire  a = 
nimum  cherché  = Z — - ÿ gai*  j ha’. 

Substituant  les  valeurs  trouvées  de  f,  g,  h,  on  aura 

<n  = o.oooo5  ai45i  io5,  et  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à Z, 
= — 0.00000  00002  1713.  On  peut  donc  fixer  comme  il  saille 
minimum  de  la  fonction  Ta, 

a — 1 .46r65  ai45i  io5 
logTo  = 9.94723  91743  9540. 

(79).  Pour  faciliter  l’usage  des  formules  précédentes,  on  joint 
ici  une  table  des  valeurs  des  coefiiciens  B.  et  de  leurs  logarithmes, 
calculés  jusqu'au  quinzième  terme,  ce  qui  est  plus  que  suffisant 
pour  les  applications  où  l’on  n’a  pas  besoin  de  plus  de  îa  déci- 
males exactes  dans  la  valeur  de  logr(i-J-x). 


n 

B. 

log  B» 

1 

0. i856i  29037  6840 

9.26390  31988  6i35 

2 

0.14004  5653,2  118 

9.14626  96355  7783 

3 

0.02925  07326  917 

8.46613  67490  379 

4 

0.00893  8i3i5  34 

7.95124  67415 

5 

o.oo3ao  75040  58 

7.50616  72144 

6 

0.00125  533a6  86 

7.09875  88372 

! 7 

o.oooSi  80064  42 

6.71433  5i6o8 

8 

0.0002a  13466  6a 

6.54507  39774 

9 

0.00009  69148  80 

5.98659  04633 

ÎO 

0.00004  31938  49 

5.6354a  19056 

1 I 

0 . 0000 1 g5 1 1 2 17 

5.29028  43534 

12 

0.00000  89061  69 

4*94989  «9488 

i3 

0.00000  4o9y5  17 

4.61273  27637 

*4 

0.00000  18999  ®° 

4.27874  91451 

i5 

0.00000  o8856  20 

3.94724  74888 

7a 


EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


(j  IX.  Construction  et  usage  de  la  table  des  logarithmes 
des  fonctions  T. 


(80).  La  table  que  nous  avons  donnée  à la  fin  de  la  seconde 
partie  , n'ayant  été  calculée  que  jusqu’à  sept  décimales,  nous  avons 
pensé  qu’à  raison  des  applications  multipliées  que  peut  avoir  la 
fonction  T dans  diverses  recherches  d’analyse , il  serait  utile  de 
calculer  de  nouveau  cette  table  en  poussant  l'approximation  jus- 
qu'à douze  décimales.  C’est  ce  que  nous  avons  exécuté  de  la  ma- 
nière suivante. 

Comme  les  séries  qui  servent  à calculer  les  différences  succes- 
sives de  la  fonction  log  Tu,  sont  moins  simples  cl  moins  conver- 
gentes que  celle  qui  donne  immédiatement  la  valeur  de  cette  fonc- 
tion , nous  n’avons  point  fait  usage  des  différences , et  nous  avons 
calculé  directement  chaque  terme  par  la  formula  (3o),  et  pour  les 
cas  où  x est  très-petit , par  la  formule 


log  r(i-f-a:)  = — l(i  +x)  -f-  Bx  -f-  B,x*  — BjX5  -f-  B^x4  — etc. 

On  a calculé  ainsi  les  valeurs  dclogr(i  -f-or)  , depuis  x=o.ooi 
jusqu’à  x = o.a5o  ; ces  valeurs  ont  servi  dans  chaque  cas  à déter- 
miner leurs  compléraens  au  moyen  de  la  formule 


r fa-,  x\  — x(l~r)  _JL_ 

* ' r ( l •+•  x ) " sin  irx* 


(30 


On  a donc  obtenu  à la  fois  les  valeurs  de  log  Ta  , depuis  a = i .000 
jusqu’à  a = 1 . a5o , et  depuis  a = 1 . y5o  jusqu'à  a — a. 000. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  qui  composent  déjà  la  moitié  de  la 
période,  on  a trouvé  les  valeurs  de  log  Fa  depuis  a=  1.375  jus- 
qu’à a = 1 .6a  5 , ce  qui  forme  un  troisième  quart  de  la  période  , 
par  les  formules 


r(i-x) 

r(i+x) 


4*r(i  4- j)  y*  G— x) 
r(i-t-ajc)  * cas  irx  * 

4* r(i  ’ * U 


(3a) 


dans 
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dans  lesquelles  on  a donné  à x les  valeurs  successives  <lepuisx=o.ooi 
jusqu'à  x — o . i a5. 

I,a  seconde  des  équations  (5a)  jointe  à l’équation  (3i)  , donne 
les  formules 


r (i-t-Jf) 
T (a  — x) 


r(l  -t-ax)  ir*  ( ; 4-  x) 

r(î+*)  ■ 4* 

*(>— *)  * 
r ( i -f-  x ) * sin  wx  * 


(35) 


au  moyen  desquelles  on  a déterminé  log  Ta  depuis  a=  i.a5o  jus- 
qu’à a=  i .3ia , et  depuis  a = i .688  jusqu’à  a = i ,y5o. 

Pour  achever  de  calculer  le  reste  de  la  période , on  a passé  des 
formules  (53)  aux  formules  (3a),  et  ainsi  alternativement,  jusqu'à 
ce  qu'on  eut  les  valeurs  de  log  Ta , qui  s'approchent  le  plus  des 
limites  des  deux  suites  qui  sont  t j d'un  côté , et  i J de  l’autre. 


(8i).  A chaque  logarithme  de  la  table  , on  a joint  ses  différences 
première,  seconde  et  troisième.  Ces  différences  marchent  avec  la 
régularité  nécessaire  pour  garantir  l'exactitude  des  calculs  ; elles 
serviront  à faire  reconnaître  et  à corriger  les  fautes , s’il  s’en  était 
glissé  dans  l’impression;  de  sorte  qu’avec  tous  ces  secours,  on 
peut  regarder  les  transcendantes  T comme  étant  connues  avec  un 
degré  de  précision  plus  que  suffisant  pour  toutes  les  applications 
qu’elles  peuvent  recevoir.  11  faut  maintenant  entrer  dans  quelques 
détails  sur  les  interpolations  auxquelles  donnera  lieu  l’usage  de 
cette  table. 

Soit  pour  abréger,  A = log  Ta,  et  soient  S'A,  <f* A,  «f3A  les 
différences  successives  de  A , telles  que  la  table  les  donne , en 
supposant  que  les  valeurs  de  a croissent  continuellement  d’une 
quantité  a»  = o.ooi.  Pour  avoir  le  terme  X qui  représente 
log  f («+•  aix)  , on  aura  la  formule 

X = A + or  (/A  + £pi(J*A  ri-  ^(«T’A,  (34) 

dont  le  calcul  se  fera  de  la  manière  suivante. 
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Étant  donnée  la  valeur  de  x qui  sera  toujours  plus  petite  que 
V l'unité  , on  calculera  le  terme  -r-  J5 A jusqua  la  douzième  déci- 
male seulement , et  on  formera  , en  observant  les  signes  , la  quan- 
tité J *A  — ^3A  , qu'on  pourra  appeler  la  différence  seconde 

corrigée , et  qu’on  désignera  par  J 1 A.r.  On  calculera  de  même 
jusqu’à  la  douzième  décimale  seulement , le  terme  ,r  S *Ax  , et 

on  formera  la  quantité  JA  — ’^J’Ax,  qu’on  appellera  la 

différence première  corrigée , et  qu’on  désignera  par  jAx.  Cela  posé, 
il  ne  restera  plus  qu'à  former  la  quantité  A -j-  xè  Ax  qui  sera  le 
logarithme  cherché  X. 

(8a).  Soit  proposé  , par  exemple , de  tronver  la  valeur  de 
log  r ( i -ji^)  ; on  fera  « = i ,o83  , jr  = 3 , et  ou  prendra  dans  la 
table,  les  nombres  qui  répondent  à la  racine  i.o85.  Cts  nombres 
sont,  en  donnant  aux  différences  les  signes  convenables. 


A 

I JA 

J*A 

J’A 

g.ybi  55g  875655 

— ig4  4 >6  8aa  | 

635  664 

— 838 

Ou  tire  de  là  successivement , 

J*Ax  = J*A  — | J3A  = 636  i5o, 

JAx  = JA  — 4 J* Ax  = — iq4  f>28  865  , 

X=  A -f-  $ JAx  = 9.981  494  999  367, 

valeur  qui  s'accorde  avec  celle  que  l’on  trouve  dans  le  tableau  de 

l’article  43. 

(83).  Réciproquement , s’il  s’agit  de  trouver  la  racine  qui  répond 
à un  logarithme  donné  X , on  prendra  dans  la  table  le  logarithme 
prochainement  moindre  A , et  la  raciue  correspondante  étant  a , la 
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différence  o.ooi  = » , on  supposera  que  a -f-  ta x est  la  raciue  qui 
répond  au  logarithme  donné  X = A+y;  et  pour  déterminer  x , 
il  faudra  résoudre  l’cquation 

y =x  ( dA  + (cf*A  + ^ ( J’A, 

ce  que  l’on  fera  aisément  par  les  deux  opérations  suivantes. 

i*.  On  négligera  dans  y,  J' A,  <f*A,  les  quatre  derniers  chiffres, 
comme  si  la  table  n’était  calculée  qu’à  huit  décimales , l’équation 

à résoudre  deviendra^  = x (V  A -f-  — — - J" A^  , et  on  en  tire 


x = 


^*A 


On  pourra  négliger  d’abord  le  terme  J <f*A , ce  qui  donnera 

une  première  valeur  approchée  de  x ; tenant  compte  ensuite  de 
ce  terme  , on  aura  une  seconde  valeur  de  x , calculée  jusqu’à  la 
septième  décimale. 

a*.  Soit  X1  celte  valeur , et  « la  correction  qu’il  faut  lui  appli- 
quer , ensorte  qu’on  ail  x — xf  + u , on  calculera  y par  la  valeur 

y = x‘  ( sk + (/■ ‘A + y A, 


et  il  restera  à déterminer  « d’après  l’équation 
“ = M + fx'-iK'A» 

valeur  dans  laquelle  on  devra  ne  pas  conserver  plus  de  chiffres 
significatifs  qu’il  n’y  en  a au  numérateur. 

Connaissant  et , on  aura  la  racine  cherchée  = a + ta  ( x'  -f-  a). 


(84).  Soit , par  exemple,  le  logarithme  proposé 

X = g.cpo  241  67a  373 j le  logarithme  prochainement  moindre 
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pris  dans  la  table  , a pour  racine  « = 1 .583  , et  les  nombres  cor- 

respondans  sont 


A 

«TA 

! «PA 

«PA 

9.950  aa5  53 1 586 

4 8 548  340 

1 377  764 

— 5 1 5 

de  là  on  lire  y = X — A = 16  140  787  ; et  la  première  valeur  de 
x,  désignée  par  x‘ , sera  donnée  par  l’équation 

af—  l6l4 ; 

4855  — ^8  * 


d’où  l’on  tire  a?  =o.533.  Au  moyen  de  cette  valeur,  on  aura 
successivement 

y'  — 16  124  6a5 , 
y — y = 16  16a, 

«TA  + (*'  — 4)/*A  = 48  485  264, 


1S  161  

* 48  485  ut>4 


0.000  333  34- 


La  racine  cherchée  est  donc  1.583  333  333  34.  ce  qui  s’accorde 
avec  la  valeur  de  log  r ( 1 ) portée  dans  le  tableau  de  l’article  43. 


(85).  Puisque  la  fonction  IV»  augmente  à l’infini  de  part  et  d’autre 
du  point  où  elle  est  un  minimum , il  s'ensuit  que  pour  toute  valeur 
donnée  de  r<i,  plus  grande  que  le  minimum,  il  y aura  toujours 
deux  valeurs  réelles  de  la  racine  a.  Dans  l’exemple  précédent , on 
voit  par  la  table  que  la  seconde  valeur  est  comprise  eutre  1 . 344 
et  i.345.  Les  nombres  qui  correspondent  à la  racine  a=  1.344, 
sont 


A 

«TA 

«PA 

PA_ 

9.950  a5ü  821  818 

— • 5a  o58  4y5 

470  189 

— 475' 

D’après  ces  données,  on  aura  j-  =X.  — A= — i5  149  445, 


x = 


1 5 ■ 5 


5ao6  4-  Q — ~~)-47 


= 0.290. 
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Au  moyen  de  cette  valeur  de  le  calcul  s’achève  ainsi  : 

y = — i5  145  597, 

y — y =—  4°48, 

/À  + (x'—  i)  /‘A  =—  5a  i57  a35, 

* = 677^35  = 0-0000776.: 
donc  la  racine  cherche'e  a-+-  = ..344  a9®  077  61. 

(86) .  Étant  donnée  une  valeur  de  a non  comprise  entre  1 et  a , 
il  ti’y  a aucune  difficultés  trouver  log  Ta  ; il  faut  pour  cria  réduire 
la  valeur  donnée  à celles  qui  sont  comprises  dans  la  laide  , ce  qui 
se  fera  au  moyen  de  l’équation  r ( 1 -f-  x)  — x T.r.  Ainsi  si  l’on 
demande  la  valeur  de  log  T (3.3i8),  on  la  déterminera  parl’équa- 
tion  log  r(5.5i48)  = log  (a. 5.48)  -f-  l T (a.3i48)  = /(a.3i48) 
+ l(i.  3.48)  -f-  lT(i.  3.48).  De  même  ou  aurait  fr(o.3i48) 
s=  /r(i.3i48)  — /(0.5148);  ainsi  tout  se  réduit  à trouver 
/T  ( 1 . 5 1 48)  ; ce  qui  se  fera  aisément  par  la  formule  de  l’art.  8«. 

(87) .  Mais  s’il  s’agit  de  trouver  la  racine  a qui  correspond  à une 
valeur  de  log  Ta  non  comprise  dans  les  limites  de  la  table,  voici  la 
méthode  qu’il  faudra  suivre. 

Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  la  valeur  de  c qui  donne 
rc  = -?r,  ou  Iogrc=o.497  >49872694.  U y a deux  de  ces  valeurs, 
l’une  qui  est  comprise  dans  la  première  période , l’autre  qui  appar- 
tient à la  troisième.  Bornons-nous  à déterminer  cette  dernière. 

On  trouve  d’abord , par  quelques  essais , que  la  valeur  cherchée 
est  comprise  entre  3.448  et  3.449-  P°ur  trouver  la  valeur  exacte, 
il  est  nécessaire  d’avoir  les  valeurs  de  log  T qui  répondent  aux 
racines  successives  3.448,  3.449,  3. 45o,  3.45i.  Voici  le  calcul 
de  ces  valeurs  : 


7S  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


2 . 443. . . . o . 588  8 1 1 4 1 3 478  5a 

1 -44®-  • • - o.  160768 56 1 861  i3 

r(  1 . 448) . . . 9 . 947  378386843 

T(3. 448)...  0.496  858  363  178 

2.450.  ...o.38g  166084  36453 

1 .450.  ...o.  161  568 ooaa34 97 
r(i.  450).  ..9.947  a67  707453 

r(3.45o)... 0.497 801  794  o5i 


3. 449-  ...0.388  988  785 12471 

1.449 —  o.  161  068  38547*  *7 
r(  1.449)... 9. 947  372834564 

r(3. 449)...  0.497  ®5o  oo5  160 

3.45i.  ...o.3893433i  1 a5ao8 
1 .45i.  ...o.  161  66741 2437  74 
T(i  .45i)...9.g47  263  oo5  114 

T(3.45i)...  0.498  273  738  804. 


Désignant  comme  ci>dessus  3. 44®  par  a,  et  log  Ta  par  A , ou  aura 
la  valeur  de  A et  de  ses  différences  successives  comme  il  suit  : 


A 

«TA 

/■A 

«T’A 

0.496  858  56a  178 

47*  643  982 

145909 

— 47 

Soit  encore  c scs  a -f-  <*x  , log  =r  X , _7-  = X — A,  on  aura 
yz=. 391  5io  5i6,  et  la  première  valeur  approchée  de  x sera  donnée 
par  l’équation 

X'  _ 

47,64  — (——).i5 

Soit  enfin  x = ar'  + * , on  aura 

y = 391  5o5  3o6, 

y — Y — 5ai°> 

cfA  ■+•  (x'  — j)  <f*A  = 47*  6a5  y5o, 

5aio  # 

a s=  — x-t—t-  = 0.000  01 1 047. 

47i6s575o 

Donc  la  racine  cherchée  c = a + a>  (x'-f-a)  — 3-448  8,8  1 * * 047. 

La  seconde  racine  de  l’équation  Te  =7T  serait  c=  o.h86  3641  , 
et  il  serait  facile  de  la  trouver  avec  un  plus  grand  nombre  de 
décimales. 


B 
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(88).  On  peut  encore,  par  noire  lal>le,  trouver  les  valeurs  ap- 
prochées des  coefliciens  difTérenliels  r°  ■ —g > qui 


sont  des  transcendantes  particulières  dunt  nous  avons  fait  voir  diffé- 
rens  usages.  Ces  coefliciens  se  calculeront  par  les  formules  suivantes, 
où  l'on  a fait  log  I7i  = A. 


« = S A — i«f*A  + i «PA  — i «PA  + ï «PA  — etc., 

•*^t=  «PA-  «PA  4*  fi«PA  - }W  + etc.. 


= «PA  - i«PA  + 5 J*A  - etc. , 
ûi4.^  = /‘À  — 2 «PA  4*  etc.} 


a est  la  différence  par  laquelle  on  fait  croître  la  racine  a pour 
former  les  différences  successives  J' A , S‘A , S*  A , etc.  On  a 
a — o.oni  quand  ou  prend  dans  la  table  les  ternies  qui  se  suivent 
immédiatement;  maison  pourrait  également  faire <w=o. 002,  o.ooî, 
on  plus,  afin  de  rendre  sensible  la  différence  quatrième  à* A qui 
est  presque  toujours  au-dessous  d’une  unité  décimale  du  douzième 
ordre,  lorsqu’on  prend  01=  0.001. 

En  se  bornant  à l'hypothèse  a>—  o.oni  qui  est  la  plus  simple, 
puisque  la  table  donne,  sur  une  même  ligne,  les  nombres  A,  SA  , 
S'A,  S1  A,  on  voit  que  la  valeur  qui  en  résultera  pour  le  coefficient 

jj  , ne  sera  approchée  que  jusqu’à  la  neuvième  décimale  à peu  près  ; 

celle  de  ne  le  sera  que  jusqu’à  la  sixième,  et  celle  de  d~ 

jusqu'à  la  troisième.  Mais  c’est  déjà  un  grand  avantage  d’avoir  les 
deux  premières  transcendantes  d’une  manière  si  facile  et  avec  un 
pareil  degré  d’approximation. 

(89).  Soit , par  exemple , a=  1 ,5oo;  les  différences  données  im- 
médiatement dans  la  table  pour  cette  valeur  de  a , sont 

«TAa=i6o5o  3a4,  S'A  = 6ao , «PA  3= — 35g  ; 


8o  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRALE 

on  en  tire  les  coefGciens  différentiels 


^ = o. oi5  847  3q4,  7-=  0.405979,  ^7  = — o.35g. 

Si  au  lieu  de  faire  « = 0.001  , on  fait  a»  = 0.00a;  c'est-à-dire  , 
si  on  prend  dans  la  table  les  fonctions  A qui  répondent  aux  racines 
successives  i.5ooy  i.5oa,  i.5o4>  i.5o6,  i.5o8,  on  aura  les 
valeurs  de  <f  A , £ *A , J'3  A , £* A , comme  il  suit , 

<fA=3a5o6a68,  J"A=  1 6ai  044»  cf3A= — a865,  ef4A=  10. 

De  là  résultent  les  coefliciens  différentiels  , 

^ = o.oi5  847  3g4  35o,  ^=0.4059795,  ^t  = — o.36oo. 

Ces  valeurs  diffèrent  très-peu  de  celles  qu’on  a obtenues  immé- 
diatement par  les  différences  des  termes  consécutifs. 

Soit  encore  <a  = o.oo5;  on  aura  à considérer  les  différences 
successives  des  termes  de  la  table  qui  répondent  aux  racines  1 . 5oo, 
i.5o5,  i.5io,  i.5i5,  1.520;  ces  différences  sont 

<fA=843o425a,  tf‘A=  10  104 7i5,  J'SA= — 444a5,  /4A=374, 

et  on  en  déduit  les  coefGciens  différentiels 

^=0.0.5  847  39453,  ^=0.405979  3a,  ^=-0.35989. 

Ces  valeurs  diffèrent  peu  des  précédentes  et  sembleut  devoir  être 
plus  approchées  de  la  vérité,  parce  qu’on  a tenu  compte  des  diffé- 
rences quatrièmes  devenues  sensibles  par  une  plus  grande  valeur 
de  u ; cependant  la  valeur  de  ta  ne  doit  pas  passer  une  certaine 
limite,  et  cette  limite  qu’il  serait  difficile  de  déterminer  avec  pré- 
cision , dépend  de  la  loi  que  suivent  les  différences  successives  de 
la  fonction  A. 

(90).  Dans  l’exemple  précédent , il  est  facile  de  vérifier  la  valeur 

obtenue 
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obtenue  pour  ^ ; car  en  faisant  a = dans  la  formule  (17)  , 
art.  5i , et  observant  que  les  logarithmes  de  la  formule  doivent 
être  multipliés  par  le  module  m s=  ~ pour  les  changer  en  loga- 
rilhmes  vulgaires,  on  aura 


M 


da  'J  1 — x 


L’intégrale  du  second  membre,  prise  depuis  x = o jusqu’à  x = x, 
est  égale  à 2 — aM  l a ; donc 


AK 

da 


(2  — C)  m — - 2/2. 


AK 


Maison  a fait  ci-dessus  B=/n(i — C);  ainsi  on  aura  ^s^n+B — 2/2; 
ce  qui  donne,  en  substituant  les  valeurs  connues  , 


d K 


^ = 0.0x5  847  394  543  69, 


valeur  qui  doit  être  exacte  jusqu’à  la  quatonième  décimale  : elle 
prouve  que  les  résultats  obtenus  par  la  méthode  précédente , sont 
moins  exacts  daDS  l'hypothèse  &>=o.oo5  que  dans  l'hypothèse 
a = 0.002. 

»v  ,*  A L * 

(91).  Les  formules  précédentes  donnent  les  coefliciens  différen- 
tiels de  la  fonction  A = log  Ta,  en  supposant  que  a se  trouve 
immédiatement  dans  la  table;  mais  s'il  faut  trouver  les  coefliciens 
différentiels  de  la  fonction  X = log  T (a-\-ux)  , qui  est  iutermé- 
diaire  entre  les  deux  fonctions  consécutives  données  par  la  table 
A = log  Ta , A -f-  tfA  = log  T ( a a>) , voici  comment  on  résou- 

dra ce  problème  d'interpolation. 

On  a généralement 

X = A + xJA  -h  - J ‘A  ri-  - cPA  -f  etc. , 

et  si  l’on  fait  a-\-ax—a,  on  aura,  en  supposant  que  x seule  varie, 

1 1 


« 
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d\.  H\. 

du  — mdx , d’où  a»  —■  = - Différentiant  donc  la  valeur  de  X par 
rapport  à x,  et  réitérant  les  différentiations , ou  aura 

« g-  ==  JA+^<r-A4-5j,~^r4'a  J5A 


rr 

4x’  — 1 8x*-f-  aax  — S 


J4  A 


.«MX 


= + A + g4 

= ,rjA-+-(x  — i)«r‘A4-cic., 


a. 3. 4 

6-x*  — i8x  4-  ii_ 


r/a' 

etc. 


- etc. , 
etc.  y 


On  connaîtra  donc  les  coefficiens  différentiels  dont  il  s’agit , par  les 
différences  JA  , J* A , J3A  que  la  table  donne  immédiatement. 


(ga).  Dans  le  cas  ck»x  = t , on  a a = a+  at , et  les  formules 

deviennent 

*>  -ÿ-  = J'A  ■+■  i /‘A  — £ J3A  + -rr  J4A  -f-  etc., 

a*  — - = J*A  — -rsJ'*A  •+•  etc., 

a3  = J3A  — i J4 A + etc. 

Celles-ci  offrent  des  formules  un  peu  plus  convergentes  que  celles 
de  l'article  8i  , de  sorte  qu’il  y a quutqu 'avantage  à déterminer 
les  cotfficieiis  différentiels  de  la  fonction  log  T (a -f- « ) par  le 
moyen  des  différences  qui  répondent  à la  fonction  précédente 
log  Ti7. 

(q3).  Appliquons  les  formules  précédentes  à la  fonction 

X = log  r (i  + i).  Alors  on  fera  a=i  .333  , x=  -j  , et  les  diffé- 
rences données  immédiatement  dans  la  table  seront 

JA  = — 5j  aûa  367 , J*A  = 47^  486 , J3A  = — 483 , 


» 
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d’où  résultent  les  valeurs  suivantes  des  coefficiens  différentiels  , 

= — 0.057  34i  54*  5, 

«MX  , KO  a 

= 0.473808, 

d'X  _ „ /OT 

•3^-  — — 0-483. 

Pour  vérifier  le  premier  de  ces  résultats , on  peut  avoir  recours 
à la  formule  (17)  qui  donne 


Effectuant  l'intégration  indiquée  entre  les  limites  x = o,  x=i, 
il  vient 

if  X Yt  a il  Ul  T 

■^  = B am  — ïlog  37-—, 

et  en  substituant  les  valeurs  numériques, 

^ = — o.o57  341  54a  088  G5, 

d’où  l’on  voit  que  nos  déterminations  sont  aussi  exactes  qu’on  peut 
le  desirer. 

(94).  Lorsque  a est  un  nombre  rationnel  ™ , on  a vu  dans  l’ar- 
ticle 5i  que  l’intégrale  Z = Ç ^ — , prise  depuis  x = o 

jusqu’à  x=  1,  est  exprimée  par  ^ — «B*,  B„  étant  une  quantité 

dont  la  valeur  est  donnée  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes 
( art.  35 , deuxième  partie).  Mais  si  l’on  suppose  , par  exemple  , 

a — , la  valeur  de  B„  dont  il  s’agit  sera  tellement  compliquée, 

qu’il  deviendra  à peu  près  impossible  d’en  tirer  la  valeur  numé- 
rique de  l’intégrale  Z , et  la  difficulté  serait  encore  plus  grande 
si  a était  une  fraction  plus  composée. 


84  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Dans  cc  cas,  l'intégrale  dont  il  s’agit  pourra  se  trouver  d’une 
manière  beaucoup  plus  facile  par  la  formule  de  l’article  17,  qui 
donne 

Z = C+M  ÜSSll  ; 

' da 

or  pour  la  valeur  <7=1.563,  on  trouve  le  coefficient  différentiel  • 
^^  = 0.040754544. 

Ainsi  on  aura  l’intégrale  cherchée  Z;  =0.671  009958,  laquelle 
doit  être  exacte  au  moins  jusqu’à  la  huitième  décimale. 

Nous  sommes  entrés  dans  d'assez  grands  détails  sur  ces  diverses 
méthodes  d'interpolation  , parce  qu'elles  sont  peu  connues  , et 
qu'elles  peuvent  s'appliquer  à toutes  les  tables  dans  lesquelles  il 
est  nécessaire  d'avoir  égard  aux  différences  du  troisième  ordre. 


TABLE 
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DES  LOGARITHMES  DE  LA  FONCTION  Va 


Calculés  à douzer décimales,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  racine  a,  de  millième 
en  millième,  depuis  1.000  jusqu’à  a.ooo. 

On  y a joint  leurs  différences  première,  seconde  et  troisième. 
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g.g5a  a4>  699  a58 
9.95a  173  85i  3ia 
g.g5a  106  489  795 
g.g5a  o3q  61 4 198 
9.961  973  a 24  01 5 

67  847  046 
67  36i  617 
66  875  597 
66  390  i83 
65  go5  373 

486  439 
485  qao 
485  4.4 
484  910 
484  4o5 

& 

5-4 

5 oo 
5o6 

1 .36. 

1 .36q 
1.365 

1 .364 

1 .365 

9 949  456  45 1 746 
9*949  *9*  565 
9.94.9  347  655  ao6* 
9.949  304  449  807 
9.949  a6i  705  709 

44  109  38i 

45  667  1 5g 
43  ao5  S99 
4a  744  098 
4a  a8o  ab6 

462  aaa 
461  760 
461  001 
46o  842 

460  384 

46a 

45g 

458 
45g 
456 
435 
454 
.,54 
4?4 
45a 
45o 
.(5 1 
.;5o 
449 

î .3i6 
i . 3 1 7 
i . 3 1 8 
î .319 
i .3ao 
i .3ai 
î ,3a  2 
. ,3a3 
i .3a4 
i ,3aô 

9-95'  9°7  74a 
9.951  841  807  874 
9-g5i  776  gW«o5 
9-<pi  71a  S07  333 
9.951  648  636  655 

66  4ao  868 
64  936  969 

64  453  57a 

63  070  678 
63  488  a 83 

483  899 
483  397 
48a  894 
48a  3,5 
481  8,7 

5oa 

5o3 

4h? 

498 

5oi 

~*ÿ> 

n 

1 

1.366 

1 .367 

1.368 
■ .36q 
1 .370 

rrgr 

1 .37A 

..373 

\M 

9-949  ai9  4aa  4M 
9.949  177  5aa  58. 
9.949  1 3b  ao6  634 
g. 949  09 5 333  i56 
9.949  o54  888  693 

41  8aa  872 

41  36a  947 
40  go3  478 
40  444  464 
3<]  ()85  904 

45g  ga5 
4S9  46.q 
459  014 
458  56o 
458  106 
457  65a 
457  aoo 
406  75o 
456  agg 
455  84g 

9.g5i  685  048  37a 
g.gôi  5aa  041  986 
9.95i  459  5i6  996 
9-9j?>  397  47»  9°5 
9.921  335  909  ai6 

63  006  386 
6a  5a4  990 
6a  044  091 
6.  563  689 
61  o83  78a 

48 1 3g« 
480  89g 
480  4°a 
<79  9°7 
479  4'0 

9.949  014  oo"  788 

9-948  976  074  990 

9 -948  a36  3o4  844 
9.948  897  601  898 
9.948  85g  535  703 

^ 5a7  798 
3g  070  146 
38  61a  946 
38  1 56  196 
87699897 
37  344  048 
36  788  648 
36  333  6g5 
35  879  191 
35  420  i3i 
34  971  5i6 
34  018  348 
34  o65  6a3 
33  6i3  340 
33  161  4g 9 

i .3aG 
1 .327 
i .oat» 
i .32q 

i .33c 

9.9^1  874  8a5  434 
9.951  ai4  aai  o6a 
9.961  i54  og5  607 
9.951  004  448  577 
9.951  o35  079  481 

60  604  37a 
60  ia5  4^5 
5g  647  o3o 
5g  109  096 
58  691  656 

478  917 
478  4»5 
477  984 
477  44° 
476  951 

4$a 

4.9' 

& 

487 

1.376 

•¥ 

i.3§o 

9.948  8a 1 835  8o5 
9-948  784  5g 1 757 
9-94g  747  8o3  109 
9.948  711  469  4n 
9.946*675  590  aa2 

455  4°° 

454  g53 
454  5o4 
454  060 
453  6.5 
453  1 68 
45a  725 
45a  a83 
45 1 841 
45i  3gg 

44? 

449 

444 

445 

447 

4.(0 

44» 

44» 

44» 

440 

439 

| 

■ .33 1 
l ,33a 
1.335 
1.334 

■ .355 

g.g5o  976  387  8a5 
9.930  918  373  120 
9.930  860  634  879 
g.g5o  8o3  370  613 
9.950  7 48  585  83i 

58  bi4  706 
57  738  u4> 

.67  a6a  067 
56  786  781 
56  3i  1 778 

476  48/ 

475  97^ 
475  486 

475  oo3 
474  5i5 

430 

4«.-' 

480 

488 

4»4 

1 .3Bi 
1 .38a 
1.383 
..384 
i.38o 

9.948  640  i65  09a 
9.948  6o5  iq3  576 

9 -9^  -JE  «75  a»8 

9.948  53o  609  6o5 
9.948  502  996  a65 

i .336 
i .337 
i .338 
i . 33q 
i 34c 

9.950  690  374  o53 

9.950  634  435  790 

g.çjjjp  579  073  558 
9-g5o  5*4  i83  872 
9.35o  469  767  a54 

55  837  a63 
55  363  a3a 
54  889  685 
54  4' 6 619 
53  944  o33 

474  o3i 
473  547 
473  066 
47a  586 
47a  10a 

484 

483 

48c 

* 

1 .586 

1 .087 

1 . 388 

1 . 389 
1 . 3.90 

9.946  469  8^4  766 
9.948  437  *a4  ®66 
9.948  4°4  865  5a5 
9.948  375  o56  901 
9.948  341  698  36: 

3a  710  100 
3a  a5q  141 
3i  808  631 
3i  358  541 
3o  908  899 

4^0  959 
45o  5ao 
45o  080 
44g  643 
449  ao5 

«3 

44»  ÔÔD 

447  898 
44 7 466 
447  o3» 

i .34i 
,.‘i.v 

1 .34? 
1 .34. 
1.345 

9.960  4‘5  8a3  aai 
g.g5o  36a  35 1 990 
9.930  Sog  36o  981 
9.950  o56  8at  8if 
9 95o  ac4  763  3a; 

53  471  a3i 
53  000  3o9 
5a  5aq  iG3 
5a  o56  495 
5i  588  3o6 

471  622 
47»  '46 
47»  668 
470  189 
4S9  714 

476 

478 

47.9 

475 

474 

1.3.91 
1 ,3qa 
1 .3g3 

::§ 

9.948  3 10  789  464 
9.948  280  3ao  770 
9.948  a5o  3 1 8 845 
9.948  aao  756  a53 
9.948  191  641  55q 

5°  45g  694 
3o  010  qa5 
99  56a  oga 
aq  114  69^ 
a8  667  aal 

436 

.(35 

43a 

435 

(3a 

1 .34^ 
1.347 
1 .34* 
1 .34. 

1.55c 

9.953  i53  i^5  017 
9.930  10a  036  .43! 
g.gôo  o5i  4° 7 °7- 
[9.i)5o  001  aaG  486 
>^•949  95i  5*4  191 

5i  1 18  5qa 
5o  64,  35a 
5o  180  087 
49  71a  ag5 
49  M4  477 

469  o4o 
468  760 
4S8  aga 

MG?  R» 8 
|46'7  34, 

470 

473 

474 
46P 

| 47» 

1 ,3q6 

:|i 

«•399 

I . 4 - c 

9’.g48  ifla  974  33 1 
9.948  i34  754  >34 
9 .948  106  980  53f 
9.948  079  653  10! 
9.948  ooà  771  411 

a8  aao  19: 
a7  773  5g8 
37  037  43 
e6  881  694 
26  436  388 

446  599 
446  167 
445  737 

)444  878 

g 

45» 

428 

4»9 

13 

9» 


Log.  ra 

4co9-948  °53  771  411 
4°'  9- 948  ca6  335  ca3 
4ca  9 -948  ooô  3j(3  5 1 3 
4o%.947  974  79e  45a 
4/49-947  949  600  4*4 
4C5  5-947  9*5  o53  07 1 
4°b  9 . 947  qoo  817  608 

407&  947  877  044  >64 

4°“  9-947  ”53  713  951 
4°9r9- 947  83o  8a3  634 
4>° 9 -947  808  575  78g 


4“  9-947  786  368  ag3 
4ia  9-947  764  8oa  827 

4*39.947  743  6?S  870 

4*4  9-947  7=a  J90  7co 
4j  5 9-947  7oa  743  899 


4*619.947  683  q3S  c5o 
4*7  9-947  6S3  566  735 
4*8|9  947  644  635  536 
4*9h-947  6a6  14a  037 

4ao|9  947  6c8  c85  8a3 
4aik-947  590  466  480 
4 33  9-947  573  a 83  694 
4a3w.g47  556  536  761 
4a4w-947  540  335  541 
4Q5|q  .947  5a4  549  55c 


4=6(9 .947  5o8  908  368 
4=7 9-947  493  901  586 
428l9-947  470  3a8  793 
4a9 9-947  46a  189  58i 
430  9 -947  45  1 483  543 
43*19-947  438  3io  37c 
4Ô2j9-947  4a5  36g  358 
4ooj9.947  4'a  960  3g  q 
43 49-947  4oo  98a  989 
435*9.947  089  456  724 


436  9.947  078  3a  1 soi 
*4379-947  367  636  016 

4389.947  357  38o  767 

439.9.947  347  555  <35? 

44°  9 947  338  i58  474 


44*  9-947  029  190  b3c 
44’  9 • 947  3ao  -601  133 

4409.947  3 n 53q  55c 
4-44  9-947  3c4  85.4  5i6 

4459.947  397  5q8  625 

44 69.947  aqo  768  479 

447  9 -947  **84  064  b'84 

448  9.947  078  386  843 
44.9  9-947  =7a  834  564 

at'7  707  45a 


45o  9-947  **6 


DUT.  I. 


36  436  388 
a5  991  5ic 
s5  547  c6i 

35  ia 

a 4 65a  443 
34  31  5 a~5l 


n. 

444  878 
444  44s 

"■  003 

5o5 
443  168 
743 


5 44= 


344 


a 3 ooi  si 
33  889  317 
aa  447  845 
33  C06  796 
31  566  166 
3!  w5  957 
ao  68b  170 
ao  046  801 

9 807  849 

8 90*  *994- 

I ifs  fis 

17  619  3434: 

7 18a  886 

G 746  843 

6 3 1 1 aiç 

5 875 

5 44* 


44a  Ii  9 
1 896 
44*  47a 
'44*  049 
44°  63c 
440  aog 


4-38  g5a 
438  534 


jôb*  78s 

4 57a  795 

i ,3a  aia 

o 706  oog 
3 37.3  97a 


a. 840  91 
a %c9  g5g 

: s 4s 

1 1 1 5 5a3 


i85  4: 


o"~685 
o a55  349 
9 8a5  714 
a 3a6  579 
8 qb7  84; 


967  844  _ 

8 53g  5c8 
8111  57a 
7 684  o34 
7 a56  891 
6 83o  1464: 


6 4c 3 79 5 4a5  q54 


84 

5a  379 


5 *97  *>  = 4=4  774 
4 70a  338434  58a 


.58  116 
437  700 
4*7  a85 
406  871 
456  457 
40b  043 
4-55  633 
455  a 19 
434  80O 
434  40c 


<05  9H9 

433  58 1 
‘à  173 

"Ig 


a q5l 


r - 953 
481  549 
“i»  14b 

O 74= 
400  -338 


55 
4=9 
4aq  1 35 

428  735 
4a8  336 


14^38 
4=7  *4Ô 
4a5 

a6 


4=5  562 
4=5  167 


UI. 

4=9 

4=6 

4=8 

fz 

4-ir-1 

_4(M 

4=3 

4=4 

4=0 

4>9 

4=> 

4aa 

4>8 

4*7 

418 

418 

416 

4.5 

4.4 

4*4 

4*4 

41c 

4*4 

41c 

4°9 

4“ 


408 

408 

406 

407 
407 


099  |Î48: 
4cc  ÏTÎfq 


404 

4c4 

4°£, 

404 

401 

4oc 

4oc 

% 

4cc 

3g8 

7q5 

3of 

394 

397 

3qs 

3g5 

3q3 

39 

39 


a Log.  ra 

.4509.947  a67  707  45a 
.401  9.947  a63  oo5  1 14 
.4339.947  a58  727  i58 
•4039.947  «54  873  19a 
.4549.947  a5i  44=  826 
•4009.947  a48  <»35  67o 
.4569.947  a4o~85i  334 
•4579.947  “43  f'8.9  43c 
•4689.947  =4*  949  670 
.4.699.947  240  6. ii  365 

.460 9.947  «09  734  43o 

T4S7  9 947  a3g  a58  378 
.462k). g47  a3g  aoa  824 
.4639.947  e5g  567  383 
.4649.947  240  35i  67a 
46a 9.947  241  555  307 


• 483 


4669.047  343  177  900 
•467  9.947  =45  a 10  084 
.4689.947  247  678  464 
469  g . 947  a5o  555  664 
.470  9 947  =53  85o.  5ca 
.471  9-947  =57  5Sa  000 
.4739.947  abi  6qo  38o 
.4759.947  a66  a 35  064 
4749-947  “7*  *95  674 
472  9^947  ayS  5?  1 83a 
.4769.947  a8a  563  164 
-477  9-947  =88  56g  ag4 
-4789-947  =95  189  847 
•479  9 -947  3oa  aa4  440 
480(9.947  309  67a  736 


.481  9.947  5i7  55,(  5o6 
.4829.947  3a5  808  818 


9.947  334  4q5  888 


484  9-947  343  5g 5 146 
.4869.947  353  106  aaj 


.486 9.947  363  028  746 
•487  9 -947  36a  35, 

.4889.947  384  10S  666 
‘l9  9.947  3g5  2b  1 3a.( 
gc  9 . 947  406  8a5  g58 


•49*  9-947'  4*8- 8co  aoa 
•49=3-947  43 1 ■ 83  690 
•4.90,9.947  44o  976  007 
•4.949-947  467  *76  938 
•4955.947  47 o 785  969 
■49'’|9-947  484  802  787 
•49= 9-947  499  ==7  o=9 
.4.98,9.947  5*4  008  334 
•4.9.q&.947  529  296  338 
.500^.947  54 4 940  683 


Diir.  1. 

4 70a  338 

3 êS  966 

3 400  366 
3 007  i56 
a 584  356 


a 161  904 
1 739  860 
1 3i8  ac 
896  9 55 
476  baa 
55  554 
364  55g 
784  a 89 
1 ao3  655 
1 6aa  5g6 


o.jai 


a c4*  179 
a *5q  38c 

a «7  7 

.3  094  638 

5 71 1 698 


aco4 


4 128  38o 
4 544  684 

4 960  6I0 

5 076  1 68 

5 791  33a 

6 ao6  i3c 

6 6ao  553 

7 o34  6< 

7 448  277 
7 861  58o 


8 374  5ia 

8 687  07c 

9 099  a 58 
9 5i 1 076 
9 gaa  324 


o 353  604 
o 744  3i6  4 


1 ,i54  658 
1 564  634 
■ 974  =44 
□ 383  488 
a 79a  .367 
3 aoo  881 

3 609  o3i 

4 016  818 


4 4=4  =4° 

4 83i  _ 

5 a38  004 


3c5  4< 


5 6443454. 

6 000  32441 


U. 


424  38a 
4aO  qqo 
4aÔ  60O 
4a3  aïo 
4aa  Hao 
4=a  43a 


418  aoi 
4>7  8ao 
4*7  438 
4>?  cGo 
4 > 6 68a 

*16  3q4 
4*5  926 
4> 5 548 
4*5  174 
4>4  798 
4*4  4=5 
4*4  o4a 

41 3 G75 
4 1 5 3o3 
4<a  90a 
4>=  558 

4ia  i£8 

411  818 
4>*  448 
4> • c8o 


*10  713 
10  34a 
4M  97*' 
4og  bio 
4oq  344 
4c8  87  g 
408  5 1 4 
4c8  i5c 
407  787 
407  4=4 

407  obi 
Job  6qq 

4 4°6  04 1 
i°5  979 
;o5  bac 


UI. 

3qa 

39o 

090 


■■9.- 


589 

385 

ôrt7 

:>r- 

_585 

; 


08 
38a 
3=0 


38t 

58a 

078 

378 

078 

078 

378 

076 

5t5 

3?4 

074 

072 

37* 
074 
ô-., 
3jo 
370 
568 
568 


07c 

3bb 

366 

3se 

565 

'365 

064 

363 
365 
36 1 


~5K 

36n 

359 

35g 


Digitized  by  Google 


0* 


576 g. 947  85o-aao  298 
•517  3-947  873  7‘7  79& 
.5189.947  895  6i5  340 
.5ig g.g47  918  91a  a83 
. 5ao  9 . 947  94 a 608  575 
l.6ai  9.947,966  703  768 
5 1 5 


Log.  Ta. 

600(9.947  544  940  683 
601  9. q47  56o  991  007 
507(9.947  577  446  95' 
•«>47  594  808  *56 
947  61 1 574  a 63 
947  6ag  a44  915 

•*  «s  !a 754 


boo 

5o4  9 
,5of 


5o6 
50719 
5o8  9 
5cg  9 
,5io  9 


. 5 1 
5i 
5i 
5i4 


5ia  9 
Si  3 9 


• 5ai 


1.947  665  798  4a4 
,947  684  680  56g 
l-g47  7°3  g65  835 
.947  7 a3  653  86a 


1 9 


•947  743-744  3oi 
.947  764  a 36  797 
.947  785  i3o  997 
9.947  806  4a6  649 
.5159.947  8a8  ia3  099 


9 947 


. 5â3  9 . 948  o 1 6 c’89  4^8 
.5349.948  041  379  a8o 
;5a5  9.948  067  066  606 


;5a6 
.5*7 
■ 5a8 


9.948  093  1 5 1 100 
9.948  1 19  63a  4>8 
9.948  146  5io  316 


.5399.948  173  784  i5o 
.5309.948  aoi  4Ti5  875 
.53i  g. 948  aag  $19  o5i 
.53*9.948  207  979'  334 
.5330-948  286  834  385 
.534[3. 948  3i6  o83  8b  i 
53519.948  345  737  \ 


.536 

.537 

.538 

,53g 

,54; 


9.948  373  7 64  739 
9.948  406  195  443 
9.948  407  019  aa5 
9.948  468  a35  737 
9.948  499  844  649 


54i 

.543 

,543 

.544 

■Ml 

.546 

.547 


a* 

.5! 


9.948  53 1 84-5  6c3 
9.948  564  a58  384 

9.948  597  033  348 

9.948  63o  197  48' 
9.948  665  763  987 


9.948  697  719  4ga 
9.948  73*  06B  y4-i 
.948  766  801  708 
9.948  801  937  o53 
9.948  83;  44,  447 


DUT.  I. 


n. 


■ 6 090  3o4l4o5  6ac 
16  455  944  4e  5 361 

16  86 1 ac54‘ 

17  a66  107 

17  676  65a 

18  074  83g 


.04  9‘ 
404  545 

404  187 

490  83i 

18  478  670  406  475 


18  88a  145 


4_3  1 1 9 


g a85  264  40  a '765 


19  688  039 
ao  090  439 


40a  410 
4oa  067 


ao  49a  498 
ao  894  aoo 
ai  aqb  55a 
ai  696  55o 
aa  C97  199 


as  497  497 
aa  897  445 
a3  997  043 
a3  696  agi» 
*4  ogS  iq3 


401  704 
401  55a 
400  998 
4®o  649 
400  398 
3g9  948  35c 


a 4 4 g3  747 
a 4 89 1 qS3 
a5  989  819 
a5  687  3a6 
a6  084  4g4 


a6  481  3i8 

36  877  798 
s7  “70  934 

37  669  735 
a8  o65  175395  109 

38  480  984 


a8  855  o5i 


59.9  898 
?99  a4g 
lan  901 
398  554 


349 
348 

347 

548 

3g8  ao6l  34^ 


in. 


35g 

55g 

357 

358 
356 
356 
356 
354 
555 
353 

353 
3 V. 

354 
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9.987  iqi  663  571 
9.987  354  301  016 
9.987  517  o3i  961 
g. 987  680  )56  ai 5 
9.987  843  573  586 

6a  557  443 
6a  83o  945 
63  134  264 
63  417  071 
63  710  396 

ag3  5oo 
ag3  3cg 
293  117 
a$a  qa5 
29a  733 

1.976 

'•979 

1.98c 

tes  ISf  ss  gi 

9.995  oa8  611  786 

9.996  3c6  161  796 
9.996  383  gg5  63a 

176  981  8ai 

177  a66  oc-6 
177  55o  cio 

177  833  836 

178  117  481 

284  18a 
a84  004 
a83  8aG 
a83  645 
*83  464 

,81 

:s 

181 

•77 

1 .931 
1.933 

1.933 

1.934 
1 .q35 

9.g88-oc7  a83  88a 
9.988  171  386  qn 
9.988  335  58a  484 
9.988  5co  170  407 
9.988  665  o5o  493 

64  oo3  oag 
64  290  573 

64  587  930 

64  880  c85 

65  172  c56 

aga  54q 
aga  35o 
aga  162 

*9'  97' 
agi  78c 

\u 

'9' 

'9' 

igc 

',89 

' .981 

1.982 

'■98.3 
'•984 
1 .985 

9.996  56a  11 3 1 1 3 
9-998  740  5i4  c58 
9 99e  919  198  390 

9.997  098  i65  637 
9 997  *77  4'5  89a 

«78  400  945 
178  684  a3a 

178  967  337 

179  v5o  a65 
179  633  oia 

a83  a* 
a83  ic5 
a8a  ga8 
*8*  74- 
28a  571 

â8a  3go 
a8a  aiq 
a8a  o34 
281  858 
281  679 

18a 

i7g 

■s, 

17s 

'79 

'77 

1 . q36 

1 -'P.9 
1 .940 

.4.988  83o  333  548 

9.988  gt»5  686  084 

9.989  161  441  81c 
9 ■ 989  3a?  488  638 
9.989  4g3  826  676 

65  463  836 

65  755  426 
56  046  8a8 

66  338  o38 
56  639  061 

291  5go 
agi  4 03 
agi  a 1 0 
agi  osa 
390  83a 

1 .986 

1 .987 

1.988 

1 .989 
'•99e 

9-997  456  948  904 
9-997  836  764  487 
9-997  816  86a  460 
9-997  997  *4*  647 
9-998  177  9=4  868 

179  81 5 583 
100  097  970 

180  38o  187 
180  66 a aai 
180  944  C79 

1 .941 

'•94* 
1 .943 
1 ,p44 
..-,43 

9.989  660  455  7Ï7 

9.989  837  375  63o 
9 -98!)  994  586  168 

9.990  16a  087  163 
9.990  3ag  878  434 

56  giq  8<p 

57  310  538 
67  5oo  994 

a:  S 

ago  64 5 
290  456 
ago  a68 
ago  079 
*89  891 

A 

A 

186 

1 - .99 1 
' -99* 
' -SS3 

1 .994 

1 ,qq5 

9.998  o58  848  g47 
g. 998  540  c?4  706 
6-998  7*'  58 1 q65 
9.998  qc3  370  55 1 
9-9.99  =85  4^0  384 

181  aa5  768 
181  507  260 
181  788  586 

18a  069  733 
18a  35o  706 

a8i  5c a 
a8i  3afi 

280  794 

17G 

*79 

1-., 

'7.9 

,70 

• -94S 
'■9  47 

1 .948 

1 .949 

1 . 930 

9.990  497  q6g  765 
9.990  666  33o  997 

9.990  834  991  q34 
9.99»  co3  943  388 

1.991  173  183  17a 

î8  371  a3a!a8g  705 
58  660  g37la8g  517 
58  9.60  454I389  33o 
5g  a3q  784,389  143 
>9  5s8  936.388  907 

,88 

A 

,85 

‘87 

'■998 

'•997 

'•998 

'•999 

a . oco 

9-999  *67  790  990 
4-399  45o  4**  4g= 
9-999  633  334  Gcg 
9-999  8'6  597  171 

0.000  coo  CCO  CGC 

182  63»  5oo 
18a  91a  119 

183  iga  56a 
180  473  8ag 
i83  752  gac 

a8o  619 
*80  442 
a8o  367 
a8o  cgi 
*79  9'6 

176 

,76 

,76 

,75 

>?5 

Uicjti^od 
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DEUXIÈME  SECTION. 

§ I.  De  V intégrale  et  autres  semblables,  prises 

depuis  z=o  jusqu'à  z = oo. 


(g fi).  Ei'leu  a démontré  {Cale.  int. , tome  I , page  a5a),  qu'en 
supposant  les  nombres  n et  n entiers  et  a < n , l'intégrale 

prise  entre  les  limites  z = o,  s = oo , est  égale  à 
— - — . Si  on  met  a à la  place  de  a*  et  - à la  place  de  a , les 


limites  de  l’intégrale  resteront  les  mêmes,  et  on  aura  la  formule 


(<0 


«r 

sinotr* 


laquelle  est  démontrée  pour  toute  valeur  rationnelle  de  « plus 
petite  que  l'unité.  Mais  comme  deux  quantités  rationnelles  peuvent 
différer  cntr’clles  aussi  peu  qu'on  voudra,  il  est  évident  que  la 
formule  a lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  a , rationnelle  ou 
irrationnelle,  mais  plus  petite  que  l'unité. 


(96).  Cette  formule,  l’une  des  plus  remarquables  de  la  théorie 
des  intégrales  définies,  se  lie  avec  plusieurs  autres  qui  ne  méritent 
pas  moins  d’attention.  J’observe  d’abord  que  l'intégrale  dont  il 
s'agit  est  composée  de  deux  parties,  l'une  prise  depuis  z—o 
jusqu’à  z = i , l’autre  prise  depuis  z=i  jusqu’à  z=oo.  Pour  avoir 


cette  seconde  partie,  il  faut  mettre  t à la  place  de  2,  et  on  aura 
l’intégrale  f qui  devra  être  prise  depuis  z=o  jusqu'à  z=i. 


1 5 
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On  aura  donc  , en  réunissant  ces  deux  parties  et  mettant  x à la 
place  de  s. 


« 


/ 


(j— 1 +X~,)lix  y 

l -J-  X sin  in 


{X  = O 
X = 1 


(97).  Cette  dernière  formule  peut  être  démontrée  directement, 
quel  que  soit  a;  en  effet,  l'intégration  par  séries  donne,  entre  les 
limites  x = o,  x=i, 


/xA~'dx 1 

i+x  a 

PS 


J dx 


1 -f*  a 


a + a 
, 1 


3 -+*  o 

1 


-f-  etc. 


1 -f-x  1 — fl  a — a ' 3— >a  4 — a 

Ajoutant  ces  deux  suites , on  aura  l'intégrale  cherchée 


f-  etc. 


Z = i + 


a a , a a 

I 


etc. 


1 — a*  4 — a%  ' 9 — a*  *6 — a* 

Or  suivant  une  formule  de  YIntrod.  in  anal.,  art.  181 , le  second 
membre  se  réduit  à — 2 ainsi  on  a généralement  Z =s  ~ — . 

Jilll  ÛT  ' ° SI  11 


(98).  Une  troisième  formule,  qui  se  rapproche  beaucoup  des 
deux  précédentes,  est  celle  de  l’art.  54,  savoir  : 

w ' /*==£*—■>-.  c:: 

Pour  faire  voir  comment  l’équation  (4)  se  déduirait  de  celle-ci, 
mettons  dans  cette  dernière  x‘  à la  place  de  x,  et  ? an  lieu  de  a, 
nous  aurons 

/(x*-1 — X'~*)dx  w . . 

i — j*  a * 

Dans  celle-ci  mettons  1 — a au  lieu  de  a,  il  viendra 

/"(x— — x“)dx  *■  . , 

J 

Ajoutant  ces  deux  formules , la  somme  donne  exactement  l’équa- 
tion (4);  ainsi  celte  équation  n'est  qu’un  corollaire  de  l’équation  (e). 
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(99).  Soil  V = 2*(i  + on  aura,  en  différentiant 

fonction 


dV  — (a— r) 


Ô+Ô' 


rz*~'dz 

*”c»+*r** 


93 

cette 


Intégrant  de  part  et  d’autre,  et  observant  que  V s'évanouit  dans 
les  deux  limites  3=0,  3=00,  pourvu  qu'on  suppose  a positif 
et  <r,  on  aura  cette  formule  de  réduction  : 


/ 


z*  'dz 


r — a Çi*~  'dz 

J ÔW 5 


d'où  l’on  tire  successivement 


« 


/ 

/ 


i“~‘dz 

ôT^1 

i‘~'dz 

Ô+Ô3 


■/ 

/z*~'dz  _ 


z*~'dz 

1 -f* 

z*~'dz 


1 — a «• 

1 * sin  cir  * 

1 — <3 . a — a *■ 

1 . a * biu  aw  9 


et  en  general  t r étant  un  entier  quelconque , 
' zM~'dz  1 — a . a — a . . . r — t — a 


/z*^'dz 

ô+Iy= 


Mais  par  la  propriété  des  fonctions  T,  on  a 


i—  a.a— q.5— a. . r — 1 — a r(r — o) 

1 .a.3 r — i rrr(i — a)’ 


et  d’un  autre  côté,  — = r«r(i — a);  la  formule  précédente  se 
réduit  donc  à cette  forme  très-simple  : 


» 


/ 


z—'di 

(■+*)' 


rar(r— a) 

« 


{ 


2 = 0 
2 = 00 


Par  cette  transformation , la  formule  a acquis  un  plus  grand  degré 
de  généralité  et  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  le  nombre  r;  elle 
ne  suppose  meme  plus  qu'on  ait  a < 1 , mais  seulement  qu'on 
a <*</•. 


(100).  Il  est  facile  de  parvenir,  par  une  autre  voie,  à celle 
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formule  générale.  Four  cela,  soit  2 = i — >,  on  aura  la  trans- 
formée fx?~ ’ *<£r(i — x)'-',  laquelle  devra  être  intégrée  entre  les 
limites  x = o,  x=  1.  Or  cette  nouvelle  intégrale  est  une  fonction 
Eulérienne  de  première  espèce,  qu’on  peut  représenter  par  (r — a,  a), 
et  sa  valeur,  d’après  la  formule  (3),  est 


(r  — a,  a)  = 


ror(r—  a) 
r r 


ce  qui  s'accorde  avec  l’équation  ( d ).  Dans  cette  nouvelle  démons- 
tration , les  nombres  a et  r sont  des  nombres  positifs  quelconques, 
et  on  suppose  seulement  a<r,  ce  qui  donne  une  grande  géné- 
ralité à l'équation  (t/). 


(101).  Dans  l’intégrale  J'  > on  peut  distinguer  deux  par- 

ties, l’une  prise  depuis  2 = 0 jusqu’à  2=1,  l’autre  depuis  z = i 
jusqu’à  3=00.  Pour  avoir  cette  dernière  on  fera  z — -,  et  on  au- 


ra la  nouvelle  intégrale  , qui  devra  être  prise  depuis  x=o 

jusqu'à  x=i.  De  là  on  voit  que  la  formule  ( d ) équivaut  à la 
suivante,  où  l’intégrale  est  prise  depuis  x=o  jusqu’à  x=  1 , 


. « 


r(  »— 1 4-  Xf~*~‘)«ir  _ 

J (•  +*Ÿ  ~ 


1 )dx rnr(r  — o) 


(102).  Si  dans  la  formule  (d)  on  met  kz  à la  place  de  zy  ce 
qui  ne  change  pas  les  limites  de  l’intégrale , on  aura 

/z“~~'dz  7_t  Tar(r— c) 

<J+fcÿ  — k * rr  * 

Soit  i=c(cos8-+-  1/—  1 sin8)  et  A^=c(cos8 — {/ — isinfi),  on 
aura  les  deux  équations 

C(  z°~'âl  _L.  JCIÈL.  \ _ ,c—  cos  rer(r-a) 

A(.+a*)'  + {i+Fï’J—  2C  C0Sfl9’ ~ » 

Cf  z“~'dz  z‘~'dz  \ . • n rurfr — a)  , 

/ (ô+Eÿ  - w)  = “ ac  sin  aÔ.  . y/-!  ; 
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r==  i j ces  équations  donnent  les  deux  suivantes  : 


/ 

/ 


4-flCOS#) 

i + acicosJ  -f-  c’z* 
zadz 

1 Sricos*  -t-c*ï* 


= ~ — . COS  aQ  , 
ain  ax  J 


xc  * aina# 
ain  ût  * sin#  9 


mais  j’observe  que  la  première  n’est  qu’une  conséquence  de  la 
seconde  ; ainsi  on  peut  s’en  tenir  à celle-ci , et  faisant  c=.  i , ce 
qui  ne  diminue  pas  sa  généralité,  on  aura  la  formule 


(/) 


Z*  (il 

azcoal  -f-a* 


v sino# 
sin  ax  * sin#  * 


Cette  formule  suppose  i ; si  on  change  le  signe  de  a elle  donne 


J; 


z~~°dz 


x ninaÔ 
sin  aw  * sin  # 7 


ainsi  l’intégrale  conserve  la  même  valeur,  et  c’est  ce  qu’on  trou- 
verait immédiatement  en  mettant  ^ à la  place  de  z dans  la  for- 
mule (/). 


(io3).  Considérons  maintenant  l'intégrale  J comme 

composée  de  deux  parties,  l’une  depuis  3=0  jusqu’à  3=1 , l’autre 
depuis  z—i  jusqu’à  z=oo  : il  est  aisé  de  voir  que  cette  seconde 

partie  est  égale  à la  première;  car  en  mettant  à la  place  de  z, 

l'intégrale  reste  la  même,  au  signe  près.  On  a donc  cette  autre 
formule,  qui  suppose  «<i: 


(e) 


A 


(x--f -x—)ctx 


1 -f-  ax  cos  I -p.r  ‘ 


w ain  ai 
' sin  air  ‘ sin#  * 


(104).  Si  l'on  multiplie  par  cf9  sin  9 les  deux  membres  de  l’é- 
quation (/),  et  qu’on  intègre  par  rapport  à 9 depuis  9=o,  on 
aura  la  formule 


(/#)  f »‘~'dz  log  (-7—7x5)  = (1— cos«9> 

' y J 0 \i  q- aacos#  + z*/  mum'  ' 


{ 


z = o 
* = 00 
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L’équiyion  (g)  donnerait  semblablement 

(0  /V+x-)^ log  1 c»-^0^)»  {*  = ? 


elles  supposent  toutes  deux  a < i. 


(io5).  Dans  la  formule  (g),  substituant  les  valeurs 

3?*=  i -f-alx  -f-  — IV+elc.,  j:- *=i— a£r-f-  — l‘x—  etc. , et  sup- 
posant que  le  développement  delà  quantité  , suivant  les  puis* 
sances  de  a,  donne  la  suite 


»ino9 


= ;(.+  AV  + AV  + A'V  + etc.) , 


on  aura  la  formule 


/'*(.• < ,,  , AV 
i -+-  ax  cos  # asm#'  ‘ 


+ A'V  etc.)  ; 


d'où  résulte  cette  suite  d'intégrales  : 

fi 

1 

âj 

i 

a.3.4„ 


f*  dx 

I 

i -f-  ax  cos  * -f-  x*  — 

a s in  1 

* lir  fx 

1 

i -f-  ax  cos  # -f-  x*  — 

a sin  1 

” dx  /*x 

# 

i -f-  ax  eos  * -f-  x*  — 

a sin  I 

etc. 


cnsorte  qu’on  peut  trouver  en  général  la  valeur  de  l'intégrale 

Z(aA)=  /,  Pri*e  dePuis  x=°  )UST,“  X = I-  11 

suffirait  d’en  doubler  la  valeur,  si  elle  était  prise  depuis  x = o 
jusqu’à  ar=oo. 

Si  l’on  substitue  les  valeurs  des  coefiicicns  A',  A",  etc.,  on 
aura  pour  les  premières  valeurs  de  la  fonction  Z(aA): 
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= î±î. 

^ • “3“  • ^ » 

etc. 

La  loi  de  ces  expressions  dépend,  comme  on  l’a  tu,  du  déve- 
loppement de  la  fonction 


a’»*  , a't* 
i *4 


a.3~a.3.415  _ _ 


= î + AV  4-  AV  -f-  etc. 


a. 3 ‘ a. 3. 4.5 


(106).  Par  les  propriétés  connues  des  suites  récurrentes,  on  a 


1 4 axcos*4xJ 


= sin  8 — xsin  28  4- •***»“  38—  x5  sin  48  4”  etc. 


Multipliant  par  dx  et  intégrant  depuis  x=o  jusqu’à  x — 1 , , 

on  aura 

sin  6 — J sin  a8  4-  î sin  38  — j sin  48  -f-  etc.  = 

Multipliant  la  même  équation  par  dx  l‘x , intégrant  le  second 
membre  par  la  formule  fx“dx  l'x  = ^ ^ ’_j_a - ^ , et  substituant  la 
valeur  de  Z (a),  on  aura 


• û sin  a#  , sin  34 

sin  6 1- 

2 3 1 


y 


_ # # f»*»1 

’ *””*  2 2 * 6 


De  même  en  multipliant  par  dx  l*x , intégrant  le  second  membre 
par  la  formule  fx“dx  &x  = l , et  substituant  la  valeur  de 

Z (4)  , on  aura 


sin 


sin  a I , sin  3* 

F* 


» 7ir*— 3 1* 

— etc.  = - A = - . — = — . - — - — . 
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Ainsi  en  ge'ne'raJ  on  peut  sommer  la  suite 


(107).  Ces  équations , au  reste , se  déduisent  assez  simplement 
de  la  première  que  fournit  l'intégration  directe,  savoir, 

sin  fl  — i sin  + j sin  30  — 5 sin  49  ■+•  etc.  = j-  8.  • * 

En  effet,  multipliant  celle-ci  par  dû,  et  intégrant  depuis  8=0, 
on  aura 

1 — cosfl — — ( 1 — cosafl)  -+-  cos  3fl)  — etc.  = . Ç. 

Appelons  M,  la  somme  de  la  suite  1 — p -f-  ^ i -f-  etc.,  laquelle 
est  égale  à — ^S,  = “S,  = ~,  on  aura 

cos  fl ^ cos  s8-f-icos  30 — etc.  = M,  — . 

a*  1 3*  aa 

• Multipliant  celle-ci  par  et  intégrant  depuis  8=0,  il  viendra 

sin  8 — 4 sin  38  + i sin  38  — etc.  = 8M,  — - . , 

a1  31  a a.3J 

ce  qui  revient  à la  valeur  trouvée  dans  l’article  précédent. 

Continuant  ces  opérations  de  la  meme  manière  , et  désignant 

par  M.  la  somme  de  la  suite  1 — -f-  g;  — etc. , laquelle  est  égale 

à ^ 1 — p)  S. , on  aura  cette  suite  de  formules  , 

c°s8— ^c°s30-l-g-(co8  38 — etc.=M4— 

sin  6 — ^5  sin  38-j-^sin38 — etC.=0M4 — • à.i.4.5  » 

cos8— j,cosa9-t-pCos38— etc.=M«— 
etc. 

la 


« 
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La  loi  de  ces  expressions  est  manifeste  ; elle  dépend  de  celle  des 
quantités  M. , et  par  conséquent  de  celle  des  quantités  S.  qui  est 
bien  connue. 


(108).  Si  on  diflërentic  l'équation  (y)  par  rapport  à ô,  on  aura 

z^'dz  sr  a&infcosa# — cnsfsinaf 


W /( 


t-f-axcosH"*1)*  si  n a»-' 


a sin3# 


{s  = o 

Z — 00 


Par  des  différentiations  ultérieures , on  trouverait  en  général  la  va- 
leur  de  l'intégrale  < + az"co>  ^ ^ ;.~g;  , * étant  un  entier  quel- 
conque. 

De  même  par  la  différentiation  de  Téquation  ( g ) , on  trouve 
l'intégrale 


(0 


/*  (jp^+r1  0 rfr  _ 


a sîn  #coiû<— cos  f sina* 
a sin3* 


|x=  o 
tx  = i 


On  connaîtra  donc  ainsi , par  des  différentiations  réitérées , l’intégrale 

/*  f i M r/r  , 

. . ,.i., , k étant  un  nombre  entier. 

(i  + ax  cos  t + x )**' 

Mais  ces  formules  ne  sont  point  applicables  au  cas  où  l’exposant 
du  polynôme  ne  serait  pas  un  nombre  entier. 

/•  . 1^, 

, — ; . 

(i-f  azco»*4a’)' 

parait  dépendre  d’un  ordre  de  transcendantes  plus  élevé  que  les  fonc- 
tions T.  Cependant  si  l’on  aô  = x 7r,  on  pourra  mettre  z%  à la  place 

î±r_. 

/-  z % dz 

■;(i  i sa  valeur 


déduite  de  la  formule  (d)  sera  donc  Z = 


r-f-  a r- 
r — î — r — 


■ , de  sorte 


qu’elle  ne  dépend  alors  que  des  fonctions  T. 

Si  l’on  observe  maintenant  que  la  quantité  f i +2 z cos8  + z*)—t 
peut  se  développer  en  cette  suite  convergente  , 

(,+a*)-'— Gaz  cos  6(  î+s*) — ,+^-[i-./J3,cos,6(i+y) — ‘—etc. 

«4 
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et  qu’aiusi  on  a 


f fz'+'-'th  r _ ^ f z‘-*-rdz 

J (i  + aïcosi  + i*y  J (i  T’a  cos  V C>  + 

les  intégrales  du  second  membre  pourront  être  évaluées  par  la 
formule  qu’on  vient  de  trouver  pour  le  cas  de  8 = î tt  ; de  sorte 
qu’en  faisant  pour  abréger,  r (j  r-f-  ja)  T (£  r — i a ) = <p  (r)  , 
a étant  constant , on  aura  généralement 

formule  qui  pourra  se  réduire  ultérieurement  au  moyen  de  l’équa- 

X*—  Û*  , 

tion  p(a?+  a)  == — - — Soit  pour  abréger  , 


M=  . + 777  (^-O ('•+3  “a‘) 

-f 

(/^-î  — n*)(r+3  — <i*)+etc., 


COJ*» 


— Tl  Si  (■r‘—a')  (r+  3 — °‘)  ('•+4  '—«■)+ etc.  , 

N=co.8 

' i .a. 3 ' ’ i. a. 0.4. à 

on  aura  la  formule  générale 

r t^-dz  _Mrttr-Ra)rq.— jq)  _ Krq  4-  ; r-Ka)r(;  +V— i ja) 

/ (i-f-axcont-f-z")'  arr  rr 

Quant  aux  suites  désignées  par  M et  N,  leurs  sommes  sont  connues 
lorsque  r — 1 , et  même  lorsque  r est  un  entier  , puisqu'alors  l’inté- 
grale est  donnée  par  la  formule  ( J ’)  et  par  ses  différentielles  suc- 
cessives prises  par  rapport  à 8 ; mais  il  reste  à trouver  ces  sommes 
pour  une  valeur  quelconque  de  r. 

(10g).  Considérons  enfin  la  quantité  P =z*(  1 -f-  s)1-1 r— 
dans  laquelle  nous  supposerons  à la  fois  a < r et  a -f- 1 > r;  on 
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aura  par  la  différentiation  , 


dP-. 


aza  'dz 
:(‘+*)r 


Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  3 = 0 jusqu’à  3 =00,  et  obser- 
vant que  dans  ces  deux  limites  P s’évanouit,  on  aura 


/(' 


s'-'dz 


fdz  N a r 

(i  + «y/  a+1  — rj  (t-t-*)'' 


Substituant  la  valeur  du  second  membre  donnée  par  l’équation  (d) , 
on  a la  formule 


z*dz  \ a 

(i-f-r)V  a-H—  r 


Tû  r (r — a) 
rr 


{ 


£ = O 

Z — 00 


(1 10).  Cette  formule  s’accorde  avec  celles  de  l’article  i5,  deuxième 
partie , qui  n’en  sont  que  des  cas  particuliers  ; elle  est  remarquable 

en  ce  que  les  deux  parties  f zJ~’dz  > ~ÿ  son^  infinies,  et  que 

leur  différence  peut  être  déterminée  par  les  fonctions  T. 

Soit  r—a+  1 — a,  a>  étant  infiniment  petit,  la  formule  pré- 
cédente donne 


z‘dz  \ a Ta  r ( 1 — » ) 

(,  + zy+°—)  « ’ r + 


Maison  ar(i-H*—»)=r(i-h»)(«—*-^r^)«tr(1—*)==i+C4'i 

donc 


z*dz 


0 + 4 


i-f-a- 


-)  = i + c + 


dl r (1  -+-u) 

di 


Mettant  m au  lieu  de  a , prenant  la  différence  des  deux  équations 
et  supprimant  a>  , on  aura  l'expression  suivante  de  la  différence  de 
deux  intégrales  qui  sont  l’une  et  l'autre  infinies  , 


(») 


i”dz 

(T+Tp* 


z’tlz,  \ dlr(id-d) 

(i+s),+V  da 


d/r(i+m) 
dm  9 
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cl  on  sail  par  l’arlicle  5o  que  le  second  membre  esl  aussi  l'expres- 
sion de  l'intégrale  J'-*  , _~J prise  entre  les  limites  x — o , 

— "i  ; intégrale  qui  pourra  toujours  être  exprimée  par  arcs  de 
cercle  et  par  logarithmes,  lorsque  m et  a seront  des  nombres  . 
rationnels. 


$ II.  De  l'intégrale  Z prise 

depuis  x = o jusqu’à  x=  1.  * 


(m).  Cette  intégrale  est  une  fonction  de  a et  de  m ; si  on^ 
differentie  par  rapport  à a , m étant  constant,  on  aura 


d7. 

du 


r J—1  ( i 


— xm  ) dje 


Mettant  au  lieu  du  second  membre  sa  valeur  donnée  par  l’équa- 
tion (17)  , il  viendra 

dL  = d l T ( a -f-  /n)  — d l Ta  ; 

d’où  résulte , en  intégrant  et  observant  que  Z doit  s’évanouir  lors- 
que a =:  1 , 


Z = /•(—»—)(—«-)  dx  . / r(a+m)  \ 

J 1 — x ' o'  \ra r(i+my’ 

x 

Si  1 on  met  a -f-  n au  lieu  de  a , on  aura  semblablement 

f (I— ***—*)  (l— x")  <**  _ . / r (q-Pm-fn)  \ 

J i—x  ';i  g \r(a-t-n)  rCi  + m)/ 

X 

Donc  en  retranchant  la  première  de  la  seconde , il  viendra 


{x= o 
x=i 


w f-, r 


x*~'dx  (1—  x")(i—  x’) 


— loff  fr°r  (a+m+,,'>  \ /x  = o 

6 \rCa+m)r(a-f-n)/  (*=  1 
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Celte  formule  revient  à celle  qu’a  donnée  Euler  dans  le  tom.  I , 
part.  II , des  Nova  Acla  Pelrop.  1777. 


(na).  En  appliquant  à cette  formule  les  propriétés  connues  des 
fonctions  T , on  en  déduira  aisément  tous  les  théorèmes  particuliers 
auxquels  Euler  est  parvenu  dans  le  mémoire  cité.  Voici  , par 
exemple,  deux  de  ces  théorèmes  : 


W 


/de 
xïx* 

rdz 

J 3S' 


x'-r— ajf ’ + x** 
i—j." 

x*  — axf-f-  X**-* 

1 — xlr 


— *°g  cos  £ » 
= !og  sin£. 


où  l’on  peut  observer  que  le  second  se  déduit  du  premier , en 
mettant  r — p au  lieu  de  p,  et  qu'ainsi  il  suffira  de  démontrer  le 
premier. 

D’abord  on  peut  mettre  x à la  place  de  x",  ce  qui  ne  change  pas 
les  limites  de  l’intégrale;  et  cette  substitution  revient  à faire  ar=i. 
On  aura  donc  à démontrer  la  formule 


dx  x*  — p— 


/'de 
xlx  * 


2X*  -f-  X' 


À+P 


= logeospir. 


Or  j’observe  que  celte  intégrale  peut  se  mettre  sous  la  forme 

•*')*  . 1 

, et  que  sa  valeur , d après  1 

7 i„, 

o r • ni  • 


/x  * ~pdx  (1— x')*  . . ,, 

logx  ’ 1 —x  » el  flue  sa  va*eur  > d après  la  formule  (a) , est 


Mais  on  a 1-*=/*,  et  r ( i - p)  T(i  + p)  = . donc 

* cos  pn 

r * 

2i  = logeos  pu, 

I.es  autres  théorèmes  donnés  par  Euler  se  démontrent  avec  la  même 
facilité  ; mais  le  théorème  suivant  ne  se  trouve  pas  dans  le  mé- 
moire d’Euler , parce  qu’il  dépend  d’u#e  formule  qui  a été  décou- 
verte postérieurement. 


I IO  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

(n 3).  Puisqu’on  a , en  vertu  de  l'équation  (D) , 

rrr(r-j)  _ 
r i r ( ar  — 1)  5 

©n  voit  qu'il  y a un  cas  où  l’on  connaît  exactement  le  second 
membre  de  l'équation  (a)  ; c'est  celui  où  l’on  an  = j,nsr — i , 
n — r — ■£.  On  aura  donc 


P 


* dr 


(■  — xr-')(i-J-r 


il 

x 


i (a/--—  a)  la  : 


mettant,  pour  plus  de  simplicité,  ar*  au  lieu  de  x , et  faisant 
r=  i + J a , on  aura  la  formule 


(0 


1 — x* 


a log  a. 


{ 


r = o 

i=i 


Cette  formule  a lieu  quel  que  soit  a,  pourvu  qu’il  ne  soit  pas  né- 
gatif et  plus  grand  que  l'unité.  Elle  se  vérifiera  aisément  lorsque  a 

est  entier,  au  moyen  de  la  formule  Ç ' (i — o.-")=  l ‘ )• 

x 

Nous  remarquerons  que  si  on  différentie  par  rapport  à a l’équa- 
tion (r)  , il  en  résulte 

S^àx  = ,0g  3 » 

ce  qui  s'accorde  avec  la  première  des  équations  a i , art.  55. 


§ III.  De  V intégrale  7 — ( ,***  ~ ~ ÿi  • Pr^e  depuis 

x = o jusqu'à  x = î. 


(n4).  Pour  que  l'intégrale  ne  devienne  pas  infinie  dans  l’une  de 
ses  limites , ou  suppose  à la  fois  p > o et  r < i ; de  plus  il  est 
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nécessaire  de  supposer  i -f-  a > o pour  que  i -j-  ax  ne  devienne 
pas  zéro  entre  les  deux  limites  de  l’intégrale.  Cela  posé,  soit 
1 — x = z , on  aura  1 -f-  ax  = i -f-  a — az,  et  si  aux  suppositions 

précédentes  on  ajoute  celle  que  soit  < i , ce  qui  arrivera 

toujours  si  a est  positif  ou  si  a est  négatif  et  < j,  on  pourra  dé- 
velopper (i  -f-  ex)-1 • en  celte  suite  convergente,. 


/ . / , az  . n.n  + i o* z ‘ . , \ 

' ' v.  1 i + a 1 i.2  ( i -f-  a ) 1 / 

on  aura  donc 


, = (i+a)  -fi 


'tLr  / , az 

— {'+n-T+-a 


rt.rt-f-  1 


fl’s1 


i.a  ‘(i+û)’ 


+ etc-). 


Soit  V = .te3,— ',  on  aura  par  la  différentiation, 

d\  — (p+k  — r)  x*~‘  zl~'dx — (A  — r)  dx  : 


intégrant  de  part  et  d’antre  entre  les  limites  données  , et  observant 
que  V est  nul  dans  ces  deux  limites,  pourvu  qu’on  prenne  Â']>r, 
on  aura 

dx  = / -c'-1  a k~T'dx. 

De  là  résulte  successivement , 


fx'~‘  z'-’  dx  = — — f xf~'  z~'  dx , 

p—r  + f>  > 

f xf~ 1 z*  ' dx  — ^ ^ / x?-‘ z'~' dx  , 
etc. 


Soit  donc,  pour  abréger,  A= j~ x = / xf~‘dx(i  — x)-r,  et  in 

aura  l’intégrale  cherchée 


cw  i */  . \S  . n •— r « . »■«+!  » — r.a — r a‘  \ 

(")  Z=A(,+û)  —p-r+ , .^r+a'<T+ër+«V 

Quant  à la  valeur  de  A , on  voit  que  cette  intégrale  est  une  fonc- 


lia  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

lion  Eulérienne  de  première  espèce , qui  peut  être  représentée  par 

( p , i — r),  et  qu’aiusi  on  a 

a _ rP  r ( i — r) 
r (p-f  I — r )‘ 

L’intégrale  7.  sera  donc  entièrement  connue , si  on  peut  trouver 
la  somme  de  la  suite  contenue  dans  son  expression  , savoir  , 


Q = 


n 1 — r a 
I ' p — r-)-i  ' 1-f-u 


n.n+l 


i.a  ’p — r-t-i  .p — r-f-a  * (i-f-ci)* 


4-etc.: 


il  faut  pour  cela  examiner  différons  cas. 


Premier  cas  : n -f-  r = p -f-  i . 

(ii 5).  Alors  en  substituant  la  valeur  de  n,  on  aura 

_ . , . a , î— r.a — r a * . î — r. a — r. 3 — r a 5 , 

Q i.a  •(,+„)*  + 1.3.3  ' e C" 

Cette  suite  est  évidemment  sommable,  et  la  somme  est 
donc  on  a généralement 

(s)  r = t ! +flv— >.r(n-fr-i)r(,-r>. 

J(.i—  x)'(.i+axy  — a>  r« 

Cette  formule  suppose  n + r>  i et  r<  i;  et  comme  la  série  a été 
sommée  exactement , le  résultat  ne  suppose  plus  que  a , s’il  est  néga- 
tif^ soit  < xj  il  suppose  seulement  que  i + a est  positif. 

(i  16).  La  formule  précédente  peut  se  trouver  immédiatement  par 
le  développement  de  ( i a.r)- ’ qui  donne 

“dx 


~ r»+,-*dx  / , n.n  + i . . . \ 

Z=J  V ~ nax  + * “ etc) : 


or 
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or  on  a en  général, 

rX'*^l~'dx  r . . ,__r(i»+r+A— i)r(i  — r) 

J -irrrr  (n'f  + » !“r)“  rjn+h) ' 

ce  qui  donne  successivement 

r (n+r— 1)  r (i— r)  , 

(•  + *)’  — r«  — > 

rx*+r~'dx r(n-f-r)  r(i— r) n + r— i . 

J (i+.r)'  r(n+iy  n * 

/j**’  dx  r (n+r+i)  T (1 — r)  n+r — l.n+r  • 

"(7+17  r (n+a)  n.n+i  * 


etc. 


donc 


= a(.-(-  + i—  .)«  + !+■  *-«*-), 


OU 


Z — A (i  -+a)*—- 

(ii 7).  Si  dans  la  formule  (3)  on  fait  n — r et  a—  1 , on  aura 
™ _ r^dx  _ r(ar — i)r(i  — r)  _ 

Z _ J («  -x*)'  “ 3 * rr 


mais  dans  ce  cas  l’intégrale  Z est  elle-même  une  intégrale  Eulé- 
riennc  de  première  espèce , qui , en  mettant  a;  à la  place  de  .r*, 

devient  \fxr—\dx{  1 — x)-',  et  peut  être  représentée  par 

î (r — î,  1 — r);  sa  valeur  est  donc  Z=  j.— — et  en 

m * ï 

vertu  de  l'équation  précédente , on  doit  avoir 

r(r— i)r(i— r) r(ar-i)r(i— r) 

— 3 . — , 

ou  T(r— - j)rr:=  r-jr(ar — i).a*~ Faisant  r*=  J — f—  a , on  a l’é- 
quation connue  : 

r*r(«-K)  = r(a«).ri.a'— , 
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ce  qui  vérifie  nos  calculs  sans  offrir  une  nouvelle  propriété  des 

fonctions  T. 


(118).  Reprenons  maintenant  l'équation  (b),  pour  en  déduire 
quelques  autres  corollaires.  Si  l'on  fait  d'abord  r=o,  on  aura 


fi 


x"  *dx 
(î-far)" 


(i+a)— 


r(n— I) 

■ rn 


(l  +«)- 
n—  i » 


c’est  ce  qu’on  trouverait  immédiatement  en  faisant  i-j-ax  = ^. 

Si  dans  la  même  équation  on  fait  «==  i,  et  qu’on  substitue  la 

valeur  I7T(  i — r)  — — . on  aura  la  formule 

' ' un  «r r ' 


w /c7+^)0-Tÿ  = ( ' + “)"'• 

Celle-ci  peut  encore  se  démontrer  directement  d’une  manière  fort 

simple.  Soit  — — = — r — . ou  r = — - — — — , on  aura  la  trans- 
r 1 — x o+i  ’ a -+  i -)-  z ’ 

formée  ( i -f-  a)~ ’ J~  , laquelle  devra  être  intégrée  depuis 

s = o jusqu’à  s = oo;  sa  valeur  devient  donc  (i 


(ng).  Soit,  pour  abréger,  x'~‘d.r(i — j-)-'  = dv  ; si  on  prend 
les  différentielles  successives  de  l'équation  (c)  par  rapport  à a , 

et  qu’on  fisse  - —A , on  aura  celte  nouvelle  suite  d’intégrales  : 


« 


/r£=  = *■+*>“• 
fô&r  = i-S(.. +*rV 
/ôf^  = LSiAC'+“>~ 

etc. 
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Mais  en  faisant  p=\-\-ax,  on  a i=p — axz=(p — ax)'z=( p — ax)3,  etc.; 
d'où 


J_ l a^v  j i a ar 

p‘  p p>  » p‘"  p p~' 


arx' 

"7 


3 ax  , 3aV  a^x1 

v» elc- 


p* 


p' 


Oa  connaît,  parles  formules  précédentes,  les  intégrales  f—, 

/xdv  /%x*dv  , 9 ^ 

~pT  t J ~pT  t etc.;  donc,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  on 

aura  les  formules  suivantes  : 


..  fô+ï7T-=À,l+"r('-r'TTï;)  ’ 
f(rè^=À(’+‘)-(—='TTi+r- T?  • rriv)- 

etc.  , 

formules  dont  la  loi  est  facile  à saisir;  elles  supposent  toujours 
i +«  positif  et  r< i. 

(iao).  Soit  proposé  de  trouver  l'intégrale  )>  <^ans 

•laquelle  les  nombres  i +a,  *i  sont  supposés  positifs.  Comme 
on  a 


(i  4-ai.)  (i  -t-if)  a — A'l-f-û.r  a — A ‘ 1 -f- Ar  ’ 


l'intégrale  proposée  est  la  même  que  ~ -j  j~ 
ainsi  on  aura  généralement 


b r dv 

a — b J î -j-bx  * 


</) 


/c+a«iWS = éi 


Dans  cette  formule  faisons  n=c(cos8-(- y/— i sinfl),fc=c(cosfl-  {/ — î sinfl), 

ensuite  p'  = i + accos9  -4-c*  et  tangX  = — |rMn<  . , nous  aurons, 
r ‘ 1 o î 4-  c coa  # ’ ’ 
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par  ces  substitutions  , 


(s) 


A 


du 

-f-  a ex  cos  ê + " 


a §in(fl — ta) 


( 1 2 1 ).  D’après  ces  diverses  formules,  il  est  visible  que,  si  ^ est 

une  fonction  rationnelle  de  x,  dans  laquelle  le  dénominateur  Q 
ne  se  réduit  à zéro  pour  aucune  valeur  de  x comprise  entre  o 

et  i , on  pourra  toujours  exprimer  1 intégrale  J —— , ou  J > 

par  une  quantité  de  la  forme  ^4-^.  B,  B étant  une  fonction  al- 
gébrique de  quantités  connues. 


Second  cas.  n=r,  p — r 


(laa).  Alors  l’intégrale  proposée  est  Z = f yz^y(f^axy  » et 
en  faisant  A = — - , on  aura 

■y a ( . , r «— r aa  , r.r+i  i—r.a— r 4<*'  , N 

L—K  ^,+7  • -j-  • Tq^+T-T  • —O (ï+âp  + elc/ 


Pour  voir  plus  clairement  la  loi  de  cette  suite  que  nous  désignerons 
par  Q,  soit  r—  1 , nous  aurons 


1 — m*  a . 1 — m\q — m‘  o*  , 1 — m’.q — m*.a5 — m*  a1  , 
î .a.3‘  i+<i  ‘ î. a. 3.4-5  "(i-pa)*”*  i.a.34-5.6.7  "(t+o)3  ' 

Cette  suite  est  connue,  au  moins  lorsque  m est  un  entier  impair, 
et  suivant  la  formule  donnée  art.  256  de  1 ’lnirod.  in  An. , on  a 


msinl" 


Donc  si  on  fait  — r—  = sin*0 , ou  a = tane‘6 , on  aura 

i + a 1 ° ’ 


Q = 


sinml 

main  •* 
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Mais  il  fant  démontrer  que  la  formule  précédente  , trouvée  pour 
le  cas  où  m est  un  entier  impair,  a lieu  pour  une  valeur  quel- 
conque de  m. 


(ia3).  Quel  que  soit  m , le  sinus  de  l’arc  m8  a pour  expression 

• a a m’#3  . m5*5 

sin  mV  = mtt > -4 — etc. 

i.a.3  1 1.9. 3. 4- 5 

Mais  l’arc  9 que  nous  pouvons  supposer  < £ tt  , se  développe  de 
même  en  cette  suite  convergente 


:sin  sinsl 

9.3 


1.1. 3,3 
1.345 


sinJ8  ■ 


1.1. 3. 3. 5.5 
a. 3. 4-5. 6. 7 


sinr0  -f-  cte. 


Donc  quel  que  soit  m , la  valeur  de  peut  se  développer  en 

une  suite  de  la  forme  sin  0 + A sins8  -j-  B sin50  -f-  etc. , les  coeffi- 
ciens  A , B , C , etc.  étant  des  fonctions  de  m qu’il  s'agit  da 
déterminer. 

Pour  cet  effet , soit  sin  0 = x , et 


- =r  + Ax3  -f-  Bxs  + Cx’  -f-  etc.  : 

on  aura  en  différentiant  de  part  et  d’autre  par  rapport  ài  8,  et  met- 
tant au  lieu  de  ^ sa  valeur  cos  0, 

cos  m8  = cos  8(1+  3Ax*  -f-  5Bx-*4“  7Cx‘  -f-  etc.)  : 

différentiant  de  nouveau  par  rapport  à 0 , il  vient 

m sin  m 0=(  1 — a . 3 A ) x -f-(  5* A — 4 • 5B  )x3  -f-(5‘B — 6. 7C  )xi-{-  etc. 

Égalant  le  second  membre  terme  à terme  à la  valeur  du  premier 
qui  est  * 

m'x  -j-  m'Ax3  4-  m'Bx5  4*  etc.  , 

on  en  tire 


a _ ' — m’  t>_A(9  — m*)  ^ _ B(a5  m’)  ... 

A — ,.3  > D iX  * C STÏ > CtC* 


4-5 


b. 7 
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Donc  on  a généralement,  quel  que  soit  m , 

«in  m*  . i — rn*  . _ . i — m*.q — m*  . , . i— m’.q— m*.a5 — m*  . , , ' 

— ;=H 5— sin*(  H =-Ç~sin<«  -f  »in‘*  + etc., 

main*  a. 3 1 a. 3.4.5  a. 3. 4-5. 6. 7 

et  il  résulte  de  la  même  analyse  qu’on  a en  même  temps 

»*  , 1 — rn‘  . . 1 — m’.q — m*  . . 1 — m’.q — m*.a5 — m*  ....  . 

r= H sin*H »in<<  + - V-7~-ë sm>  + e,c' 

* a ' a. 3. 4 a. 3. 4. 5. 6 


cos  m# 


(ia4).  Cela  posé,  l'intégrale  cherchée  sera  donnée  par  la  formule 

(A)  * f x'~idx  =À  cos*'fl.^£=^ 

v ' J (t— x)'(i-Hw)'  (ar— i)siu  * 

dans  laquelle  A = , et  où  l’on  suppose  r < 1 et 

tang  6 = y'a. 

Si  l’on  fait  a = 1 , ce  qui  donne  0 = iqr,  la  formule  devient 
(0  f j- = .Asin(ai i)^- 

j c* — *•)  ar — » v 4 

Le  premier  membre  est  une  intégrale  Eulérienne  de  première  es- 
pèce qui  peut  se  représenter  par  ~ , 1 — , et  dont  la 

valeur  est  i.LÜJldtllJpLlrzIÏ.  Ainsi  en  remettant  la  valeur  de  A, 
* r(»—  ir) 

on  devra  avoir  entre  les  fonctions  r l’équation 

* r(î-ir)  (r — i ) V*  K 

Si  l'on  a /•>  j,  soit  r — j-J-aa,  cette  équation  devient 

F K = + . 3— “ sinaTT. 

, T(i — a)  sa  y* 

Mais  on  a T (1+  aa)  = aa  r(aa),  et  Ta  T(i  — a)  = -ju  ; de  là 
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résulte  l’équation  connue  ( * ) 

rar(i  + a)=r(aa).-**.3*— , 

équation  à laquelle  on  serait  également  conduit  en  supposant 
r = j — 2 a.  ' 


(ta5).  La  formule  (h)  ne  pourrait  plus  avoir  lieu  si  a était  né- 
gatif; mais  en  éliminant  l’arc  8,  qui  alors  deviendrait  imaginaire  , 
on  peut  parvenir  à la  vraie  intégrale. 

En  effet,  si  on  change  le  signe  de  a,  on  aura  tang  6 = |/( — a), 
sin  0 = y/ (tÏ~)  » cosD  = \J ; substituant  ces  valeurs  dans 
la  formule 


q ( cos  » ■+•  V—  • sin  I)"—  ( cos  t — V — i ain  s)" 

1 m a 1/ — i * 


et  faisant  m — ir — i , on  aura 


sin  (ar — i)  « (i  -t-  t /a  — (i  — y /a)" 

siu»  aj/a.(i — a)1- ‘ 


on  a en  même  temps  cos*'0=  (i  — a)~' donc 

»in(ar-i)«  fl  _ ( ! - Va)'-"- ( . + Va)'-"  . 

sin  I * U Vu 


(*)  M.  Poisson,  dans  le  tome  IX  du  Journal  de  F École  Polytechnique,  a 
trouvé  des  résultats  analogues  à ceux  que  nous  venons  d'exposer.  Il  parvient  , 
page  146 , à une  équation  entre  deux  intégrales  Eulériennes  , qui  au  fond  est 
la  meme  que  l'équation  ( i) ; et  il  ajoute  que  cette  équation  contient  une  nou- 
velle relation  qui  peut  servir  à la  réduction  de  ces  transcendantes.  On  voit  ici 
qne  cette  équation  ne  conduit  qu’à  une  formule  connue , dont  l'équivalente  a été 
donnée  page  384  des  Exercices  du  Calcul  intégral , et  plus  anciennement , 

page  qS  du  Mémoire  sur  les  Transcendantes  elliptiques. 
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donc  l’intégrale  cherchée 


(*) 


r x'-kdx  _ . (I— s/d)'-*’—  (■+✓0)—' 
J^-xyu-ax)’  ’ (ar — 1)  aya  * 


et  on  aura  toujours  A — — .* — li; 

(iaG).  Dans  cette  formule  il  faut  qu’on  ait  a < i ; on  peut  ce- 
pendant faire  a=-i  , pourvu  qu’on  ait  ar  < i.  Alors  la  formule 
devient 


/. xr  *dx 
(i  — xy 

Mais  le  premier  membre  est  une  intégrale  Eulérienne  de  la  pre- 
mière espèce  dont  la  valeur  est  r *~r  — — ; donc  on  doit 

* v » '/ 

avoir  entre  les  fonctions  T , l’équation 

r(i 


a’~1r  r (r  + j )r  ( i—  r) 
i — ar  ‘ Vit 


1)  F Q — ar) a’"*'  r(r  + j)r(i-r) 

J — r ) » — ar  * y*- 

Mettant  au  lieu  de  T (y  — r)  sa  valeur  (ÿ  — r)T(j — r)  , et  fai- 
sant j— r=a,on  retombe  encore  sur  l’équation 

r«r  (i  + a)  = r(aa).7r‘.a’— , 
qui  prouve  l’exactitude  de  nos  calculs. 

(137).  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  que  la  formule  (Ar), 
qui  est  le  résultat  d’un  calcul  assez  compliqué , peut  s'obtenir  plus 
facilement  par  une  autre  voie.  Si  dans  l’expression  différentielle  on 
développe  le  facteur  ( 1 — ax)~’t  on  aura 

rr  f'xr~'idx  / , _ . r.r+i  , . , r.r+ 1 .r-f-  a , , , . \ 

z=y  (7=îÿO + ^ + — + — 3-a  ^ +eic-> 

Or  en  intégrant  les  termes  successifs , on  a 


Digitized  by  Google 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  IL 


/xT  * do. 


dx  _ r(r  + i)f(i  - r) 


ri 


A, 


f'xr+*  dx r(r+5)r(i  — r) t r+i 

J ( i — xÿ  ri  —a.— r-, 

'x'^^dx r(r+;)  r(i  — r) , r-f-  ; .r-f- 


/x  * !’r k k » -r  , > i >,■  — i ) A < 

O-xy—  FJ  — A'  t->  - 

etc. 

Donc  l'intégrale  cherchée 

Z = AC,+^3-<,  + "a.  3.4  g — fl  +C,C> 

Il  est  facile  ensuite  de  voir  que  la  série  qui  multiplie  A , n’est  autre 
chose  que  le  développement  de  la  quantité 

(i  — y/q  )-»'  — ( 1 4.  y/a)— ' 

(ar—  O-aj/a 

5ûLi»  r.  J***  .. 

Ainsi  on  obtient  immédiatement  la  formule  (k) , et  cî$  celle-ci  on 
pourrait  déduire  facilement  la  formule  ( h ),  au  moyen  des  réduc- 
tions que  donne  la  formule 

( cos  6+  y/ — 1 sin  0 )"  = cos  »i0  + y/ — 1 sin  m9. 

A "•  ' 

Tmtsicme  cas  : p = r -f-  n. 

* r ' : “ --  t-.IU.lcJ- 

(128).  Alors  l’intégrale  proposée  Z= J~ —_^x)'r^axy,  et  la  suite 
à sommer  est , en  faisant  a.  = — . 

’ 1 +a  ' 


Q.  1 — r mn  . 1 — r.a — r ru’  . 1 — r.a — r.3 — r 
= 1 H . — ; 

1 i+n  ' 1. 


.a  a+n 


1 .a.  3 ‘3+n 


• etc. 


Pour  avoir  la  somme  de  cette  suite , supposons  pour  un  moment 
qu’on  ait 

Q/x‘  , > —r  »r*+1  . 1 — r.a — r ■**—•*  . \ 

\a'  1 n-f-i  i.a  « -y-  a / 

16 
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en  différentiaut  par  rapport  à x,  on  aura 

</Q  ==  «JT*-1  dx  (x  -J-  ■ ~ r xx  •+-  — ~ ° ~ r *'x*+  cte.^, 

ou  dQ  = ; donc  Q ==  cetle  intégrale  étant 

prise  depuis  x = o jusqu’à  x — i. 

Cela  posé  , comme  on  a en  même  temps 

» r (»  -f-  r)  r ( i — r)  _ r(n  + r)r(i  — r) 

r(n-f-i)  nrn  ' 

l’intégrale  cherchée  sera  exprimée  ainsi, 

,,1  r xrJ*'~'dæ  r(n+r) r(i — r)  , , _N_,  C x—'dx 

(0  y (,-^cy  (,+«,)■— ET Jî^Trÿ-'’ 

d’où  il  suit  qu'en  regardant  les  fonctions  T comme  connues,  cette 

/t  ' i ^ y 

^.y-,  » 

prise  entre  les  mêmes  limites  et  dans  laquelle  a = — + 

(129).  Lorsqu’on  change  le  signe  de  a,  il  convient  de  mettre 
sous  une  autre  forme  le  facteur  P = (i  — a " f* - — - — ; 

’J  o+i^-.r 

Soit  alors  x = — — on  aura  P = ^ , et  les  limites 

de  cette  intégrale  seront  encore  2 = 0,  2 = 1;  de  sorte  qu’on 
peut  changer  2 en  x,  et  on  aura  pour  ce  second  cas  la  formule 

( \ f x'*"~‘dx  r (n+r)  r (1— r)  r x'-'dz 

''  Jo-xyu-^y-  rn  yo-ax)-’ 

(i5o).  On  peut  parvenir  directement  à ce  résultat  en  développant 
dans  la  formule  proposée  le  facteur  (1 — ax)~ *,  ce  qui  donne 

z =y  (7=Tÿ(,+n<w;H — r-0*  +elc-> 
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Or  en  intégrant  les  diflërens  termes , on  a 

/xM"‘-' <£r r(r  + n)r(i — r)  _ r(r+n)r(j — r)  1 

(i— x)r  r(i+n)  Fn  'n* 

/x'*"  dx  r(r-t-n-H)  r(i— r) r (r-fn)  r (i — r)  r-H> 

(l — -c)’  — r (a-f-n)  m "n.n+ i* 

/xT*m*''dx r(r+n+i)  r(i — r) r ( r-\-n ) r (1 — r)  r+n.r+n+t 

0 — x)'  r (3+n)  r n " n.i t+i.n-f-a 


n.it-pi  .n-f-a  * 


Donc  l’intégrale  cherchée 

■^_.r(r+n)  r(r— n)/l  ■ r+n  a r+n.r-f-n-f-i  a*  i ctc  V 
Ta  \n  ‘ i ' n+i  * 1 .2  *n-|-2™  /* 

la  série  comprise  dans  cette  formule  n’est  autre  chose  que  la  valeur 

/*  -^.n — § t t 

i ainsi  oa  obtient  la  même  formule  que 

ci-dessus. 

Dans  les  deux  cas,  si  n est  entier,  on  pourra  trouver  exactement 

/»  — ldx  f*  xM~,dx 

, J gj.ÿz'r  ! il  suffit  pour 

cela  de  faire  i — ax  ou  i — ax  — z ; mais  ces  cas  particuliers 
sont  compris  dans  le  résultat  général  de  l’article  tai  , et  il  est 
inutile  de  s’y  arrêter. 


S IV.  De  T intégrale  Z — - et  autres 

* ° J i — arcojaaz-t-r* 

semblables , prises  depuis  z = o jusqu’à  z = oo. 


( 1 3 1).  On  pourra  toujours  supposer  que  r est  plus  petit  que  l’unité; 
car  s’il  était  plus  grand , on  mettrait  p à la  place  de  r , et  on  aurait 

une  intégrale  de  même  forme  dans  laquelle  r serait  plus  petit 
que  l’unité. 

Cela  posé,  si  l’on  développe  suivant-  les  puissances  de  r la 
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quantité  P — , _ > oa  auia  Par  ,es  ProPric'le's  des 

sériés  récurrentes  , 

P =:  sin  aaz  -4-  r sin  l^az  -f-  r*  sin  Saz  r3  sin  Sus  •+•  etc.  , 


ce  qui  donne 


= f --  ( sin  a az  -4-  r sin  Aaz  + r*  sin  6az  + etc.  ). 

J *•  ' 


Mais  par  la  formule  ( a ) de  la  troisième  partie , page  358 , on  a 
l'intégrale 

/zdz  sin  hz  *■  ^_Aj<  _ 

m*  + 1*  5 e ’ 

donc 

Z = - ( e~“"  -f-  «?-<*"  + r'e_t"  + etc.)  , 


ou  simplement. 


Z = 


c’est  la  valeur  de  l’intégrale  cherchée. 

On  peut  d’ailleurs  changer  le  signe  de  r : ainsi  on  aura  tout  à 
la  fois  les  deux  formules 


(") 


(*) 


/*  zdz  sin 

* i + r*- 

/*  zdz s 

iüv  * i + r* 


oaz 


ar  cos  2 az 
sin  a az 


-j-  ar  coâ  a az 


Ces  deux  formules  supposent  r < i ; mais  elles  seront  encore 
vraies  lorsque  r=  i , et  alors  on  aura 


M 

(-0 

( 


/ 

/ 


zdz  cot  az 
m * -+•  z* 
zdz  tangos 
m*  -4“  i‘ 


ir 


i3a).  Si  après  avoir  ajouté  les  deux  équations  (a)  et  ( b ),  on 
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met  a à la  place  de  aa  , et  r à la  place  de  r*,  on  aura  cette  nou- 
velle formule 

. . r zdz  «in  az i * r"* 

CO  J m*-(-  s*  * 1 -f-  r* — ar  cos  ttaz  1 + r *«**“•—  r 


Faisant  dans  celle-ci  /•=  i , on  a 

(/) 


/'zdz  1 _ 

m’+s'  ’ sin  az  — »’ 


(i33).  Si  on  multiplie  par  4 nrf«  les  deux  membres  des  équa- 
tions  (a)  et  (A) , et  qu’enSuite  on  les  intègre  par  rapport  à a depuis 
a — o , on  aura  les  deux  formules 

(S)  fjf-i  log  (H-  » cos  2a=)  = TT,  ,0g  ( ' ‘ - re~M)  > 

(h)  / loS  (‘  + r*~  ar  cos  aa0  = ^ loS  ( ' 1 + ) * 


Si  dans  ces  équations  on  fait  r = i , on  aura  ces  deux  autres 
formules. 


(0 

(*) 


— log  (- — - 

— log(i±î^" 
am  ° \ a 


-■) 


) 


y 


f 


d’où  résulte  cette  troisième  , 

(0  los  Un8 ÛS  = £ lo8  (^rr) 


(,34).  Si  on  différencie  par  rapport  à r les  équations  (g)  et  (A) , 


on  aura  encore 

les  deux  formules 

M J 

r d z 

r — cos  aar 

JT  * I 

m’+s*  ‘ 

i -|-  f1  — ar  cos  aez 

a m * eM"  — r 1 

(«)  J 

C dz 

r-|-cos  2<25 

» 1 

i 1*  -p  ar  cos  aoa 

am  * «***  -p-  r* 
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Ces  équations  pourraient  se  démontrer  directement  au  moyen  des 
deux  formules 

cos  p -f-  r cos  a<p  -f-  /•*  cos  5?  -+-  r*  cos  4P  + etc.  > 


a m 

Si  l'on  différenciait  les  formules  que  nous  venons  de  trouver 
par  rapport  aux  constantes  qu'elles  renferment , on  en  déduirait 
une  multitude  d'autres  formules  plus  ou  moins  remarquables;  mais 
nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  gram^  details  à ce  sujet.  Nous 
devons  seulement  ajouter  que  les  formules  ( c ) , (d) , (J),  (r)  , 
(A),  (/),  très-remarquables  dans  la  théorie  des  intégrales  définies, 
sont  ducs  à M.  Bidone , qui  les  a publiées  dans  les  Mémoires  de 
l’Académie  de  Turin,  année  181a. 


COS  î — T 


i — ar  cos  ç>  -J-  r* 
di 


f, 


cos  kz = 


$ V.  Formules  propres  à rendre  plus  étendue  la  théorie 
des  intégrales  définies. 


( 1 35).  Dans  les  recherches  précédentes,  on  a pu  remarquer  que 
des  intégrales  connues,  prises  depuis  z =o  jusqu'à  s = oo,  en  ont 
fait  connaître  d'autres,  prises  depuis  x = o jusqu'à  xsi.  La 
transformation  employée  pour  cet  objet , peut  être  généralisée,  de 
manière  qu’en  passant  alternativement  d’un  genre  d'intégrales  à un 
autre  , on  pourra  assez  souvent  trouver  une  infinité  de  formules 
qui  auront  la  même  valeur  ; et  par  ce  principe , la  théorie  des 
intégrales  définies  acquerra  une  nouvelle  extension. 

Dans  les  transformations  dont  nous  allons  parler , nous  désigne- 
rons constamment  par  z la  variable  qui  s'étend  dans  les  intégrales 
depuis  3 = 0 jusqu’à  z = œ,  et  par  x celle  qui  ne  s’étend  que 
depuis  x — o jusqu'à  x = i. 

(»3G).  Cela  posé  , soit  la  formule  fdzp{z)~K,  dans  laquelle 
l'intégrale  est  prise  depuis  3=0  jusqu’à  s = oo  , et  a pour  valeur 


Digitized  by  Google 


I 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  II.  ia7 

la  quantité  connue  A.  J'observe  que  l’intégrale  dont  il  s’agit , peut 
être  considérée  comme  composée  de  deux  parties , l’une  prise  depuis 
3 = 0 jusqu’à  z—m  ( m étant  positif  ) ; l'autre  prise  depuis  3=  m 
jusqu’à  s = oo.  Pour  avoir  la  première  partie  , je  fais  s = mx , et 
j’ai  l’intégrale  f mdx  $(mx) , laquelle  devra  être  prise  depuis  x=o 

jusqu’à  x—  i.  Pour  avoir  la  seconde,  je  fais  z=  — , et  en  changeant 

le  signe , j’ai  l’intégrale  J ç qui  devra  être  prise  également 

depuis  x — o jusqu'à  x = i.  Donc  en  réunissant  ces  deux  parties, 
on  aura  une  nouvelle  formule 


(a)  fmdx[<p(mx)  + ±<p(?)J  = A, 

laquelle  devra  avoir  lieu , quel  que  soit  m , pourvu  qu’il  soit 
positif,  et  pourra  même  en  fournir  une  infinité  d'autres  en  la  fai- 
sant varier  par  rapport  à m. 

Ainsi  en  désignant  par  <p'  (x),  et  semblablement  par^"(x), 
on  aura 

fdx  [V  (mx)  4-  p g)]  ~r> 

(b) 

fdx  [x?"(mx) +!?”(")]  = ~r , 
etc. 

(i37).  Soit,  par  exemple,  (z)  = ; , auquel  cas  A = 

on  aura  e (mx J = — ; , a 

T v ' l+mx’  T 

formule 


©=' 


m -j-  x 


-,  ce  qui  donnera  la 


« 


x—'dx 
i + mx 


+ 


x~“  dx 
m- f-x 


^ = AmT* 


* m~* 
sin  air' 


{ 


x=  o 

X=  I 


Cette  formule , dans  le  cas  de  m = i , revient  à la  formule  de  l’ar- 
ticle 96;  mais  elle  est  plus  générale,  puisqu’on  peut  donner  à m 
une  valeur  quelconque  positive. 
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(i38).  La  généralité  de  cette  formule  est  telle  qu’on  pourrait 
dotftierà/n  une  valeur  imaginaire.  Soitdonc  m=c(cos8+j/ — i sinfl), 
et  on  obtiendra  par  la  substitution,  ces  deux  formules  , 

— cos  «fl  , 

élu  av 

kc~ *_1  <in  al 
sin  a*  " sin  I " 

On  peut  remarquer  sur  celles-ci  que  la  première  est  contenue  dans 
la  seconde,  et  que  celte  dernière,  dans  le  cas  de  c = i , s'accorde 
avec  la  formule  du  n°  io3. 

La  formule  (c)  contient  une  constante  arbitraire  m , la  formule  (d) 
en  contient  deux  , c et  fl  : il  est  visible  que  par  la  différentiation 
répétée  de  ces  formules  relativement  à l’une  des  constantes  arbi- 
traires m,  c,  9,  on  en  déduira  une  infinité  d’autres  intégrales  qui 
toutes  auront  une  valeur  connue  ; d’où  l'on  voit  combien  est  féconde 
la  transformation  dont  nous  avous  fait  usage. 

( 1 5g).  Nous  avons  considéré  l’intégrale  fdz<p{ s)  comme  compo- 
sée de  deux  parties  ; on  pourrait  de  même  la  considérer  comme 
composée  de  trois  ou  d’un  nombre  quelconque  de  parties , et  de  là 
naîtraient  de  nouvelles  formules  dont  le  nombre  pourrait  être  multi- 
plié à l'infini. 

Concevons  , par  exemple,  que  l’intégrale  fdz  <p  (s)  soit  composée 
de  trois  parties  ; la  première  de  : = oà  z — m,  la  seconde  de 
z — m à ; = nr-\-  n , et  la  troisième  de  : = ;«+«  à ; = œ.  La 
première  partie  sera  donnée  par  l’intégrale  fmdx  <p  (nu r) , prise  depuis 
x = o jusqu’à  x — i ; la  seconde  par  l’intégrale  J'ndxtç(m-{-nx)  , 
prise  entre  les  mêmes  limites  ; et  enfin  la  troisième  par  l’intégrale 

<p  (m  -f-  On  aura  donc  la  formule 

(e)  fdx  [mp(mjr)  njr) + J;  (m-f-  ^ = A , 

dans  laquelle  m cl  n sont  deux  constantes  arbitraires  qu’on  doit  sup- 
poser 


/( 

/( I 


-f-cx  cos  i)  , x~Adx  ( r 4-  r coa 
t zcx  coa  I + c‘x'  x‘  -f-  aex  cos  * -J- c y " 


x*<ix 


°dx 


4- aex  coa  * -)- 1 ‘x*  1 x'4-  aexcos  t -f- 


?)  = 
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poser  positives,  mais  qui  à la  rigueur  pourraient  ne  pas  l'être , puis- 
que si  on  conçoit  l’intégration  effectuée  dans  le  premier  membre  de 
l'cqualion  (e)  , le  résultat  ne  doit  plus  contenir  les  constantes  m et  n. 

(140) .  Le  même  principe  de  décomposition  peut  s’appliquer  à 
l’intégrale  fdxp  (x)z=  A,  prise  depuis  x = o jusqu’à  x=i.  En 
effet , cette  intégrale  peut  être  considérée  comme  composée  de 
deux  parties  ; la  première  depuis  x = o jusqu’à  x = w,  la  seconde 
depuis  x = m jusqu’à  x = 1.  La  première  partie  est  donnée  par 
l'intégrale  fmdx  p (rax)  , prise  depuis  x = o jusqu’à  x = 1 ; la  se- 
conde se  trouve  par  l’intégrale /"(î — m)dxp  [/n-f-(i-ww)  x]  , prise 
entre  les  mêmes  limites.  On  a donc  la  formule 

(J)  fdx  [mp  (mx)  + (1 — m)  p (m+x — rai)]  = A.' 

(141) .  Soit,  par  exemple,  l’intégrale  fx*~‘  dx(i — x),-,  = A, 
on  en  déduira  la  formule 

fdx  Q/rx—  ( 1 —mxy~'+(  1 -+-*)”  ’(i— x/— ^]=A. 

La  seconde  partie  se  simplifie  en  mettant  1 — x à la  place  de  x 
et  changeant  son  signe,  ce  qui  donne  toujours  les  mêmes  limites; 
par  cette  substitution,  la  formule  devient 

"K1  — X)"~D=A 

on  a d’ailleurs  A = 

Si  l'on  prend  m = j , on  a _ 

(A)  f\pcf~'dx(  2 — xy~l  -\r  xT~'  dx  (a — x)*-']  = a’+'-'A. 

Cette  formule  peut  servir  à trouver,  par  approximation,  la  valeur 
de  A ; elle  ne  diffère  pas  de  celle  qui  a etc  donnée  article  ai  , 
deuxième  partie. 


>7 


i3o  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

(■4a).  On  conçoit  que  les  transformations  peuvent  être  varie'es 
d’une  infinité  de  manières,  de  sorte  qu’une  formule  assez  parti- 
culière peut  conduire  à une  infinité  d’autres  contenant  des  para* 
mètres  arbitraires;  mais  il  est  surtout  une  de  ces  transformations 
que  nous  devons  rapporter,  et  par  laquelle  une  intégrale  prise  entre 
les  limites  x = o,  x = 1 , peut  être  changée  en  une  nuire  dont  les 
limites  seront  2 = 0 , z=oo. 

Soit  fdx  <p  (x)  = A l’intégrale  donnée  qui  doit  être  prise  entre 
les  limites  x = o , x = 1 ; je  fais  x — — , m étant  un  nombre 

quelconque  positif,  et  alors  il  est  visible  que  les  limites  de  la  trans* 
forme'e  seront  s = o , z=co:on  aura  donc  la  formule 

(■)  /ôfb«(7Tia)=A-  cr. 


(i45).  Soit,  par  exemple,  la  formule  1 — x)'-'  = A , 

on  aura  la  transformée 


(*) 


fu 


' dz 


• mz  )*■ 


: Am-* , 


formule  où  l'on  peut  faire  m = 1 , sans  diminuer  sa  généralité. 
Soit  encore  proposée  la  formule 


J'  djc  ( .E*-'  - 


'dr  ( x“~'  — X*  ) _ 
■ x 


-.•71  COt  07T; 


la  substitution  x : 


1 -f-  mz 


donnera 


f[nfz‘  '«fc(i +»«)-* — m'—z—dz  (1+7712)—'  ] = tt  cot  at  , 

formule  dont  les  deux  parties  sont  infinies  comme  celles  de  l'in- 
tégrale en  x d’où  elles  sont  déduites. 

Si  on  fait  m—  t dans  celte  formule,  on  trouvera  par  l’équation (n) , 

n°  110,  que  le  premier  membre  se  réduit  à — — Ia. 

a ( 1 — a ) da  ' 

quantité  égale  à 7r  cot  air,  suivant  la  formule  (19),  n*  54. 
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Ces  exemples  suffisent  pour  faire  voir  combien  est  féconde  la 
théorie  des  intégrales  définies  ; mais  la  richesse  de  cette  branche 
d'analyse , comme  celle  de  toutes  les  autres , consiste  bien  moins 
dans  le  nombre  des  formules  que  dans  le  choix  de  celles  qui 
réunissent  l’élégance  à la  simplicité , seules  qualités  qui  peuvent 
les  rendre  propres  à de  nombreuses  applications. 

$ VI.  Formules  pour  trouver , par  approximation  , les 
différences  finies  /“s*  et  S'"  s~* , lorsque  n est  un  grand 
nombre. 


(144).  Lorsque  le  nombre  n n’est  que  de  quelques  unités  , la 
différence  finie  de  l’ordre  n , S' s'  t prise  en  supposant  que  la 
variable  s croit  continuellement  de  l’unité  , se  détermine  par  la 
formule  connue 

S"  = (i-f-n)* — n (r+n — «)*+  — a)‘ — etc.  ; 

il  en  est  de  même  de  /'s-*. 

On  peut  aussi  déterminer  <T*  s‘ , ou  en  général  S'y , par  les  coeffi- 
ciens  différentiels  de  la  fonction^  , au  moyen  de  la’formule 


dans  laquelle  les  coefficiens  N',  N'',  etc.  sont  des  fonctions  de», 
données  par  le  développement  de  la  fonction 


( e*—  i )*  = x*  ( x -f-  N'x  + N''x*+  Nmjc»+  etc. ). 
En  effet,  comme  on  a par  le  théorème  de  Taylor, 


* = 2 + ;-3’+n-3:  + «“-. 


cette  formule  peut  se  représenter  plus  simplement  par«ty — i). 


i3a  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL, 

en  convenant  qu’après  avoir  développé  e4 — 1 suivant  les  puissances 
de  d , chaque  terme  jd"  se  changera  en  Cela  posé  , on  aura  , 

d’après  la  même  hypothèse , J"y  — J ( — i )*,  ce  qui  donne  , après 
le  développement  de  (e4 — i )*,  la  formule  précédente. 

, , dH  S* 

Comme  on  a en  général  = a.  a — i.a — 3 ...(a — n-f-i)  j*-*, 
la  différence  finie  J‘  s‘  pourra  s'exprimer  aiusi , 

(4)  t‘s“=a.a — î.a — a. ...(a — °t— — - +*,c^» 

formule  qui  pourra  servir  à déterminer  J' s *,  lorsque  a — n sera 
beaucoup  plus  petit  que  s. 

(i4**).  On  peut  mettre  cette  même  différence  sous  une  autre 
forme  plus  convergente.  Pour  cela,  je  reprends  l’équation  symbo- 
lique J‘yz=:j'[ei — i )*,  à laquelle  je  donne  la  forme 

Jy  = yeA'1,  (e‘J — e *d)*;et  comme,  en  supposant  y = <p(s)f 
la  quantité  désignée  par  ye'Jn  esty-f-j/i.^-f-^(;n)* 

1 d'y 

-f-  n)5  yp-  •+■  etc. , ou  <p  (f+ï  n)  ; si  en  considérant  d comme 

une  quantité  algébrique , on  fait  le  développement  de  la  fonction 
(e'd — e ‘'Y,  duquel  résulte 

( e'  " — e i d Y = d' ( I + A ’d‘ -f-  A”d*  + A "’d* -f  etc.)  , 
on  obtiendra  cette  nouvelle  valeur  de  £mj  ou  £m  <p  (5)  9 

Jn  f/"-4-* 

(c)  J,*fW=£ïf(*  + i*)+A  (a-H/O+A'j^f  (t  +£n)  +ete. 


(146)-  L’application  de  celte  formule  à la  fonction  s“  donne 

, *.m  m _r"  , , , o-n . tf-n-i  , a-n.a-n-i  . a-n-a . a-n-3  . *~1 

(d)  ^K(,-Kn)~[_.+A  .^-+W+A'. +etc 

où  l'on  a fait  K — a. a — i .a — 3.... (a — «+ i). 
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Cette  formule  pourra  donc  servir  à déterminer  «T*  s*  dans  le  cas 
où  a — n serait  très-petit  par  rapport  à s -f-  -J  n.  Il  faudra  y substi- 
tuer les  valeurs  des  coefliciens  A',  A'',  etc.  données  par  le  déve- 


loppement indiqué.  Ces  valeurs  sont  A'  = £^ , A"  = 
On  en  déduirait , par  exemple. 


5 n‘ — an 
5760 


etc. 


S’s- 
S -s-*' 

S-S-*- 


— 1.2.3 n=r(n-f-i), 

= T ( n-f-a).(î-f--î  n)  , 


[>  + *«)*+£], 


etc. 


Mais  ces  cas  ne  sont  que  particuliers,  et  il  convient  de  considérer 
le  problème  sous  un  point  de  vue  plus  général. 


(147).  Soit  Z = fx^~ ' dx  (l È)  , cette  intégrale  étant  prise  de- 
puis x = o jusqu'à  x=  1 ; si  on  fait  x‘  = z , on  aura  la  transfor- 
mée Z = s~m  fdz  (l  , laquelle  devra  ê.tre  intégrée  encore  depuis 
3 = 0 jusqu’à  z=i.  On  aura  donc  Z=  s— ‘Ta  , et  de  là, 


<0 


Ta 


La  puissance  s~  * étant  mise  sous  cette  forme , il  devient  facile 
d’exprimer  aussi  par  une  intégrale  definie  la  différence  n''”'  de 
s~‘  ; car  en  faisant  varier  s d’une  unité  , on  a successivement 
J'x‘-'  = x'—(x — 1),  S‘X—  = x—‘  (x — 1)*,  et  en  général  J‘x'-‘ 
= x“~ 1 (x  — 1 )*  ; donc  la  différence  cherchée 

(/)  ^ = ^rfx~'dx(l£T' 

Ainsi  tout  se  réduit  à évaluer  dans  les  limites  x = o,  x = 1 , 
l’intégrale 

Z'  = /x'-<*r(/i)*"'(i-x}-, 


EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


i34 

et  on  aura 


(148).  L’intégrale  U peut  se  trouver  assez  facilement  par  la 
méthode  des  quadratures.  Il  suffit  pour  cela  de  calculer  dans  l’in- 
tervalle de  x = o à x = 1 , quelques-unes  des  ordonnées  de  la 
courbe  qui  a pour  équation 


Cette  courbe  touche  l'axe  aux  deux  extrémités  x = o,  x = 1 ; 
elle  a toutes  ses  ordonnées  positives  dans  cet  intervalle  , et  la  plus 
grande  que  nous  désignerons  par  M,  répond  à une  abscisse  xz=m 
déterminée  par  l’équation 


fe) 


S • — X 


nm 
1 — m 


9 


d'où  résultera  M = m‘~‘  Çl  — 'j  (i  — m)m. 


Plus  on  supposera  grande  les  nombres  s et  n , plus  les  ordon- 
nées décroîtront  rapidement  en  s’éloignant  du  maximum.  Ainsi 
l’aire  11  ne  pourra  être  qu'une  petite  portion  du  rectangle  M X 1 , 
de  sorte  qu’on  aura  Z'  = AM , k étant  une  fraction  assez  petite. 

Au  reste  , la  méthode  des  quadratures  pourra  , dans  tous  les  cas  , 
donner  la  valeur  de  Z'  avec  un  degré  d’approximation  aussi  grand 
qu’on  voudra,  et  auquel  les  formules  analytiques  connues  ne  sau- 
raient atteindre. 


(149).  Si  l’on  veut  cependant  avoir  une  expression  analytique  de 
Z',  on  pourra  appliquer  à cette  intégrale  la  méthode  du  n*  39  , 
troisième  partie  ; on  trouvera  par  celte  méthode  et  en  se  bornant 
au  premier  terme  de  la  série  , 

m' ( 1 — m)"’*'1  (l  — ^ l/air 

I TJ  J ___  \ / 
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w étant  la  valeur  de  x qui  répond  au  maximum  d e y,  et  qui  est 

détermiuée  par  l’équation  (g).  Z'  étant  trouvé,  on  aura  la  différence 

cherchée  S‘  s~“  ±s=  È7  1 ^ TJ. 

ra 

Connaissant  la  valeur  générale  de  s~ *,  on  pourra  en  déduire 

celle  de  <fV;  mais  pour  cela,  il  est  nécessaire  de  distinguer  deux  cas. 


(i5o).  Soit,  i*. 
grale  Z'  devient 


»>a-f-i  ; ên  changeant  le  signe  de  a,  l’inté- 


Z' 


x’—'dr  ( ! — x)" 


Cette  intégrale  peut  toujours  être  regardée  comme  l’aire,  prise 
depuis  j:  = o jusqu’à  x = i , de  la  courbe  dont  l’équation  est 


J 


QT  ' 


Cette  ordonnée  s’évanouit  encore  aux  deux  limites  de  l’intégrale , 
et  si  l’on  détermine  l’abscisse  x — m d’après  l’équation' 


s — i 


nm  («  + ■ ) 


m 


le  maximum  de  l’ordonnée  sera  M=  mt~'  * (t — ni)*.  Ainsi 

on  peut  déterminer  l’intégrale  Z',  soit  par  la  méthode  des  quadra- 
tures qui  donne  une  approximation  aussi  grande  qu’on  voudra  , 
soit  par  la  formule  de  l’article  précédent,  où  il  suffit  de  changer 
le  signe  de  a , et  qui  donnera 


m'  ( i — m)’*'  (l  — ^ J l/ax 
1!  _ \ rnj 

v/Cnm  0^)  ~ (a + ° ( * 7 ro)’] 


Quant  à Ta  qui  devient  T (—a),  il  faut  substituer  sa  valeur  donnée 


i36  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL, 
par  La  formule  de  l'article  68 , et  on  aura 

= (-vr;jnwz,'r(i+a). 

(i5i).  Soit,  a*,  n <a+  i , alors  l’ordonnée^-  est  inGnic  à la  limite 
ac  = i ; car  en  faisant  x = i — ai , on  a (1 — je)* 

l’aire  Z'  devient  doue  infinie  tant  qu’on  a n <C  a et  la  méthode  des 
quadratures  n’est  plus  applicable.  Ou  ne  peut  donc , dans  ce  cas , 
déterminer  l’intégrale  f/dx  qu’en  supposant  les  limites  imaginaires, 
et  il  faudrait  supposer  de  même  qu’elles  le  sont  dans  l’intégrale 

f dx  (j  Q , représentée  par  T ( — a).  Mais  on  peut  éviter  ces 

calculs  en  observant  que  les  formules  générales  doivent  être  indé- 
pendantes des  moyens  employés  pour  y parvenir,  et  qu’ainsi  la 
formule  qui  a été  trouvée  pour  la  valeur  de  tf"  s~‘,  doit  donner 
celle  de  J'"  s"  par  le  seul  changement  du  signe  de  a. 

Dans  le  cas  présent  où  l’on  suppose  n très-grand  eta>  n , a sera 
un  très-grand  nombre,  et  par  conséquent  la  valeur  de  Ta  qn’il  faut 
substituer  -dans  la  formule  de  l’article  149,  se  trouve  parla  for- 
mule du  n*  73,  troisième  partie,  qui  donne 

Ta  = /(avu)  ; 

substituant  donc  dans  l’expression  de  /‘s-*  de  l’article  i4g,  tant  la 
valeur  de  Z'  que  celle  de  Ta,  et  changeant  ensuite  le  signe  de  a, 
ou  aura  la  formule 

U , _ m'(m— !)•+'( 

VT(a  + 1)  ( m — 1 )* — nn( /m)*J  * 

m étant  un  nombre  plus  grand  que  l’unité,  déterminé  par  l’équation  ■ 

o I nm 

legm  m — i* 

Ces  diverses  formufes  dont  nous  devions  faire  mention , parce 
qu'elles  sc  rattachent  a la  théorie  des  fonctions  T , sont  conformes 

à 
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i celles  que  Laplace  a données  le  premier  dans  les  Me'moircs  de 
l'Académie  des  Sciences,  année  178a.  Mais  celle  matière  semble 
exiger  de'  nouvelles  recherches , soit  pour  obtenir  des  approxima- 
tions plus  certaines,  surtout  dans  le  cas  où  la  méthode  des  quadra- 
tures n’est  pas  applicable,  soit  pour  fortifier  par  des  méthodes 
rigoureuses , les  inductions  analytiques  sur  lesquelles  les  formules 
sont  établies. 


$ VII.  De  quelques  suites  dont  la  somme  peut  être  exprimée 
par  les  puissances  du  nombre  ■x. 

(i5a).  On  a vu  dans  l'article  aa , qu’en  Résignant  par  4«(J0 
la  somme  de  la  suite 


- — | 

X*  ^ (1 


+ x)"  + (a-t-x)’  + elC'' 


cette  somme  est  donnée  pour  les  diverses  valeurs  de  n , à compter 
de  n = a , par  la  formule 

4-W  — — 

Mais  de  l’équation  Tr  T (1  — x)  = , on  tire 

dlrx  dlr(  1 — x) 

-TE ~dï - = -*cot  irx-, 

donc  en  supposant  que  n soit  un  nombre  impair , on  aura 

...  | , . w d'~'  COt  wX 

4.  (*) — 4.  ( > — *) = rn  • ~ ■ 

1 ... , d“~'  cotirx  . , . , d'~'  cot(»x-f») 

la  quantité  -yp, — est  la  meme  chose  que  L> 

pourvu  qu’après  les  diflérentiations  on  fasse  a = o : on  aura  donc 
dans  cette  hypothèse , 

4.  (■*) — 4.  ( * — *)  = r*  — d^v • 
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Si  l’on  observe  de  plus  que  les  puissances  paires  de  ® sont  les 
seules  dont  on  doive  tenir  compte  dans  le  développement  de 
col  (-jrx  -4-  » ) , puisque  les  puissances  impaires  disparaissent  après 

les  différentiations  , on  verra  qu'au  lieu  de  cot  ( xx  •+-  ® ) , on  peut 

„ v sin  2«\r 

mettre  { cot  (vrx  + ®)  H-  t cot  ( irx  — ® ) ou  col  a._C05  „x-  Ua 
aura  donc 

t"  d’~‘  f ain  2irJ \ 

4*  O1)  4*  ( 1 ~~x)  En  * cL'~‘  \cos  a»  — coi  2wxJ  * 

ou  , en  mettant  a»  à la  place  de  a®  , 

, a*-**-"  d‘~'  ( ïin  3K-X  ^ 

4.  (*)— 4.  (> — x)  — —rr  • tct7  Vo, . - w- 


Supposons  qu’en  faisant  le  développement  suivant  les  puissances 
de  u,  on  ait 


.ain  B]rf = A -4-  B®*  + C®4 + N®—  4-  etc., 

cos  » — cos  a*x 

N étant  le  terme  général  de  celle  suite  récurrente;  on  aura,  en 
prenant  la  différentielle  du  degré  n — i,  et  faisant  ensuite  ® = o. 


( N — N.(n—  i)(n-a). 

\cos  » — cos  airx/  ' 


N r«; 


donc  on  a en  général  , 

(a)  4»  (x)  — 4-  (>  “ x)  = a—  «‘N. 


(i53).  Cette  équation  peut  servir  à déterminer  la  fonction  4.  (x) 
par  son  complément  4- ( » — x)  , ou  réciproquement;  mais  notre 
objet  est  maintenant  de  considérer  la  seule  suite  représentée  par 

4>  (x) (i  — x),  et  on  voit  que  la  somme  de  cette  suite 

sera  donnée  , pour  toute  valeur  impaire  de  n , par  la  quantité 
a,_'  vt*N,  où  N est  une  fonction  rationnelle  de  sin  airx  et  de 
cos  aarx. 

Considérons  particulièrement  les  valeurs  rationnelles  de  x , et 
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soit  x = - , p étant  < ; q ; si  l’on  fait 

7 _ J. 1 I 1 __  1 

* n*  ( /i— ~n'\  n * (n-X~n\n  ( Qrr — 
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p*  (q— p)"  ('/+p)“  (a<? — p)"  (^+p)' 


etc. , 


on  aura 


4.(*)  — 4.  (i  — x)  = fi.t 
et  par  conséquent  la  somme  Z„  sera  donnée  par  la  formule 
Z.  = ~N. 


Réciproquement  on  aura  N — Qy  a Z. , ce  qui  donnera  la  for- 
mule générale 


apw 


m 


cos»— - *cos 


*=  =(S*.  + (J)V2..+(i)Vz.  + «c. , 


d’où  nous  allons  déduire  quelques  corollaires. 


(i54)  Soit,  i*.  p = i , y = 4 , n=  ara-f-  i , la  suite  représen- 
tée par  Z,  sera  la  somme  des  puissances  réciproques  de  degré  im- 
pair des  nombres  impairs , avec  des  signes  alternatifs , savoir , 

Zut+l  * I"  gui+1  yim-ïT  “4“  etc. , 

et  les  différentes  sommes  Z, , Z,,  Z5 , etc.  se  détermineront  par  le 

I 

développement  de  , au  moyen  de  la  formule 

d~. = 0I'+G)’*,z>+©‘*^+ «• 

# * 

Cette  formule,  la  {dus  simple  de  toutes  Celles  qu’on  tire  de  la 
formule  générale , se  trouve  dans  le  Calcul  différentiel  d’Euler , 

page  544 
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(i55).  Soit,  a*.  pz=\ , q = 3 , on  aura  la  suite 


^w+l  1 


4>"+'  5“^' 


■ etc.. 


où  se  trouvent  les  nombres  3 k -f- 1 avec  le  signe  et  les  nombres 
3 k — i avec  le  signe  — . La  somme  de  celle  suite  pour  les  diverses 
valeurs  de  r,  sera  donnée  par  la  formule 


1 t/3 

cos»  m -f-  ï 


= © Zi  + © "‘Zj+ © “<Zl  + elc- 


(i5 6).  Soit,  3*.  p = i , ÿ = 6 , on  aura  la  suite 


— * gT5+7  "4"  ^ . | "1“  j 1 " CtC.  , 

où  les  nombres  GA  -f-  i ont  le  signe  , et  les  nombres  6k  — i 
le  signe  — . La  somme  de  celte  suite  pour  les  diverses  valeurs  de 
n est  donnée  par  la  formule 


:v  s 

C03  m — £ 


=(D  p.+G),“,p’+©VPi+e,c- 


Au  reste  ce  cas  peut  se  déduire  du  précédent;  car  on  a immédia- 
tement P.  — Z.  = Z,. , et  c’est  aussi  ce  qui  résulte  des  fonctions 

3 * • 

d'où  naissent  ces  suites , puisqu'on  a 


_ ‘t/3  _ jy/5 

CO»  m — y CO«  * -+*  î CO»  2*  -f-  ï* 


(157).  Soit,  4*.  p — 1 , q = 5,  ou  aura  la  suite 


Z„+1  = 


4- 


n + 


1 1’“ 


etc. , 


où  les  nombres  5A  — f—  1 sont  affectés  du  signe  -J-,  et  les  nombres 
5k  — 1 du  sigue  — . La  somme  de  cette  suite  pour  les  diverses 
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Yaleurs  de  n,  sera  donnée  par  la  formule 


141 


j am  f i 


cos  « — CO»  r sr 


(=)z"+(=)Vz>+(=)*‘z>+"c- 


(i58).  Considérons  maintenant  le  cas  où  n est  pair  ; on  trouvera, 
par  une  analyse  semblable  à celle  du  n*  i5a, 

4.(*)  + 4.<« — *)  = S ( — ^ — Y 

T*  V / T»  \ J fl»  du'  1 \COS  » COS3M/ 

Supposons  donc  que  le  développement  suivant  les  puissances  de 
a donne  . 


cos  • — COs  2wX 


Aa»  -f-  B»5  ■+-  Ça5 + Nu*- ' -f-  etc. , 


N«"~ 1 représentant  le  terme  général  de  cette  suite,  on  aura  la 
formule 

4-  (*)  4-  4*  — *)  = a'»*N. 

Soit,  comme  ci-dessus,  x — -,  p < i q et  n = a m;  si  on  fait 

z-  = -^+  5=3=  + srôs  + + elc-> 


on  aura  Z,  = (y)  N,  et  réciproquement  N = )*Z. , ce  qui  donne 

la  formule  générale 

(c)  rT=(0“*Z.+S)'-4Z4+(0-!Zt+etc., 

COi  » — CO»  N ' 


d’où  l’on  peut  déduire  différentes  formules  particulières , comme 
dans  le  premier  cas. 

(i5g).  Soit,  par  exemple  , /?  = i , ÿ = 4 , on  aura  la  suite 
2»=  1 4*  p-  4*  gîr  + pr  4-  jjsr.-f-  etc. , 
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dont  la  somme  Zs„=(i  — — S„,  8„,  désignant,  comme  ci- 

dessus,  la  somme  de  la  suite  complète  i -f-  ~ + gij—H  «lc- 
On  aura  donc , d’après  la  formule  (c) , 

ï <*  tang  ® = (a*— i)^ S.  + (a4— 1)  S4+(a‘—  i)^S,+  etc. 

Ainsi  le  développement  de  tang  ® fera  connaître  les  valeurs  des 
sommes  successives  S,,  S4,  S6,  etc. 

(1G0).  Si  l'on  fait  en  général  S„  il  est  remarquable  que 

les  coefliciens  H,,  H,,  II, , etc.  pourront  être  déterminés  indiflë- 
remment  par  celle  qu’on  voudra  des  quatre  formules  suivantes: 

î — ; o»  cot«  = H1û)*+H,»4H-II,»4+etc. , 

; ® tang  ®=(a* — i)H,®*-+-(a4 — i)H,®4+(ali — i)Hj®'+etc. 

(J)  ^ = « + (a,~0II,a.*4-^H.®4+  Î^HV+etc., 

log  ^7=  Hy+;Hy  + iH,a'+  etc. 

Réciproquement,  connaissant  les  coefficiens  H,  , H,,  H3,  etc.  , on 
aura  immédiatement  le  développement  des  fonctions  qui  forment 
les  premiers  membres  de  ces  équations. 

Ces  formules  sont  liées  cntr'ellcs  de  manière  que  la  seconde  et  la 
troisième  se  déduisent  de  la  première , au  moyen  des  équations 

tang  ® = cot  ® — a cot  a® , = cot  j « — cot  ®.  Quant  à la  qua- 

trième , elle  se  déduit  encore  de  la  première , en  multipliant  celle- 

. od*  . . 

ci  par  — et  intégrant. 


(iGi).  Si  on  compare  la  première  de  ces  quatre  formules  avec 
celle  du  Calcul  différentiel,  art.  aai,  on  verra  que  les  nombres 
H,,  II, , H,  , etc.  se  déduisent  des  nombres  Dcrnoullicns  A’,  B', 
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C,  etc. , suivant  cette  loi  très-simple  : 

— d'b' 

6 

H,= 


145 


H A'  i 

W.  A —y, 

a ‘tr 

3.3.4. 5.6  ' 


H.= 


30* 


h,  = -Jü*L 


1 

945’ 

1 

' g Î55Î>  * 


3.3.4  ‘ 

ii  — a r*  ' 

“«  — a. 3 8 «xSn* 


II,  = ■ 


3-r 


9450  ' 
691 


6a()4bc8a5 


etc. 


Ces  valeurs  peuvent  se  prolonger  jusqu'au  quinzième  terme,  au 
moyen  de  la  table  des  nombres  Bernoullieus  qu’on  trouve  dans 
le  Calcul  différentiel  d'Euler , page  4^0  ; mais  on  voit  que  ces 
valeurs  deviennent  fort  compliquées  dans  les  termes  ultérieurs  , et 
il  est  préférable  de  calculer  les  coefliciens  H„  , à compter  de  ni  =G , 

par  la  formule  Hm=  car  ir*"  est  toujours  connu  avec  tel  degré 

d'exactitude  qu'on  peut  desirer , et  la  valeur  de  S„  est  donnée  avec 
seize  décimales  exactes  dans  le  tableau  de  l’article  y3  ci-dessus. 
D’ailleurs  comme  t*  diffère  peu  de  10,  on  voit  que  la  valeur  de  H., 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme  + S‘^~ 1 , pourra  toujours  être 
calculée  avec  16  + m décimales  exactes.  Lorsque  m sera  >17, 
l cxactitude  sera  encore  plus  grande  en  prenant  H*  = — + ~ 
Ainsi  la  suite  H, , H, , H, , etc. , finit  par  «e  confondre  avec  une 
progression  géométrique  décroissante  dont  la  raison  est  Ce  dé- 
croissement est  plus  rapide  encore  dans  les  premiers  termes,  puis- 
qu'on . H.  =f5  H.  , h4=^h„ 

(1G2).  Nous  avons  remarqué  que  les  séries  qui  résultent  du  dé- 
veloppement des  quantités  cot  u,  lang  u , -A-  , log  -A-  , se  dé- 
duisent facilement  de  l’une  d'cntr’elles.  Il  n’en  est  pas  de  même  de 
la  suite  qui  résulte  du  développement  de  la  quantité  A—  ou  séco; 

elle  ne  peut  en  aucune  façon  se  déduire  de  celles  dont  on  vient 
de  parler,  et  scs  coefliciens  doivent  être  déterminés  par  un  calcul 
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particulier , afin  de  trouver  par  leur  moyen  la  somme  de  la  suite 


— i 


-etc. 


Jun+l  I » j-m 

Soit^-  = ,-HR,ûi,-f-R,a)4+KJais-+-etc.,puisque  cos»=i — ^ «• 
4-  — i— ; a*  — etc. , on  aura  par  la  loi  des  suites  récurrentes , 

K,  = i, 

V 1 U 1 ^ 

à 1V* — r^4  “ 24 > 

= » K*  073^4  a. 3. 4. 5. 6 = 7aô' 


etc. 


et  les  valeurs  successives  de  Z„+1  seront 

Z,=— , Zj=  — R,,  Zj  = ^;K.,  Z'»  = 5|Ki>  e*c- 


( ,G3).  Soit  y — f±-m  = log  tang  fi-7r+ja»);sion  substitue  la 
valeur  développée  de  on  aura  en  intégrant. 


7 = » 4.  i R,a!  4-  | K.*5  + j R,«7  + etc. 

Cela  posé  , je  dis  qu'on  aura  réciproquement 

» =y  — \ K,  j3  4- 1 K,/5  — ? R,7’  + etc. , 

c’est-à-dire  que  les  coefliciens  seront  les  mêmes  dans  les  deux 
séries  , à la  réserve  des  signes  qui  sont  tous  positifs  dans  1 une,  et 
qui  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  dans  1 autre. 

Pour  démontrer  cette  proposition  singulière,  je  fais  ® = <p  \/ — 1 

et  y = s 1/ — 1 ; alors  l’équation  dy  = devient 


ch: 


•+!r+ 


<P4 


3.3.4 


-f-  etc. 


a dp 

e 9 -f-  <T" 


ciePdç 
1 + e'9 

Intégrant 
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Intégrant  et  supposant  que  z et  <p  s'évanouissent  en  même  temps , 
on  aura 

^ 4-  i z = are  tang  e\ 

ou  f = log  tang  -f*  s Donc  par  le  développement  de  j 
en  u , on  a 

® = s + ■j  K,  33  + ;R,Î!+  ÿ Kj  z’  -f-  etc,’ 


Remettant  les  valeurs  ® = — - — , s = — — , il  vient 

y—  i 7 y — i 7 

«*  = y — h R..r3  •+-  r k.t5  — t -1- etc-  > 

ce  qui  est  le  tliéorème  énoncé. 


§ VIII.  Formules  pour  la  sommation  des  suites  dont  le 
ternie  général  est  donné. 


(164).  Soit  $ ou  <p  ( x ) la  somme  de  la  suite  dont  le  terme 
général  est  une  fonction  donnée  a ou  z (x),  x désignant  Je  nombre 
des  termes , ou  plus  généralement  ce  nombre  augmenté  d'une  cons- 
tante « , ensorte  qu’on  ait 

(p(x)  = z(«q-i)-f-3(«  + a)-f-z(a-f-3) + 2 (x)  ; 

on  déduirait  aisément  z de  <p  au  moyen  de  l’équation  z — <p  (x) 
— <t>  (x  — j) , laquelle  donne , par  l’application  du  théorème  de 
Taylor  , 

1 ddf  , \ rfV 

cU~~l‘  ‘ dx?~~  elC’ 

Mais  s’il  s’agit  de  trouver  la  somme  de  la  suite  dont  le  terme  gé- 
néral est  z,  il  faudra  de  cette  équation  tirer  la  valeur  de  <p  en 
fonction  de  z. 


’9 
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Pour  cela  nous  supposerons 

? = f*dx\+  ïS  + A^+B^-f-C  etc.; 

et  puisque  cette  c'quation  doit  être  linéaire  par  rapport  h s et  $ , 
les  coefficiens  A , B , C , etc.  seront  les  mêmes  pour  toute  valeur 
de  i p.  Soit  donc  tp  = e*1,  on  aura  z = e"  (i  — e— ) ou  3=  /te"*, 

en  faisant  k = i — e~m;  de  là  résulte  ^ ==  kmd",  = km'e**,  etc. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’équation  précédente  , ou  plutôt 
dans  sa  différentielle 


dp  _ 
dx 


on  en  tire,  après  avoir  divisé  par  Àe", 

1 4-  Am-  4-  B»»5  + Cnd  + Dm5  etc.  = - . e—+e~’m.. 

Le  second  membre  reste  le  même  en  changeant  le  signe  de  m ; ainsi 
tous  les  coefficiens  B,  D,F,  etc.  des  puissances  impaires  de  m 
sont  nuis. 


(i65).  Pour  avoir  égard  à cette  propriété , nous  prendrons  de 
nouveaux  coefficiens  A , B , C , etc. , au  moyen  desquels  on  ait 

<f=*fzdx+ï*  + Ag-B'g  + cg-elc., 

et  en  vertu  du  résultat  précédent,  ces  coefficiens  seront  déterminés 
par  l'cquation 

! 4-  Am-  — B m*  4-  Cm'  — Dm*  4-  etc.  = - . 

3 «i  — e~im’ 

Mettant  u\/—  t à la  place  de  j n 1 , il  vient 

1 — a cot  u = a* A»*  4-  a4 B»4  4-  a*C»‘  4-  etc. 
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Comparant  cette  formule  avec  la  première  des  formules  ( d ),  art.  160, 
on  voit  que  les  coefficiens  A , B , C , etc.  se  déduisent  des  coeffi- 
ciens  H.,  H. , H,,  de  cette  manière  : 

A = iH„  B = £h„  C = ^H,,  etc.; 


on  aura  donc  la  formule  générale 


Cette  formule  coïncide  avec  celle  qu'Euler  a donnée  pour  le  même 
objet  dans  son  Calcul  diff.  ,pag.  4 >8;  mais  la  forme  précédente  parait 

préférable,  en  ce  que  les  coefliciens  1 II,,  — H,,  ;|}  Hj,  etc.  offrent 

évidemment  une  suite  très-convergente  , dans  laquelle  le  rapport  de 
chaque  terme  au  précédent,  tend  de  plus  en  plus  vers  la  limite 

» ou  ^ * Peu  P**- 

Pour  que  les  termes  qui  composent  la  valeur  de  <p  forment  aussi 
une  suite  convergente  dans  toute  son  étendue , il  faut  que  les  coeffi- 
ciens différentiels etc.  ne  soient  pas  plus  divergens 

qu’une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  4 Dans  le  cas 
contraire , la  suite  dont  il  s’agit  sera  du  nombre  de  celles  que  nous 
avons  appelées  demi-convergentes , et  dont  nous  avons  fait  connaître 
l’usage  pour  parvenir  au  degré  d’approximation  que  leur  nature 
comporte.  (Voyez  part.  II,  art.  70.) 

(166).  La  formule  (a)  donne  la  somme  de  la  suite  finie  * (*-f- 1) 
_|_  - 4.  2)  4-  z (a  + 3) . . . . a (x)  , en  déterminant  convenable- 

ment la  constante  qui  doit  accompagner  l'intégrale  faix.  S il  s agissait 
de  trouver  la  somme  de  la  suite  infinie 

a (oc)  + 2(^  + 1 ) + s(*  + a)  + «,c-  » 
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en  supposant  toutefois  que  les  ternies  éloignés  diminuent  conti- 
nuellement et  finissent  par  être  entièrement  négligeables  ; cette 
somme  que  nous  désignerons  par  4 (jt)  , devra  être  telle  quon 
ait  <p  ( x ) -+-  4Cr)  — 2 (jr)=A,  *a  constante  A étant  ce  que  devient 
Ç (x)  lorsque  x est  infini.  De  là  on  lire  la  somme  cherchée 


(*)  4(*)=C-^»fe+i*-ïH.E+iH.S-4H,g+etc.i 


tPz 


ffï 


C étant  une  constante  qu’il  faudra  déterminer  par  la  condition  que 
^ (x)  soit  nulle  lorsque  «c  = oo. 


(167) .  Supposons,  par  exemple,  qu’il  s’agisse  de  trouver  la 
somme  de  la  suite  infinie* 

4 (x)  = ^ + (a-  4.1)»  (x+a)*  elC*  * 

on  fera  s = x~’ , et  on  aura  la  somme  demande'c 

1 f » 1 1 1 1 .H,  _n_  H,  n.n+i.n+a 

' (n — 1)  1 ‘ a * x*  ' a * x"4*1  aJ  * 

, H,  n. n+i .n-f-a.n-4-3.  n+4 

elC’ 

On  voit  par  la  forme  de  cette  suite  qu’elle  ne  pourra  pas  être  con- 
vergente dans  toute  son  étendue  ; mais  elle  le  sera  au  moinS  jusqu’à 
un  certain  terme;  et  en  prenant  x suffisamment  grand,  elle  pourra 
servir  à déterminer  4(x)  avec  tel  degré  d’approximation  qu’ou 
voudra,  excepté  seulement  le  cas  de  n=  1 , où  la  somme  4 devient 
infinie. 

» 

(168) .  On  peut  rendre  plus  convergente  la  valeur  de  4 (ar) , au 
moins  dans  un  certain  nombre  des  premiers  termes , en  substituant 

au  lieu  de  chaque  coefficient  H.,  sa  valeur  1 , et  faisant 


Digitized  by  Google 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  II. 
S„ — i = K„  ; on  aura  de  cette  manière  la  formule 


>49 


4-  (x)  = const,  — fzdx  -f-  } z — ~ j 


l Kfi  fPz  . 

— p*^*2?  + etc- 


K,  dz 
w‘  ’ dx 


J_  R(  if  5 
a1  ' jr>  dx1 


où  l’on  a fait,  pour  abréger. 


V 


dz 

a t dx 


«fz  , <Pz 
aJw'dxJ  a^ic5  e C* 


Soit  a7rx=  f,  on  aura  plus  simplement 


V — etc 

v“  3f  3F  ^3?  et  * 


de  sorte  que  V devra  satisfaire  à l'équation  différentielle 


V ■+■ 


ddV  dz 

•3? 2F* 


L’intégrale  complète  de  cette  équation  est 

V = sin  t fzdt  sin  t -f-  cos  t fzdt  cos  t j 
elle  peut  être  mise  sous  la  forme 


V = fzdt  cos  (e  — t)  ==a tffzdx  cos  2ir  (a  — x), 

pourvu  qu'après  l’intégration  , effectuée  en  regardant  a comme 
constante  , on  fasse  a = x.  Dans  cette  hypothèse , on  aura  la 
formule 

4 (x)  = const. — fzdx- f-js — fazdxcoe  air  (a — x) 

(<0  K.  3z  K4  rf’z  K6  cPz 

2w“ ‘ dx a V ' 2?  iÇ® ' 23 

On  aurait  semblablement  et  avec  la  même  condition. 


Digitized  by  GoogI 


EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


«5  o 

<p  (x)  = consi  + fzdx-\-  ï ; + fizdx  cos  m (a — x) 

(e)  , K.  di  K4  d'z  K, 

"*  a»' ’ 2c  2 V1  ’ 5? "*  jV ' ir5 

Il  faut , pour  l’usage  de  ccs  formules , qu’on  puisse  trouver  1 inté- 
grale fizdx  cos  37T  ( a — x)  ; c’est  ce  qui  n’aura  aucune  difficulté  , 
si  la  fonction  z est  de  la  forme  Aa*  -4-  B£*  -f»  etc.,  ou  eu  général 
si  la  suite  qui  a pour  terme  général  z , est  une  suite  récurrente  ; 
mais  alors  la  sommation  de  cette  suite  n’est  qu’un  problème  fort 
simple  d’analyse  algébrique. 

Dans  d’autres  cas  on  pourra  au  moins  trouver , par  la  méthode 
des  quadratures,  l’intégrale  fizdx  cos  27T  ( a. — x).  En  effet,  pour 
une  valeur  donnée  x = a,  tout  se  réduit  a prendre  l’aire.... 
fizdx  cos  nr  {x  — a), depuis  x=o  jusqu'à  x = a. 


(169).  Pour  obtenir  des  suites  encore  plus  convergentes,  on 
pourrait  faire  K„  = ^ •+-  L.„,  L„  désignant  la  somme  de  la  suite 

~ -f-  27;+  etc.;  et  par  des  calculs  semblables,  on  parviendrait  à 

â‘  4' 

la  formule 


4(x)=const-f~- js— fzdx— fizdx  cos  iir  (et— x)— ^23dxcos47f(*— x) 


(/) 


L*  dz  , L*  cPi 

a*3  * 35?  ‘ aV  * dx * 


L«  dïz  , 

— »'a?+etc' 


On  pourrait  continuer  ainsi  la  suite  des  intégrales,  sans  y joindre 
aucun  terme  différentiel,  ce  qui  donnerait  la  formule 


(g) 


(x)  = consl.  -4-  j s — fzdx  — fizdx  cos  lit  ( <x  — x) 

— fiidxcos>fx{a. — x)  — fizdx  cos6jt (a — x)  — etc. 


Dans  cette  formule,  toutes  les  intégrales  de  la  forme 

fizdx  cos  ifor  (ot — x)  devront  être  prises  en  supposant  a cons- 
tante, et  faisant  « = x après  l’intégration;  on  déterminera  d ailleurs 
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la  constante  , de  manière  que  la  somme  4(*)  s’évanouisse  lorsqu’on 
fait  x = oo  ou  a = o. 


(170) .  Cette  formule  est  remarquable  dans  son  espèce;  mais  elle 
ne  peut  guère  être  utile  dans  les  cas  particuliers  , suit  à cause  de 
la  difficulté  des  intégrations  , soit  à cause  du  peu  de  convergence 
des  termes  successifs.  Cependant  si  on  donnait  à z la  forme  qui 
convient  au  terme  général  des  suites  récurrentes,  les  intégrations 
ne  présenteraient  aucune  difficulté.  En  ell’et , lorsqu’on  a a = Ae-”', 
on  trouve 

f—1-djc  cos  zk«  (u—x) = k i * -• 

Faisant  ensuite  a = x , cette  intégrale  se  réduit  à 

aAme-' 

në+ÿV  ' 

et  une  somme  de  pareilles  quantités,  pour  les  valeurs  successives 
k = j , a , 3 , etc.,  forme  une  suite  convergente. 

(171) .  Il  y a un  moyen  d’exprimer  beaucoup  plus  simplement  le 
second  membre  de  l’équation  (g)  ; supposons  pour  un  moment  que 
la  série  d’intégrales  qui  y sont  comprises  , soit 

fzdx  + r fasdx  cos  2 yr(a.  — x)  -f-  r* f izdx  cos  ( a — .r  ) 

-f-r’/azr/x  cos  6'7f(a  — x)  -f-  etc. , 

r étant  un  nombre  constant  < 1,  on  pourra  faire  l’application  de 
la  formule 

1 -4-  ir  cos  tu  + ar*  cos  aa»  -4-  ar3  cos  3a»  -J-  etc.  = 1 ^ . , 

11  1 1 1 — arcos»+  r** 

et  on  aura 

(h)  4 Cr)  = const.  -4-  J z — f ■ -J- —-^7- — ;• 

' * T v y * » j i-f-r*  — 2rcos2x(« — a) 


1 5a  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL,  etc. 
Concevons  maintenant  qu’on  fasse  l’intégration  indiquée,  en  regar- 
dant ;•  et  a comme  des  constantes  indéterminées  ; qu’après  l’inté- 
gration on  fasse  * = r et  r = i — » , » étant  une  quantité  infi- 
niment petite  ; qu'eufin  la  constante  soit  déterminée  de  manière  que 
l’intégrale  s’évanouisse  lorsque  x est  infini  ; on  obtieudra  ainsi  la 
vraie  valeur  de  la  somme  4.  (x). 

Un  pareil  résultat  qui  offre  la  possibilité  d’exprimer  une  intégrale 
aux  différences  finies  , par  une  intégrale  aux  différences  infiniment 
petites,  n’est  sans  doute  qu’un  jeu  d’analyse  qui  ne  présente  aucune 
utilité  réelle;  mais  il  nous  a paru  assez  curieux  pour  mériter  d’étre 
soumis  aux  regards  des  Géomètres. 


FIN  CK  LA  QUATRIEME  PARTI*. 
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EXERCICES 

DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


CINQUIÈME  PARTIE. 


Les  recherches  de  nature  diverse  contenues  dans  cette  cinquième 
Partie , sont  pour  la  plupart  une  continuation  de  celles  qui  font 
l’objet  de  la  troisième* et  de  la  quatrième  Partie;  les  unes  sont 
relatives  au  développement  des  fonctions  en  séries  ; les  autres 
roulent  en  général  sur  les  moyens  de  faciliter  et  d’étendre  les  ap- 
plications du  calcul  intégral , par  l’évaluation  exacte  ou  approchée 
de  diverses  sortes  d'intégrales  définies. 

Dans  les  § III , I V et  V , on  trouvera  un  assez  grand  nombre 
de  formules  nouvelles  , dont  plusieurs  sont  dues  à MM.  Poisson  et 
Cauchy,  qui  les  ont  données,  le  premier  dans  les  Mémoires  de 
l'Institut,  an  181 1 , a*  Partie  ; le  second  dans  un  Mémoire  présenté 
à l’Institut  en  août  i8i4- 

Dans  le  § XII,  nous  avons  traité  fort  au  long  des  moyens  de 
faciliter,  autant  qu’il  est  possible,  le  calcul  des  cocfliciens  de  la 
série  P„-f-  aP,  cos  0-J-  aP,  cos  ap  -f-etc.  , qui  naît  du  développe- 
ment de  la  fonction  ( i — aa  cos  1 p-f-  Ces  coefliciens,  et  ceux 

qui  résultent  de  leurs  différentielles  successives,  prises  par  rapport 
a a,  forment  pour  chaque  valeur  fractionnaire  de  l’exposant  n , une 
espèce  particulière  de  transcendantes  qui  jouissent  de  plusieurs 
belles  propriétés,  et  qui  méritent  d’autant  plus  d’ètre  examinées 
avec  soin , qu'elles  ont  de  nombreuses  et  d'utiles  applications  dans 
la  théorie  des  perturbations  des  planètes. 
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J I.  Usage  de  la  fonction  Z'a  ou  d ^'r* , pour  trouver 
V intégrale  J ' x*~  dx  et  autres  semblables  , prises  depuis 

x = o jusqu’à  x — i. 

i.  Nous  avons  déjà  observé  (pag.  45)  que  la  fonction  Z'a  ou 
peut  se  déterminer  exactement,  toutes  les  fois  que  a est 

rationnelle  , par  la  constante  C dont  la  valeur  a été  donnée , 
page  08 , et  par  une  intégrale  définie  qui  ne  dépend  que  des  arcs 
de  cercle  et  des  logari^unes.  On  a en  effet 

(o  va-, — c+fi^.1*.  {;;; 

Les  valeurs  les  plus  simples  de  lia , tirées  de  cette  formule , sont 
comprises  dans  le  tableau  suivant  : 

Z'i  = _C-j \Xi- ±*,.  . Z' 1 = 4 — C — 1 ./Ta  — 

Z'i  = -C-|X5-^3,  Z'l  = 3-C-^5_^,- 

Z'  j = — C — a Xi  , Z'*  = i — C — j/j,' 

Z'|=_C-lX3  + a-^J  Z' | = | C ! £5  + ~r , 

TJ  \ — — C — 3S‘J  + j7r , Z'  | = | — C — 5^3  + jv, 

Z'  i = — C , Z'  a = i — C. 

Nous  remarquerons  de  plus  qu’en  supposant  eo  infiniment  petit,  on  a 

Z'œ  = — - — C , 

* 

Z-';  = log;  — ï®- 

a.  On  voit  donc  que  la  fonction  Z'a  est  plus  simplé  que  Za 
ou  log  Ta,  puisque  dans  chaque  période  on  peut  trouver  exacte- 
ment une  infinité  de  valeurs  de  Z'a,  en  supposant  seulement  la 
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constante  C connue.  La  fonction  U a a en  outre  d'autres  propriétés  ; 
et  d'abord  on  a l 'équation 

Z'  (.+«)  = Z ’a, 

au  moyen  de  laquelle  la  fonction  7Jx , comprise  dans  une  période 
quelconque , s’exprime  par  une  fonction  semblable  comprise  dans 
une  période  donnée  , par  exemple  dans  la  seconds  période  pour 
laquelle  la  Table  des  Logarithmes  de  Ta  a été  construite. 

On  a ensuite , pour  toute  valeur  de  a , une  équation  des  com- 
plément , laquelle  est , dans  la  première  période , 

Z ' ( î + e ) — Z' ( j — c)  — — * tang  cjr. 

Dans  la  seconde  période,  celle  équation  est 

Z-'d-f-  ®)  — Zr'(| — ; c)  = K tang  cit  — T—  ; 
c’est  ce  qui  résulte  des  formules  de  la  page  10. 

Enfin  les  équations  (D)  , (E),etc.  , pag.  a5,  donnent  par  la 
différentiation , 

Z'«  + Z' (}  + «)— aZ'(aa)  = — a.f2,  " 

Z'a  -f-  Z'  (5  + a ) + Z'  ( § + <i)  — 5Z'  (5a)  = — 5£5 , 
etc. 

Ces  équations  servent  à établir  entre  les  fonctions  Z 'a,  les  mêmes 
réductions  qui  ont  lieu  entre  les  fonctions  Ta  , et  elles  offrent  les 
moyens  de  calculeij»  ces  fonctions  pour  une  période  entière',  en 
les  supposant  connues  dans  une  petite  partie  de  cette  période  ; 
tuais  il  est  inutile  de  construire  une  table  particulière  des  fonctions 
Z'a,  puisqu'elles  pebvent  se  calculer  aisément,  avec  neuf  décimales, 
au  moyen  de  la  Table  que  nous  avons  donnée  pour  Iog  Ta.  (Voyez 
à ce  sujet  l’art.  88  etsuiv.,  pag.  79.) 

3.  Nous  allons  maintenant  faire  voir  par  quelques  exemples,  que. 
les  fonctions  Z 'a  peuvent  "servir  à exprimer  des  intégrales  qu’on 
n'obtiendrait  que  difficilement  par  une  autre  voie.  On  aura  d’abord. 
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en  vertu  de  l'équation  (1),  et  en  supposant  a et  b positifs, 

<■>  • (:=: 
on  en  déduit  les  corollaires  suivans  où  l’on  suppose  a < i et  b < i. 

</x===  Z'r  - Z' (i-a)  ==- C-Z'(i-a), 

(3) 

J' 1 1 *■-  dx  = Tl  (i+a)  — Tl  ( i — a)%=  i. — 7f  cot  ht. 


Si  l’on  multiplie  la  dernière  par  da  , et  qu’on  intègre  les  deux 
membres  par  rapport  à a depuis  as=  o,  on  aura 

r*«+x"-a  _ j _fi_ • 

J l — X ^ £ b sin  osr 


(4) 


Faisant  a=  j,  et  mettant  x%  à la  place  de  x,  il  viendra 

/i  — x dx  y , 

7+x*  J!  “ ,0g^- 


(5) 


Soit  encore  a = - , on  aura , en  mettant  x4  au  lieu  de  x, 

r__SL=ifl5^_  = lo„  . . 

J b ai/ a 


(i+x)(i  + x*)/- 


Ie  premier  membre  = ï/j—  -jf  “ i 

J 0+*’)^ 


donc 


(6) 


ajoutant  à cette  équation  ce  que  devient  l’équation  (5)  lorsqu'on 
met  x*  au  lieu  de  a: , on  aura 

/(i  — x)  ^ = log  i, 

^ /i 


résultat  qui  s’accorde  avec  la  formule  (î) , III*  partie,  pag.  370. 
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4.  Soit  propose  mainlenaul  «le  trouver  la  valeur  de  l’intégrale 

/jJ-l  jJlj.  t 

- > prise  depuis  x = o jusqu’à  jt  = i.  On  pourra 
donner  à cette  intégrale  la  forme  J' 


x*-'  ( 1 — r)Jx 


qui,  en  mettant 


xt  au  lieu  de  x , devient  - J'- ^ J ; on  aura  donc , par 

l’application  de  la  formule  (3), 

« /f?j=s*'C- e;: 

Ainsi  l’intégrale  dont  il  s’agit  sera  connue  , quel  que  soit  a , au 
moyen  des  fonctions  Z'. 

Si  on  met  x"  à la  place  de  x , ce  qui  ne  change  pas  les  limites 
de  l’intégrale,  on  aura,  en  mettaut  à la  place  de  a, 


(8) 


/x’-'dc  7,  /n  4-  n\  - 1 rjj  /a\  fx  = O 

1 + x‘  an  \ an  /"  an  Van/'  # (x  =st  1 


Si  on  multiplie  l'équation  (7)  par  da  , et  qu’on  intègre  les  deux 
membres  par  rapport  à a depuis  a=o , on  aura 

* ( 1 — x*— 1 ) rfx 
(>+x)/i 


P 


= Z(  . )-Z‘î  + . 


formule  qui  se  déduirait- aisément  de  l’équation  («),  pag.  108. 

5.  Soit  proposé  maintenant  l’intégrale  Q («)  = J'  , prise 

toujours  entre  les  limites  x=o  , x — 1 ; cette  intégrale  se  ramène 
aisément  au  cas  de  n — 1 , lorsque  n est  un  nombre  entier.  En  effet, 

si  on  différenlie  la  quantité  V ; 


( i + x) 

ryr  (g  — »)  X*~‘  rfx 

flV  — (.+x)* 


- , on  aura 
s*-*  dx 


(i-f-x)*+‘* 

intégrant  ensuite  entre  les  limites  données  , il  vient 

(9)  Cï)*  = ('»  — «)  Q (»)  + «Q(*  + 0? 
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de  là  on  lire  successivement 

Q2  = i + (,—  «)Q., 

Q3  = i(i)*+ 

Q4  = Ki)3+  ^Q3, 

etc. 


Ainsi  n étant  un  entier  quelconque  , on  déterminera  générale- 
ment Q (n  J par  le  moyen  de  Qt  doul  la  valeur  est  donnée  par 
l'équation  (7). 


G.  Soit  73^.  =s  oux=  i~£-  _ , l’intégrale  Q (n)  prendra  cette 
forme 

Q(n)=/z-‘ dz  (i-zy ;•  {*  * ! 

développant  le  binôme  et  intégrant  dans  les  limites  requises  , on 
aura  Q(n)  ou 


(,0)  fi ? 


'ILd* 

+■*)" 


JAY  n-a-i  (i)“ 


0+1 


n — a — i.n  — n — a G)*4* 
1 . a " a- H> 


— etc. 


Cette  formule  se  termine  d’elle-même  et  donne  une  intégrale 
exacte,  toutes  les  fois  que  n — a est  un  entier  positif;  dans  tout 
autre  cas , elle  donnera  pour  l'intégrale  une  valeur  approchée  et 
facile  à calculer  , puisque  chaque  terme  de  la  suite  n’est  qu’environ  * 
la  moitié  du  précédent. 


7.  Pour  trouver  d’autres  cas  d’intégrabilité  de  la  formule.... 

• 1 — • • f 

, » soit  x=7~,  on  aura  la  transformée 


Q00  =>  + z)'—'dz.  {*  _ ° 

Si  on  a n = 3o,  cette  quantité  deviendra  — z%)‘~'dz , et 

en  mettant  s*  à la  place  de  3,  elle  se  réduit  à a- "/Y"  ‘dz(  1 — ; 
celle  - ci  élaut  comprise  dans  les  intégrales  Euléricnnes  , sa  va- 
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i5g 


leur  esl  a 


00 


ror^ 

n“+i): 


donc  on  a 


n—ti  rar{ 

ô+ZF  ~ 3 'r(a+fy 


8.  Si,  au  lieu  de  supposer  « = an,,  on  fait  n = aa-f-i,  ou  en 
général  n = an k,  h étant  un  entier,  on  aura 

Q(«).=  ï-‘fdz{ . + 0‘(i  - s*)*-'  ; 

* . i 

niellant  s*  à la  place  de  z et  développant  la  puissance  (i  +£>)*, 
on  aura 

Q(n)  = 2-nf(i  — zy-'z~'ilz(^i  + As*+  s + etc.). 

Les  différens  termes  de  celte  série  sont  intégrables  par  les  fonc- 
tions r et  il  en  résulte  la  formule 

A 

-f-  etc.).  • 


r x*-'dx  _ ( rarj  A 

^+r)“+1”  -Vltt+lr  7‘ 


k.k—i  rar} 


r(o  + 0~  i » 'fCé+s) 


On  peut  séparer  les  termes  transcendans  des  termes  rationnels  qui1 
se  succèdent  alternativement,  et  on  obtient  de  celte  manière 


fl 


r(«-h 

u— l 


aV'-f  , k.k- 

i>V+-.T 


h.k—l  1 
a aa-4*i 


k,k — i ./t — a. k — 3 


i*  2.3*4  #aa-t*i.aà+3 


*•  -t  i ^ — fl  i , ft.fc — \.k — a./f — 3./f — 4 î .a 

'•  "*  a \ •r.a.5  #a-|-i  ' - i. a. 3. 4-5 

Cette  formule  se  termine  d’cllc-mème  lorsque  a est  un  côtier. 

9.  11  est  egalement  facile  de  trouver  l’intégrale  Q(  a a — À), 
°“  k «tant  un  entier.  En  effet  on  a,  d'après  la 

formule  (9), 

' (1 — «)Q(aa — 1)  ses  a1-**  -f-  (1  — aa)Q(a«), 

(a  — o)  Q (a a — a)  = a‘~“  — f-  (2  — a«)  Q (a a — 1) , 

- etc. 

Ainsi  toutes  ces  intégrales  seront  connues , d’après  la  valeur  de 
Q(2«)  donnée  par  la  formule  (11). 


etc.) 
-f-  etc 
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10.  II  résulte  de  ce  qui  précède,  que  l'intégrale  Q(n)  ou 

> Peut  s’exprimer,  soit  exactement,  soit  à l'aide  dgs 
fonctions  Ta  et  Va,  dans  les  cas  suivans  : 

i*.  Lorsque  a est  un  nombre  entier,  l’intégrale  se  trouve  immé- 
diatement, quel  que  soit  n,  en  faisant  i-f-x  = s. 

a°.  Si  on  a n z=a-f-k,  k étant  un  entier,  l’intégrale  Q(/i),  ou 

se  réduit  à /z—  <fc(i  — en  faisant  x = ^ ; 

elle  se  détermine  donc  exactement  pour  toute  valeur  de  a. 

« p 

3\  Lorsque  n est  un  nombre  entier,  l'intégrale  Q(n)  pourra 
toujours  s’exprimer  par  les  fonctions  Ta,  au  moyen  «les  formules 

(9)  et  (7)- 

/}*.  Si  on  a n = an  =fc  k , k étant  un  entier,  l’intégrale  Q(n) 
^pourra  toujours  se  ramener  à l'intégrale  Q(aa)  par  la  formule  (9), 
et  ne  dépendra  ainsi  que  des  fonctions  I*. 

Si  aucun  de  ces  cas  n'a  lieu,  on  pourra  trouver  au  moins  une 
valeur  approchée  de  l’intégrale  Q(n)  par  la  suite  convergente  de 
l'article  6. 

« 

11.  Considérons  maintenant  l'intégrale 

T = 


r f x*~'dx  . 

J.\~*  * )’ 

que  nous  mettrons  sous  cette  forme , 

T =f(7ër)  ^ f,  +ffé 


(X  — (a 

la;  — 1 


t 


La  première  partie,  en  vertu  «le  l'équation  (1),  = — C — Ta; 
la  seconde  = log  rn  ( III*  part. , page  370)  ; il  reste  donc  à trouver 

la  troisième  partie  , V = 


f'  / dx 

J 


1a.  Lorsque  n est  très-grand,  on  a Z'(i +n)  = logn,  et  par 

. conséquent 
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conséquent  la  formule  (i)  donne 

^ = C +iog"; 

mais  la  formule  (ai),  page  5o,  donne 

"S?)  = >■*"• 

Donc 

—x)  = C; 

£ 

mettant  x ' au  lieu  de  x,  les  limites  de  l'intégrale  seront  toujours 
les  mêmes,  et  on  aura 


If  dx  l x*d-x  \ p 


mais  u étant  infiniment  grand,  on  a /ai  — ' log  - ; donc 

<"»•.  /(^-rî)  = c ' 


C’est  la  valeur  de  l’intégrale  V,  telle  qu'elle  a été  donnée  par 
Euler  (Nova  Acta  Petrop.,  tome  IV). 

Si  on  la  Substitue  dans  la  valeur  de  T de  l’article  précédent, 
on  aura  T=logm  — Z 'a,  ce  qui  donne  la  formule 


(■4) 


x" 

T) 


logm — U a. 


i3.  L’intégrale  que’  nous  venons  d’évaluer  est  du  même  gen.*c 
que  celles  que  nous  avons  considérées  page  107;  elle  est  compo- 
sée de  deux  parties  infinies  dont  la  différence  est  finie  et  assi- 
gnable.. Quelquefois  une  même  intégrale  contient  à la  fois  deux 
semblables  parties  ; telle  est  par  exemple  l’intégrale. 

• > à 


h 
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prise  depuis  z = o jusqu’à  z = «o;  celle  intégrale,  où  l’on  sup- 
pose a positif  et  n>  a,  est  composée  de  deux  parties,  l’une  po- 
sitive et  infinie,  depuis  s = o jusqu’à  z=i;  l’autre  négative  et 
aussi  infinie,  depuis  z = i jusqu’à  z = «o;  cette  dernière,  en  lai- 

• /»  jç* — 'tir  , 

sant  ; = ^ , peut  se  mettre  sous  la  forme  — J -j— , de  sorte 
qu’on  aura 


■ dx. 


|x=0 
ix=  l 


Mais  en  mettant  x“  au  lieu  de  x , et  - au  lieu  de  a,  dans  la  for- 

w n 

mule  (c) , page  98 , on  a 


/ 


j*—1 x*— 

1 JC* 


dx 


w , Oir 

: -COt— : 
n n 9 


donc  l’intégrale  cherchée, 

O5)  Ji^T-  = ScolT- 

De  là  on  tire  les  corollaires  suivans  : 

/*  dz  * 

— = °- 

t fi't  C ’<a  + b»V» 

1 ; J 

* Ç 

J («•  + *•)  tc*-x*) 


=0 
» 


A — Bm*  *■ 

f*+m*  *flm  * 


t: 


= O 
QO 


sinjoir 


14.  Soit  propose  enfin  l’intégrale 

■rp  f X^dx 

• ' Ji+iri 


{x  = o 
x = 1 

Cette  intégrale,  prise  depuis  x = o jusqu’à  x = co , a pour  va- 
leur ( page  101)  ~ — . mais  si  on  la  prend  seulement  de- 

puis  x=o  jusqu'à  *ssi,  elle  offre  une  transcendante  d’une 
nature  particulière,  qui  ne  peut  être  évaluée  facilement  que  dans 
quelques  cas  que  nous  allons  examiner. 


Digitized 


CINQUIÈME  PARTIE.  § I.  iGÎ 

Par  un  développement  connu , on  t 

— -7—  S' " = sin  8 — xsinaS-l-x’sinSS — xssin48  4-  etc. 

i -f-  ax cos#  -4-  j*  - 1 1 

Multipliant  de  part  et  d'autre  par  x“dx,  et  intégrant  depuis  x;=o 
jusqu’à  x=i,  on  trouve 


T 


I /sin * sinal  sin3< 

«inl\o-f-i  a-f-a  a+3 


mais  cette  suite  est  fort  peu  convergente,  et  on  n'en  pourrait  tirer 
que  très-dÜficilement  une  valeur  approchée  de  f. 

Si  cependant  l'angle  8 est  dans  un  rapport  rationnel  avec  l’angle 
droit , on  pourra  sommer  la  suite  précédente , au  moyen  des  fonc- 
tions Z'(x).  En  effet,  soit  8 =^7r,  metn  étaut  des  nombres  en- 
tiers, on  aura  sinnâ  = o,  sin(«-f-  i)8  = sinfl  cosnm,  sj,n(/»-f-2)0 
= sinaScoswx,  etc.,  sinan8=o,  sin(2/»-)-i)8=sin8,  s®(2n-j-t2)0 
= sin  28,  etc.  De  là  on  voit  que  la  valeur  de  T sin8  se  partagera 
en  un  nombre  n — i de  suites,  savoir, 


Tsin6  = 


+ 


sin  0 

( . 

cos  m» 

1 

1 1 

, co?  mw 

\ <3+1 

‘ a-f-n  -f-t 

1 

«+an+ 1 ' 

sin  28 

( _L_  . 

, cos  m» 

1 

1 | 

cos  nir 

\ U+2 

* «4-  n.+â 

4“ 

a-J-im-t-ü  n 

rt-f'Sn-f-3 

sin  39 

/ 1 

CO*  m>r 

_L. 

* | 

, coh  mtr 

\ a+  3 

g-\~  n *|-3 

4" 

a-f-a«4"3~ 

‘ a4-3n-f3 

-f-etc.) 

+etc.) 

-j-elc.^ 


• r xj»/  1 , cosmir  . \ , cos  mtr  . . \ 

=t  sin(n  . )9  + — — + — 3 — +etc.) 


Pour  trouver  la  somme  de  ces  diverses  suites,  il  faut  distinguer 

deux  cas , selon  que  m est  pair  ou  impair.  " 

« 

» 

1 5. • Si  m est  impair,  on  aura  cos  mrc  =±=  — i ; mais  par  la 
formule  du  n*  ai,  page  17,  la  suite  infinie 
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a pour  somme  Z'(i  -f-j) — Z'( i -f- x).  De  là  on  tire  aisément 

«»  » 

iiDjS  (“-£)] 

«■>*>  [z.p±t)_z.(î±?)] 

i sin(j|— i)«[r  (?±^=;)-r(îJj=!)]. 

où  l’on  peut  remarquer  que  «fi — tt  étant  de  la  forme  ikx,  puis- 
que m est  impair,  on  aura  sin(n — i)£b=sinfi,  sin(n — a)fi=sinafi,  etc» 
Mais  il  ne  résulte  de  là  aucune  simplification  de  la  formule. 


3ftT  sin  6 = 
(>7)  f 


,6.  Si  ni  est  pair  t on  aura  cos  nm  = i , et  alors  les  diverse* 
suites  qui  multiplient  sinfi,  sinafi,  etc.  , dans  la  formule  de  l'ar- 
ticle i4^ont  des' sommes  infinies.  Mais  il  faut  observer  que  dans 
ce  même  cas  on  a sin(n — 1)8= — sinfi,  sin(/i — 2)6  = — sinafi,  etc., 
de  sorte  qu'en  réunissant  les  termes  également  éloignés  de6  ex- 
trêmes, la  formule  devient  • . 


T sinfi  = sin  fi 


— si  11 2 fi 


d=  sin  £9 


a + 1 
1 

a-f-n-f-i 

i 

"*  a-f-an-f-i 
t 

a-f-n — 1 

* 

a-\-3n — 1 

a+3n — 1 

1 

1 1 

- » 1 

fl-f  fl 
1 

1 a + n-f-a 
1 

1 a+a/i-f-a 
i 

a-f-n — a 

a+an — a 

a-fon — a 

1 

, 1 

1 » 

a 4“  fi 
1 

1 a+n  + A 
1 

1 ci +9  n-f- A 
1 

a-f-n— A 

a-f-un — k 

a+3n — h 

-f-  etc. 
— etc. 


-f-  etc. 
— etc. 


-f-  etc. 
— etc. 


k est  mis  pour  - , çar  n doit  être  impair,  puisqu’on  suppose 
m pair. 

r , 1»  , , _ 

Cela  pose , si  1 on  somme  les  suites  contenues  dans  celte  ex- 
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pression  , par  la  formule  donnée  ci-dessus,  on  aura 

"”■"«=  “ » [2-'(^)-r(îv1)] 

(.8)  + .mî«  [z.'(“-±-r-)-Z' ("-?)] 

i ,i„  (ÎTJ)  1 [Z-  (*+H-+'))_ v (î+ifi=Ü)]. 
Voici  les  cas  les  plus  simples  de  ces  deux  formules  : 

« = !'■  f0=iK~ T2)-^'^) 

• = i'.  /r^?  = i *’(=*-■) 

t'9)  f^p=^(r¥)-i^itT1) 

+jZ.(î+i)_j7,.(î+j)  - 

,“1'l  r__ — =ir(«+â)_i2.(4i) 

+iK*4-7)-i2'C-r> 

17.  Par  ces  formules  on  pourra  toujours  trouver  la  valeur 
de  l’intégrale  Q(«,0)  = quel  que  soit  a,  pourvu 

que  le  rapport  soit  rationnel.  D’un  autre  côté,  on  peut  toujours 

trouver  la  valeur  de  cette  intégrale , qnel  que  soit  0 , si  a est 
rationnel,  puisqu’alors  la  fraction  à intégrer  peut  être  rendue  ra- 
tionnelle. On  voit  donc  que  dans  ces  deux  cas  on  pourra  trouver 
la  somme  de  la  suite 

sinf  »ina*  , sin3#  sin  À*  4 . 

— — db  — ; r « ± — ■?-,  + etc.  : 

a-f- i a-f-fl  1 o-4"3  a -h  4 
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dans  le  premier  cas  , elle  sera  exprimée  par  les  fonctions  Z'  ; dans 
le  second  , elle  sera  exprimée  généralement  par  des  arcs  de  cercle 
et  des  logarithmes. 

Représentons  par  Q (a,  fl)  l’intégrale  /74^—^qr?  » et  suppo- 
sons la  fonction  Q (a,  6)  connue  ; s'il  6'agit.de  trouver  l'intégrale 
— — ~ - ■ , . ; , prise  toujours  dans  les  limites  x = 0 , x=  1 , 

■ f1  3X  COS  I "f  ■ <1  j 


h 

on  difTérenliera  la  quantité  V = j-jL 


g"  (X'-t-  co>  <) 
ax  cos  # + j.j 


, et  on  aura 


dV  = <—  '2?+a*7'—dx  + r 

1 “T“  SX  COS  # -f-  X*  (1 


aj :*  dx  sin*  # 


(1  •+•  2x  cos  i -f  x1)1 


d'où  l'on  déduit 

<“>  *>-  -.«t+rirn 

on  procéderait  semblablement  si  le  polynôme  était  élevé  à une  plus 
haute  puissance. 


$ II.  Du  développement  des  fonctions  etc. 


18.  Considérons  d’abord  la  fonction  : on  sait  que  son  dé* 
Dominateur  peut  se  mettre  sous  la  forme 


Ainsi  on  pourra  exprimer  la  fonction  par  une  suite  infinie 

de  fractions  partielles,  qui  auront  pour  dénominateurs  les  diflférens 
facteurs  dont  sin  bx  est  composé. 

Le  facteur  x n’entre  point  en  considération  , parce  qu’il  se  trouve 
détruit  par  un  facteur  semblable  compris  dans  sin  ax  ; prenons 

donc  le  facteur  général  j — , k étant  un  entier  quelconque  po- 

sitif ou  négatif , et  soit  la  fraction  partielle  correspondante  -j—^.  ; 
ou  déterminera  le  cocflkieut  A en  faisant  x = ^ dans  la  valeur 
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ta — bx b 

b co»  îx 


«G  1 


A = r-.— r-  $in  ax'.  Par  celte  substitution  on  a — r— 

sin  bx  un  ox 


haïr 


— cos  kit  ; donc  A = — cos  À*i r sin  -g-, 

* • » 

Si  on  prend  A successivement  positif  et  négatif,  on  aura  les  deux 

fractions  partielles  qui  naissent  du  facteur  général  i — > e; 

leur  somme  sera 


haïr 

' T 


, . bar 

cos  kir  sin  —7— 
b 


ait*  cos  fo«- sin 

9 


kir  — bx  ta  - 1-  bx  k'n * — 4“x* 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  donner  à k les  valeurs  successives  1,2, 
3,  etc. , et  d'ajouter  tous  les  résultats;  on  aura  , en  faisant  8— y. 


la  formule 

tin  ax  / sin  < a sin  o#  , 3sin3l  4 *in  4(  , \ 

ÎHTkr — 27r  \w‘—  4*x*  4<r‘— 4*x-  9 w—b'x'  16* *— 4‘x*  + elC7' 

j 9.  Si  on  différentie  cette  formule  par  rapport  à a , on  en  déduira 

x cos  ax a / •»■*  cos  I j£r*cos  a#  g*-*  cos  3#  \ 

sin  bx  b \w‘  — b*. r*  épr'  — b'x*  gr4 — "i*j#  c C,J  i 

le  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 


? ( cos  fl  — cos  afl  -1-  cos  39  — etc.) 

cos  al  J cos  3! 


gir*  — - b\ r* 


f-  eic 


> 


— 4‘x’ 

Or  on  a , pag.  io3 , la  formule 

j Ô = sin  fl  — f sin  afl  j sin  3fl  — etc. , 
qui  donne,  par  la  différentiation  , 

± ==  cos  8 — cos  afl  -f-  cos  30  — etc.; 
donc  on  aura  en  général, 

cosax  i»  , / cosl  cos  2l  . cos  3#  \ 

5TÏÏ  = Vx + 3bx  ” V-  - etc-> 
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C'est  aussi  ce  qu’on  trouverait  directement  en  cherchant  la  frac- 

• , fox  * 

tion  partielle  qui  répond  au  facteur  i — ^ , dans  le  développement 

de  la  fonction 

sin  bx 

30.  Conside'rons  maintenant  la  fonction  ”n  ^ ; puisque  le  déno- 
minateur cos  bx  est  composé  d’une  infinité  de  facteurs  de  la  forme 


, , il  faudra  chercher  en  général  la  fraction  partielle 


(afcq-i)"** 

qui  a pour  dénominateur  ( aA-  -f-  i ) ar  — aix.  Soit  cette  fraction 
A . f ait  4-  i ) w — a bx  . 

üï+7j7TÆ  > on  P°urra  *»PP<>ser  A = *x, 

(a/<  + 1 ) w 

: Hr-î  P*r 


pourvu  que  dans  cette  expression  on  fasse  x: 


cette  substitution  on  obtient  A =s  — a cos  ifor  sin  ( À'  + j)  0,  en 
faisant  toujours  0 = ~. 

De  là  on  voit  que  le  facteur  i — — produira  dans  le 
développement  total  deux  fractions  dont  la  somme  est 

a nu  fer  sin  (k  + j)  * ■ a cos  ht r sin  (k  + j ) I 8&rcn»  tu- sin  (A-4-j)<  _ 

(aA+i)» — a bx  (aft  + O ir  -f-  abx  ~~  (aft  -f  i)*»-*  — ^b‘x'  * 

donnant  à À les  valeurs  successives  o , 1 , 3 , 3 , etc. , et  ajoutant 
tous' les  résultats  , on  aura  la  formule 

sin  ax  Q,  / si  n ;»  sin  ] t sinj#  \ 

cmbx  ~~  — g»-*— 46*x*  + aSr*—  4A«x*  etCl  )’ 

Si  on  différcntie  celte  équation  par  rapport  à a , il  en  résultera  , 
après  avoir  divisé  chaque  membre  par.r, 

entax  , / co*e#  3 cos  J i 5 cos  ï * \ 

co.. bx  * \x  — 44*x*  g*-1  — 4**x*  a5ir* — ^b'x'  ® ®y* 

formule  à laquelle  on  pourrait  parvenir  directement  par  de  sem- 
blables operations. 

2ijjj^-,es  quatre  formules  précédentes  réunies  sous  un  même  point 
de  vue  sodl , en  faisant  toujours  = 0, 


sin  ai e 


Digitized  by  Google 


CINQUIÈME  PARTIE.  § H.  * 

*in  ax / sin  # a«n  al  , 3 sin 3l  N 

(in  Sx  3rr  \x' — 6'x*  ijir* — b'x*  ' g*-4 — 6‘x4  Ê C / * 
co*o.r  _ i , . / cos  I cosa»  cn»3l 

f\  sin  bx  bx  * 2 C Vr* — 6‘x‘  4»* — i"x*  ‘"g*4 — A'x*  e 

* j - i . *_  s a s a 


COS  90 

1 cos  3l 

, p|/> 

:■  4*>— i4x* 

* 9x*— b3x* 

C IV. . 

sin  1 8 

sin  \ i 

P ptp 

gir*— 4£\r»  ' 

a5ir* — 4&*x* 

1 C IW  • 

3 cos  } $ t 

5 co§  J # 

etc. 

91T4— 4i’x»  ‘ 

aâr’— 4i’x* 

Euler  a donné  les  deux  premières  sous  une  autre  forme  dans  ses 
Opusc.  anal.  , tom.  II,  pag.  73  et  75. 

aa*  Si  au  lieu  de  x on  met  x\/~  1 , on  obtiendra  les  quatre 
formules  suivantes. 

e*1 — e-*1  / sinl  a sin  al  , 3sin3l  \ 

~ **  4x*+b'x‘  "t"  â^+Fx*  e,C7» 

1 , / eos I • c<*a*  , cos  3l  \ 

= Sî  *“  ato  — &+i&  + P+F?  ec7’ 

^ e—  / «injl «pj*  , . «■»!<  _ pt-  N 

«J.+e-i*  — B6  W-+-4À"x*  9ir*-HFâ?  ^ aSF+^Fx*  tC7* 

e“r+e-*‘  / cos  i I 3 cos  J I , » 5cos|l  ^ 

£u+B-»fl  4^  9x,+4b‘x‘  aS*-*-f-4A*x*  elC7‘ 

a3.  Si  on  fait  bz^-n , U première  et  la  seconde  des  formules  (a) 


deviennent 

. ‘ * 4 

A 1 

\ 

. 

x sin  ox 

, l 

sin  a 

9 sin  aa 

, 3 sin  3a 

afp 

♦ 

• 

* 

. 

M 

a sin  rx 
* 1 co  s ax 

1 X* 

1 

4-x* 

cos  a 

+ 9—* 

cos  aa  , 

VlC.  y 

cos  3a 

fl-rx*  sin  jtx 

A « 

SA-’X* 

! — X* 

4-x*4* 

9-** 

mm  CIC.  y • 

D’où  l’on  voit  qu’on  peut  généralement  sommer  les  deux  suites 


sin  aa 

t sin  3a 

61Q  a — 

a*Hl 

r 3^. 

PAC  /l  , , 

cos  aa 

t cos  3a 

VUS  M 

“F*- 

-r  3a 

_ cas  aa  . tus  7a  eus  4a  , , _ 

cos  n -ï-  + -p ÿF  + etc.  ; 

# * 

savoir,  la  première  en  développant  suivant  les  puistances  de  x, 

* * * -là  • • 

la  fonction  ~.‘!n  ° - , et  la  seconde  ea  développant  de  même  la 

. 3 310  wx  ' “ 
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fonction  — . c°,ax L_  • c’est  ce  qui  s’accorde  avec  les  formules 

2j rX  Sin  WjC  3ir\E*  * 

des  n"*  106  et  107,  IV*  partie. 

De  meme  si  on  fait  b=±  K dans  la  troisième  et  la  quatrième  des 
formules  (a)  , on  aura 


sin  ax 

sin  a 

«in  3 a ( 

sin  5a 

etc. 

XC03  J wx 

I— X* 

9-** 

25  — X* 

co*  a v 

Cos  a 

3 co*  3a 

5 cos)  5a 

etc. 

COS  * WX 

l—X* 

a5  — x* 

d'où  il  résulte  qu’on  peut  sommer  généralement  les  deux  suites 

*in  3a  . .>in  5«  pin  7a 


Slll  a jri 1 

COS  3<l 


co  s a — 


•5^+r 


5* 

cos  5a 

■ y»iVr  ‘ 


r* 

COJ  7a 

■ 7.s«  ■ 


etc. 


■f-  etc. 


a4-  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  les  équations  (a) , ainsi  que 
les  équations  (A) , supposent  a < 4 ou  8 < ir.  O11  ne  peut  même 
faire  a — b que  dans  la  deuxième  et  dans  la  troisième  des  équa- 
tions (a)  ; car  le  cas  de  a = b qui  donne  0 = -tT  , rend  défectueuses 
la  première  et  la  quatrième  de  ces  équations.  Il  en  est  de  même 
des  équations  (b). 

Pour  trouver  le  développement  des  mêmes  fonctions  lorsque  a 
est  > b , nous  supposerons  en  général 


a = a kb  -|-  c, 

k étant  un  entier,  et  c un  nombre  positif  ou  négatif,  mais  moindre 
que  b. 

Cela  posé,  il  faut  réduire  d’abord  la  quantité  , ce  qui  se 
fera  au  moyen  de  la  formule 

sin  Ax  — sin  ( A — ib  ) jr  = a siu  bx  cos  (A  — b ) je. 

On  en  tire  successivement 


tin  1 ) x pin  rx 

«in  bx  ' «in  bx 


a cos  (A  -{-  c) x. 
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sin(44  + r)*_sin(a4+c)x  , , . s 

sia  ix ÏÛTSI  f-2  C0S(3 b + c)X, 

-f-  2 cos  (5 h+  c)  X , 


sin  (66-f-  r)  r sin  (4f>  -4- c)  x 

si 

etc. 


no  bx  sin  bx 

sin  ax  sin  ex 


|-Mj  on  aura 


Donc  si  on  fait  . , — . . 

ein  bx  sin  bx 

M = acos(4-f-c)a:-f-2Cos(344-c).r-{-2COs(54-f-c)jf"«-~f-2cos(rt— 4)jr, 
série  dont  le  nombre  des  termes  est  k. 

On  voit  maintenant  qu’en  supposant  a = a kb  c et  y = 6, 

le  développement  de  sera  donné  généralement  par  la  formule 
= a cos  (a — ’i)  x+  a cos  ( a — 34)  r....+  a cos  (4+c)  x 

«inox  ' • ' 

/ sin  * a *in  a*  . 3 sin  3#  \ 

+ " ~ fT-VP  + etc’> 

« 

a5.  Pour  avoir  , dans  le  même  cas,  le  développement  de  la 
fonction  — r-  , j'observe  qu’on  a la  formule  • 

cos  Ax  — cos  (A  — 2b)  x — — a sin  bx  sin  ( A — b)  x, 
d'ou  résultent  successivement  les  valeurs 

• 

cos(a>  + Qx=c^_>sia^  + c)j. 

sin  bx  hq  bx  \ / x 

cns(44  + Qx_co.(a4+e)x_:|sin,5&  )x 

sia  bx  un  bx  ' ' 

et  en  général , 

cosnr  _ coscx  — 3 sin(4+c)x — a sin  (34+  e)  x. . . . — a sin  (a — 4)  x ; 

sin  bx  sm  bx  ' ' \ 

donc  en  faisant  toujours  y = â , la  valeur  développée  de  yx 


sera 

cosar 


«in  i 


=— asiu(u — b)x — asiû(n — Zè)x — asin(«— 54)x...— asin(4-f-c)at 
i . , / cos  * cos  a#  . cos  3s  \ 

+ H + 3bx  ~ + 9-^r*-clc> 
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a6.  Pour  développer  semblablement  la  fonction  ^ , nous  ferons 

usage  de  la  formule 

sin  Ajt  -f-  sin  ( A — ai  ) x = a sin  ( A — b)  x cos  bx , 

d’où  résulte 

sin  ( ob  -4-  O x 


Tbx 


i ex  * i f » , v 
— F-as>n(0  + e)x, 

3 0.  V N / 


et  en  général,  prenant  cos  Aît  pour  désigner  (—  i)‘. 


«in  or 
co»  bx 


= cos  A-x.^^+asin(a — b). r — asin(o — 3i)ar-f-asin(<j — 5A)x.._ 
.. . — a cos  At# sin  (£+c).r. 


Enfin  s’il  s’agit  de  la  fonction  on  aura  la  formule 

° co» bx  ’ 

cos  Ax  + cos  (A  — ab)  x — a cos  bx  cos  (A  — b ) x ; 
d'où  l’on  déduit  successivement 

co»  ( ab  -f-  c)  x m»  ex  , / . , » 

i — t— i—  = — > — J-  —f“  3 cos  ( b -4-  c)  x y 

cos  bx  .cos bx  ' ' 

W+Sl*  = _ * a cos  { u + c } x 

cos  bx  COS  tfc  \ • / r 

et  en  général  , 


Z^bi  = cos  + a cos  ( a-b ) x — a cos  (a-3£)  * 

. . . — a cos  À7T  cos  ( b -f-  c ) x. 

a7.  Rassemblant  les  quatre  résultats  précédons  , on  voit  que  si  a 
est  plus  grand  que  b , et  qu’on  fasse  a — alb  -)-  c , A. étant  un 
entier,  et  c un  nombre  positif  ou  négatif,  mais  moindre  que  b , 

ou  tout  au  plus  égal  à b,  on  aura,  en  faisant  =;  6 , les  quatre 
formules 

-'Ji “->4? 


Digitized  by  Google 


CWN'QUIKME  PARTIE.  § IL  • i75 


a coi  (a— 6)  c+2coi(<i — 36)  r-f-4  c-s (a — 56)  x. . . +2  coa  (6-f-<)  x 

. • . . » ! ..  Ça  a 


a sin  a#  5 sin  3# 
4«^ — 9#*— 6*x* 


-etc.^ 


W 


. * r a cos  (a— fc)  i 
»m  ar  I v . 

"{+■•(?£= 

— asin(a — A)x — a sin  (a — 3£)x—  a sin  (n — 5£)  x. . . — asin(5-f  c)x 
. i . , / coa  # cos  a#  4 ers  3l  \ 

jx  \a-' — Z»\r*  ^tr* — Ù’X*  ‘ <JW* — b*X*  J 

sinar  f 3s*n(a — ^)-r — a»ifl(û — 3£)x4-asin(<j — $b)x... — a co#Airsin(i+r)x 

v—  = -f  , «ï  . / sin  J I Jtnj#  sin  J # . \ 

co« ox  ) -f-8£x cos kw ( 77 — — — 4- — _ - — etc.) 

V*‘— 4^*0.-  9ir— 4Mx*^a5ir  — 4*\r*  / 


cosqx 

cos 


={ 


a cos  (a — 6)x  — acos  (a — 36)x-+-a  cos(o — 56)  r...  — a cos  6»  cos  (6+c)x 

. , , /COS;#  3cO»;l  5 COS  ! » . \ 

+ 4»  cos  6»  ( t)—  -4 — £“r — *ri—  «te.  ) 

\jr‘ — 6*x*  g w — 46-x*  T a5» — 46  x*  / 


Ces  formules  différent  des  formules  (a)  par  la  parlie  entière 
qu’on  en  a extraite,  comme  cela  a lieu  dans*le  développement  des 
fractions  algébriques,  lorsque  l’exposant  delà  variable  dans  le  nu- 
mérateur, est  plus  grand  que  dans  le  dénominateur.  Uuc  semblable 
réduction  aurait  lieu  dans  les  formules  (6)  ; mais  elle  est  indiquée 
plus  immédiatement  dans  ces  formules  où,  lorsque  a sera  plus  grand 
que  b , on  pourra  exécuter  la  division  du  numérateur  par  le  déno- 
minateur , jusqu'il  ce  que  le  plus  grand  exposant  de  X toit  moindre 
dans  le  numérateur  que  dans  le  dénominateur. 


28.  Le  cas  où%  est  un  multiple  de  b mérite  d'être  examiné  parti- 
culièrement et  avec  quelque  détail. 

Supposons  d'abord  que  ce  multiple  soit  pair , et  qu'on  ait  a=  ikb , 

. , û ï * ,.  ..  «in  at  sin  ar 

ce  qui  donne  c = o , 0 = o ; alors  Tes  tondions  - — — et  — -r-  sa 
1 un  ox  co»  b c 

réduisent  aux  parties  entières  de  lèurs  valeurs  données  par  les  for- 
mules (c),  et  les  séries  disparaissent.  Quant  aux  deux  autres  fonc- 
tions, elles  deviennent 


co»  a 
»iu 


(/) 


^ r — 2 »in  (a— 6)  x — a sin  (a— ^6)  x — a sin  (a — 56)  x sin  6x 

11  = 1+  È + a4x  + - e,c  ) 


cosax 

cos6x 


={ 


acos  (a— b)z — acos(a— 3£)x+a  cos(a— 5£)x... a cos  k * cos  bx 


* 
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Soit  en  second  lieu  a = (2A-f-  i)b,  on  pourra  mettre  A + i au 
lieu  de  A',  puisqu'on  a également  a=abb-j-b  eta=(aA+a)A — b; 
dans  la  première  supposition,  ou  aura  c=  b,  et  dans  la  seconde 

c = — b.  Alors  les  deux  fonctions  et  c-  '‘'ar  se  réduisent  à une 

fin  bx  cas  b.t 

partie  entière  , et  ne  contiennent  point  de  série  infinie.  Quant  aux 
deux  autres  fonctions  et  leurs  valeurs  serontles  mêmes, 

sin  bx  cos  bx’ 

soit  qu'on  fasse  a = akb-j-b  et  c=4,  soit  qu’on  fasse  a=  (aA+a)i — b 
et  c — — b.  Ces  valeurs  sont 


(g) 


ensar  f — a >lD  (a — x — 3 s'n  (a — 34)* — a sin  (a — 5i)  x. . . — a sin  abx 

l+È- a6x  (ï=F7‘ + 4?=FT' + ~ etc) 

}a  sin  (a — b)  x — a sin  (a— 34)x-|-a  sin  (a — 5 b)x. . . — a cos  ht  sin  abx 

-+-  8bx cos  kr  ( — — î-r— - H ' ...  ■ H — •-  , ‘yrr-;  4-  etc.  ). 

\<r* — 4b‘x‘  g»* — 46“x-*  a5ir* — 4“X  J 


J III.  De  V intégrale  j-q-'—  , et  autres  semblables „ 

prises  depuis  x — o jusqu’à  x — ce. 


29.  Supposons  d'abord  a < b et  = fl  ; par  Ja  première  des 

formules  (a)  du  paragraphe  précédent , on  pourra  mettre  l’intégrale 

Z =s  Ci\naje , sous  cette  forme  * 

J un  bx  1 -J-  u 


„ p dx  / sin*  asinaS  , 3 sin  3*  _lA 

L — 27r  J T+TxKx'—b'x  4^*— 6*x»  3w'—b'x‘  c 


■•)«  CI 


= O 
CO 


or  suivant  les  formules  (16)  du  § I , on  a généralement  dans  les 
limites  données , 


h 


dx  • ï sr 

-t-jr*)  (/<V—  AV  ( AV*  + b'  ’ 


de  là  résulte 


ry  sin  ê ûar*  sin  20 

4 — T*  + i*.“  4*- +6* 


3w*  sin  3* 

— rnr  — etc. 
9*  -h  b 
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Celle  suite  peut  se  sommer  par  la  première  des  formules  (£)  du 
paragraphe  précédent,  et  on  en  tire 

7 » e1— «~*  . . 

c’est  la  valeur  de  l’intégrale  cherchée  /— -f—  . s?n  °J. 

. ° , j i -f-  xx  un  ÿx 

I.a  même  analyse  étant  appliquée  aux  intégrales  J < 

/*  dv  sin  ax  f*  dv  cos  c,r 

x ( i -f-  xx  ) # coâbx  9 J i 4“  xx  * cos  bx  9 

dx  « 


x ( i 4-  xx  ) # coâbx 
suivans  ; 


ou  obtiendra  les  résultats 


M 


/ 

/ 

fi 


«in  ax 
siu  bx 


-f-  xx 
ccnax  .rit  c 
sin  bx  ' i xx 
stn  ax  tir  ■ 

cos  bx  ' x(i  +xx)  ' 
cosax  dx 


*■  g1  — e~~* 
a ' e*  — e"1’ 

â ' ë*  — e_l  * 
w f—tr* 


•’V' 


a ' e*  + e- 

« e»+  g~ 

i •+•  xx  a * a*+e~ 


3o.  On  peut  parvqpir  directement  à ces  résultats  par  les  consi- 
dérations suivantes.  Soit  X ou  X (x)  une  fonction  paire  de  x qui 
puisse  se  décomposer  en  un  nombre  fini  ou  infini  de  fractions  par- 

lielles  de  la  forme  c, ^ , c étant  une  quantité  réelle , ensorte  qu’on 

ait  X (jc)  = S le  signe  somme  se  rapportant  à toutes  les 

valeurs  correspondantes  àe  A et  de  c.  Pour  avoir  l’intégrale  f 

. ' . . ' . , r J «+** 

depuis  x = o jusqu’à  x = co , Jil  faudra  prendre  entre  les  mêmes 
limites  l’intcgrale  x,y  et  réunir  toutes  les  quanti- 

tés de  la  même  espèce.  Or  par  la  fo^pule  (t6)  du  § I , on  a 

C Kdx  t 


A 
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c’esl-à-dirc  qu’il  faut  faire  x‘  = — 1 dans  la  fonction  X , et  multi- 
plier le  résultat  par  , 

Soit,  par  exemple,  X(jc)  = » on  aura  X ( \/ — 1)  =s 

sin  (n  — i)  e‘ — e~‘  . r fin  ar  dx  «•  e* — e~‘ 

Ÿ — l.cai(ip — 1^  e*  + e-*  ’ °nC  J x cos  bx ’ 1 -f- x x *' 

3i.  Les  formules  ( a ) supposent  a<£;  lorsqu’on  aura  a>é, 
il  faudra  faire  a = a/rÂ -f- c , fc  étant  un  entier  et  c une  quantité 
positive  ou  négative,  mais  moindre  que  b. 

Considérons  d'abord  la  première  formule  ; noos  avons  trouvé 
dans  le  § précédent,  que  dans  le  cas  dont  il  s’agit  on  a 


sin  ox^sin  ex 
sin  bx~ 


+ acos(a — b) x -f-  acos(a — 3 b)x  . . . + 3cos(b+c):c. 

D’un  autre  côté , par  la  formule  ( 1 ) de  la  troisième  partie , 
page  358,  on  a 

/(irons  nx  w 

1 a B ’ 

donc  • 

/"sinnr  _ d^  _ . , . . .J.  e-0-»-0  ) 

J flin  bx  I -f-  xx  ' 1 J 

r*\ n ex  dx 
'J  sin  bx  * l +xr* 

La  somme  de  la  suilc  comprise  dans  celle  valeur  est 


e“C*— *)  — e>-t 
i — <rr 


= TT. 


e* — e~ 


etrinlégralcy*^-^  . y^_rxx  est  donnée  parla  première. des  formules 
(a),  puisqu'on  a c<£;  donc  on  aura 

■■  ot  . /:: 


de 


=r + = 


sin  /»x  * 1 -f-xx  * e* — ~T~  a * ? — «T*  a * e* — e“* 

3a.  Si  on  differenlie  cette  équation  par  rapport  à a,  et  qu'on 


observe  qu’alors  Ja~  1 , il  en  résultera  cette  autre  formule 
, rxeo*ax  dx  x t*—  e~’ -J- îo~* 

' J ùn  bx  ’ 1 -f-aj;  ” a 


_ *-» 


C’est 
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C’est  aussi  ce  qu'on  trouverait  directement  par  le  de'veloppemcnt 
de  cn,ac  donné  parla  seconde  des  formules  (e)  du  § II. 

Nous  remarquerons  cependant  que  la  formule  précédente  est 
sujette  à exception,  lorsque  n = (a£-f- i)ê  ; car  alors  on  pourrait 
faire  indifféremment  a = aAA-|-i,  ou  fl=(2Â-4-a)À — b,  c’est-à- 
dire  c = b,  ou  c — — b.  Or  le  résultat  de  la  formule  n'est  pas  le 
même  quand  on  fait  c—b  et  quand  ou  fait  c — — b,  puisque  dans 

la  première  supposition  elle  donne  ^ > et  dans  la  se- 
conde , — r — f ir.  Il  faut  donc  recourir  à une  autre  méthode 

pour  trouver  la  valeur  exacte  de  l’intcgrale  dont  il  s'agit. 


33.  Lorsque  a=(aA-{-i)4,  on  a la  formule 


cosa.r  tospj  » » */»  • .»! 

-r — 7—  = - — r asm  10 x — asm  4 ox» . . — asm  2kbx , 

*m  bx  sin  bx  ^ 9 


co  sbx 


laquelle  ne  souffre  aucune  exception.  Si  on  multiplie  de  part  et 
d'autre  par  p— - ^-,lerésultatdùauxtermes — asiuaix, — asin4èx,etc. 
se  trouvera  exactement  par  la  formule  connue  • 


/ 


'xilx  tin  mx 
1 + XX  ’ 


: - e 

U 


ainsi  l’erreur  que  nous  avons  remarqué^fle  peut  venir  que  de  l’in- 
tcgrale  J ^ ^ . p — , qui  ne  peut  être  - . » comme  1 in- 

diquerait la  seconde  des  formules  (a). 

La  vraie  intégrale,  dans  le  cas  de  az=zb , se  trouve  par  l’équa- 
tion (c),  IV*  partie,  n*  i3i,ct  cette  intégrale  est 

,4 . "it  . v 

Ttlx  ire-* 


f 


cos  bx 


sin  bx  ' 1 q-xx 

D’ailleurs  on  a sans  difficulté 


© 


/ 


3'ci  C 


t - — (asin  a bx  -f-  asin  l\bx, . .4-  asin  îkhx) 

. *3 


T* 
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donc,  lorsque  a = (ak-f-  t)b,  on  aura  gcuéralcment 


m 


COI  (IX. 

sin  b.L  ' 


xd  c *€~‘ 

1 + JTX  ?— ir*‘ 


Ce  résultat  est  le  milieu  précis  entre  les  deux  valeurs  que  semblait 
donner,  pour  le  même  cas,  la  formule  (c). 

C’est,  au  reste,  un  phénomène  analytique  assez  remarquable, 

que  l'intégrale  a'*  lro's  va^eurs  très -différentes, 

lorsque  a = (aÀ-f-i)6  , cl  lorsque  a diffère  infiniment  peu  de  celte 
valeur  en  plus  ou  en  moins.  Ainsi  ai  étant  infiniment  petit,  l'in- 
tégrale Z correspondra  de  la  manière  suivante  aux  trois  valeurs  de  a: 


a = ( a/.— p- 1 }Z  — eo , 
a ==  (aA-f-i  )ô, 
a = (aÆ+iJê  + oi, 


Z = 
Z = 


- 

e1— tF 
«-* 


+ > 


La  première  intégrale  résulte  de  la  formule  générale  ( ’c '),  en  fai- 
sant c — b — au,  et  négligeant  ensuite  tu;  la  troisième  résulte  de 
la  même  formule,  en  faisant  ax=.(p.k-\-i)b — ( b — »),  ou  c— — [b — a), 
puis  négligeant  tu. 

La  seule  exception  à la  formule  générale  a donc  lieu  dans  le 
cas  où  ^ est  un  nombre*a«tier  impair;  cette  exception  est  indi- 
quée par  la  formule  elle-même,  qui  passe  de  la  valeur  ~ -f-  j tt 

à la  valeur  r,  dans  l'intervalle  infiniment  petit  compris 

depuis  « = (aA— (—  i }A — u>  jusqu’à  a = (aA-(-i)f-}-». 

34.  Venons  maintenant  à l’intégrale  Z = f c ’ a.x  . — . En 

0 J cos  bx  1 + rc 

* supposant  toujours  a=  akb  + c,  on  aura,  suivant  l’article  36  du 
§ précédent , 

cosnx  , cos  ex  , , 

— 7—  —coskx.  — 7--l-2C0s(rt — b),  r — acosffl — 3 b)x 

eos  bx  cos  bx  ‘ ' ~ ' ' 

...  — acos  br  cos  (b  -j-  c)x. 


* 
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»79 


Multipliant  par  , et  intégrant  dans  les  limites  requises,  on 

aura  d’abord , ppr  les  formules  (a')  , ‘ 


/C05  CX  dx  w 

cos  bx  ' 1 +ir  a 


*•  cr-(-e  e 
a ‘ » 


s>  dx 

ensuite  l’intégrale  J Caco,(a — b)x — acosfa — 36)r... — acos<rxcos(6+r)r] 

a pour  valeur  7r(e_<J-,) — <.-so — Cos  , progres- 
sion dont  la  somme  est  . 


e-<4-S)  — e*— r COJ  fer 

ar  . — — , — , l ♦ . 


OU  TT. 


f*  — «—‘CO)  A* 

e*  e~b 


Donc  on  a en  général 


(<0 


/ 


c dx  % . 

— , r . — = - cos  Air 

C03  0X  ï «4*  M 3 


— - e 


e*  +«~*  e*-f-e-*' 


Celte  formule  n'est  suietle  à aucune  exception;  car  si  on  avait 
a=(ai-f-i)t,  ce  qui  donnerait  en  même  temps  n = (ai-f-a)J — A, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  formule  donnera  le  même  résultat,  soit 
qu’on  fasse  k —i  etc=£,  soit  qu’on  fasse  et  c— — b. 

Alors,  en  effet,  les  deux  facteurs  cos  for  et  & — e— , changeant 
à la  fois  de  signe , leur  produit  reste  toujours  le  même. 

-lié' - - 

35.  Soit  proposé  enfin  de  trouver  la  valeur  de  l’intégrale 


Z = f— 

J xe 


dx 


ceo»  bx'  i -)-jj  * 

- '"r~[ 

lorsque  a = skb  + c.  Alors  on  a,  par  les  formules  du  § précédent, 

■ *■  ^ ■ 

sin  ax  » _ sin  ex  . 

— 7—  = cos  A: 7t. — r — h P, 
m cos  bx  cos  ox  * 

P = asin(n  — b)x — asin(o — 3i)x  -+■  asin(a  — 5b)x. . . . 

...  — acosAvr  sin  (b  -+-  c)x. 

Mais  au  moyen  de  la  formule  J' = ~(1-ve'‘) > donuée 


,8o  EXERCICES  DE  CALCÜ1  INTÉGRAL, 

troisième  partie,  page  36o,  on  trouve 

p Vdx  f *(i  — i + i.... — cosAy)  ^ 

J x( i+n)  ,r(e-<+>— c-'+3*+e-‘+5’.  . . — C0S  k«cr'—). 

La  série  i — i + 1 — cos  A. Y a pour  somme  zéro,  si  A est  pair, 

et  i si  A est  impair  ; donc  cette  somme  est  représentée  généra- 
lement par  ;(i  — cosA ir);  quant  à l'autre  série,  elle  a pour  somme, 
comme  dans  l’article  précédent. 


e~u  — co»  k* 
,r-  *>  + *-» 


dx 

i +xx 


, donnée  par  les 


Donc  en  substituant  la  valeur  de  f ■ 
formules  («'),  on  aura 

( p)  . _ éf-  —r ( i — cosAvr) ïr~~=i~X~'r  cos  A-r . 

w > J xco‘h.c  i-f-XX  a'  1 c»+e  * a «*+e  » 

Cette  formule  n'est  encore  sujette  à aucune  exception  ; car  lors- 
qu’on a « = (a«-}-i)A,  soit  qu’on  fasse»  A=i , c=b,  ou  A=i-H> 
c= — b,  on  obtient  toujours  le  même  résultat,  savoir, 

V rrr— 

a 

Ainsi,  par  exemple,  lorsque  a = b , on  a 

, pile  lang  ax  sç  e“ — f~* 

Ab)  J x^i-f-xx)  a ' €?+  e~“' 

Celte  formule  étant  combinée  avec  la  formule  (</)  du  n"  i5i, 
quatrième  partie,  qui  donne, 


/ 


on  en  tire 

(*> 


xdx  tangar  *e~* 

1 -J- xx  c'4 1-"  ’ 

"dx 


J ' ^ tang  flx  = 7 7r. 


Or  celle-ci  peut  se  démontrer  directement;  d'ailleurs  elle  se  dé- 
duit de  la  formule  ( d ) qu’on  vient  de  citer,  en  faisant  m—o. 
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36.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  lorsque  a est  >£,  si 
on  fait  <i  = 2/W>  + c,  k étant  un  entier  et  c étant  plus  petit  que  b , 
ou  tout  au  plus  égal  à b , on  aura  les  quatre  formules  suivantes: 


/sin  a. v dx  «■ 

sinfc'  l-f-xx  a 

/coa  ax  xdx 

sin  bx'  1 -f-  xx~ 


w e'-f-e-' — aB_" 
J—ï-i  » 


r'-j-ae 


(,)  f . -p-  =î  ( , _COs^)+'  cosAtt  . J±C  - 
J xcosbx  i+xx  a'  1 a e*-t-c  * +e 

/c otax  dx  ir  , »' — , wt’~‘ 

co*6x'i-+-xx  a 'ê*+«=i 


La  seconde  de  ces  formules  est  la  seule  qui  soit  sujette  à excep- 
tion , lorsque  a—  (aÂ-f-i)^;  alors  cette  formule  doit  cire  remplacée 
par  la  suivaute  : 

r- 

J « 


cos  ax 

sin  bx 


xdx 
1 +XX 


*e 

:?=i= 


37.  Si  on  diflereutie  par  rapport  à a la  quatrième  des  équations 
(i'),  on  aura,  eu  observant  que  dc  = da  , 


(*') 


/tin  01  xdx  * , c +e  , 

— r-  ■ — ; = COS kVT . . _i  -f- 

cos  bx  i+«  a e*-+e  c+f 


cos  èx  ’ 1 ■+■  xx 

Ajoutant  cette  équation  à la  troisième  des  équations  (t')  , il  viendra 

, rdv  fin  ax  x , , , 

(f)  / . 1—  = - (l COSÀ7TJ. 

> ' J x cos  bx  a v ' 

Ce  résultat  peut  être  vérifié  directement  de  la  manière  suivante. 


58.  Soit  pour  plus  de  simplicité  b = j , ce  qui  ne  diminue 
pas  la  généralité  de  la  formule,  et  soit  proposé  de  trouver  l'in- 
tégrale Z = J'  » nous  considérerons  celte  intégrale  comme 

composée  de  plusieurs  parties,  la  première  depuis  j"  = o jusqu'à 
x=7r;  la  seconde  depuis  x = 7r  jusqu'à  .r=27r,  et  ainsi  à 
l'infini. 

Pour  avoir  la  première  partie,  je  fais  successivement  xxx'-tt — a, 
jr  = ï , et  prenant,  dans  les  deux  cas,  dx  — dv  , j'aurai 


i8a 

l’intégra}e 


EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

/*</*  /sin (;OT  — ' g»)  sin  ( + a*  -f- in») \ 

sin»  * \ ï*  — " ïw  + » 

/’  </«  /a»  «in  A tiw  cos  n»  — w cos  ; air  «in  o*\ 

sin  ■ " \ J »*  / * 


qu'il  faudra  prendre  depuis  « = o jusqu’à  ta  — {yr. 

La  seconde  parlic  , depuis  x = yr  jusqu’à  x = 3 7T,  se  trouvera 
de  même  en  faisant  successivement  x = f ir  — <a,  x=|  tt  -f-  ai , et 
on  aura  l’intégrale  * 

/’  du  /?«  sin  \ ut  cos  au  — cos  J ni  sin  «*\ 

sin  « \ j T* — «*  / ’ 

qu’il  faudra  encore  prendre  entre  les  limites  ta  = o , ta—  } yr. 

Si  l’on  continue  ainsi  indéfiniment  et  qu’on  fasse , pour  abréger, 

-,  aiin;iii  . asinjoi  . asin  foi- 

M = P^T.-  - “ elc-  » 

VT  w co*  ~ aw  3wco!?aw  , 5«rcosj  oT 

W ~~  a rr*  _ 1 » 

l’intcgralc  cherche’c  Z sera  transformée  en  une  autre  qui  doit  être 
prise  depuis  » = o jusqu’à  ta  = ~ yr , savoir 


-f 


Mwdw  cos  a* 


-f 


"Sd*  «in  a u 


Maintenant  il  résulte  des  formules  (a)  du  § Il , qu'en  supposant 


a < x , on  a 


M = 


N = : 


m uis  <* 

Donc  en  faisant  la  substitution  , on  aura  Z = O.  Lors  donc  qu’on 
suppose  a ■<  i , on  aura 


f 


dx  sin  at 


O. 


j x cas  x 

Lorsque  a = i , cette  formule  cesse  d’être  exacte  ; on  voit  en  effet, 
dans  ce  cas,  que  tous  les  termes  qui  composent  la  suite  N , sont 

nuis , et  qu’aiusi  on  a N = o j dans  le  même  cas  on  a M = 
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ce  qui  donne  Z.  filx  = a»  = J 7 r.  Donc  on  a alors 


i85 


/dx  , 

- tang  x = r ; 


ce  qui  s’accorde  avec  une  formule  déjà  trouvée. 

Si  dans  les  deux  formules  précédentes  , on  met  bx  à la  place  de 
x et  J,  au  ^*eu  a > on  aura  > en  supposant  a < b , 

' dx  sin  ax 


et  lorsque  a — b. 


S 


x cos  bx 


J ^ tang  ax  = ±7r. 


3q.  Il  faut  maintenant  trouver  la  valeur  de  la  même  intégrale 
lorsque  a est  > £;  pour  cet  effet  nous  supposerons  à l'ordinaire 
a ^ ikb  -f-  c , k étant  un  entier,  et  c étant  moindre  que  b.  Or  ou  a 

sin  ax  4-  sin  ( a — a b)x  . , 

t — — a sin  ( a — b)  x , 

cos  bx  » ' * 

de  là  on  tire 

/de  sin  ax  , Cdx  sin  ( a — ib  ) x rdx  . , 

T^Tb x+J —cZbï = îj7«.nMr  = tr. 

Donc  on  a successivement , lorsque  c n’est  pas  égal  à b , 

"dx  sin  ( ob  + c ) x _ 


J 0 x cô a bx 

/dx  sin  (46-+-  c)x 
x cos  bx 

/dx  sin  (S 4 + r)  x _ 
x cos  bx 


1T  : 


et  en  général , 

/dx  sin  ax  x , , . 

ce  qui  s’accorde  avec  la  formule  ( t). 

4o-  Cette  formule  est  cependant  sujette  à exception  lorsque  ax=b, 
et  en  général  lorsque  a = ( aA  + 1 ) b.  En  effet , dans  le  cas  de 
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a = b on  a f ^ s=  - , d’ôù  l’on  déduit 

9 J x coa  kr  a 


/ 

/ 


dx  sin  r _ 
x coa  bx 
de  sin  5 bx 


x co#  bx  a a . ; 

et  en  général  i étant  un  entier  quelconque , ; . ' 

rdx  si»  (o/  ~j-  i ) bx «• 

J ico  ,bx  a 

On  voit  a priori  pourquoi  la  formule  ( / ) ne  peut  avoir  lieu  lors- 
que a = itb  -j-  b , c’est  qu’on  peut  faire  également  n = (ai  -+-  i)l>  b , 
ce  qui  donne  k = i ou  k = i -f-  i . Or  ces  deux  valeurs  de  k donnent 

pour  - ( i — cos  for) , denx  valeurs  différentes  o et  ir.  La  vraie 

valeur  de  l’intégrale  est  une  moyenne  ~ entre  les  deux. 

4i.  Puisque  la  formule  (/')  est  sujette  à exception  lorsque 
a = ( 2i -f-  i ) b , il  s’ensuit  que  la  formule  ( k ')  est  sujette  aussi  à 
exception  dans  le  même  cas,  sans  quoi  la  diflérence  des  deux  ne 
pourrait  donner  la  troisième  des  formules  ( iy)  , laquelle  n est  sujette 
à aucune  exception.  Or  on  a toujours 

/de  sin  ax  Ain  ax  xdx  C sin  ax  dx 

x cos  bx  J c 


CO»  bx  ■ i J X COJ  bx  ’ i-\-xx’ 

donc  dans  le  cas  de  a=;(2i-f-  i)  i,  la  formule  ( k ) doit  cire 
remplacée  par  celle-ci, 

/sin  ax  rd c -rr~A 

cos  bx'  i -+-.i\c e* 

lorsqu’on  a simplement  a = b , cette  formule  s’accorde  avec  la 

valeur  connue  de  . {f' oyez  la  formule  (</)dn  n°  i3i  , 

J 1 “T  xx 

IV*  partie.) 
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i85 


6 IV.  De  T intégrale  7i  — f— — <lx  sin  rx , et  autres 

y ° J eWI  — e ” 

semblables , prises  depuis  x = o jusqu’à  x = oo. 


4a.  U faut  supposer  a ■<  tt  , sans  quoi  l’intégrale  deviendrait  in- 
finie ; cela  posé  , on  pourra,  en  vertu  des  formules  (b)  du  § 11 , 
mettre  l’intégrale  Z sous  cette  forme  : 

£ rdxmnrx  r axdx  sin  rx  / cos  a cos  aa  , cos  3 a 

J J v \i  -J-  x’ 


-etc 


cos  aa 

4 + ***1"  9 + ** 

xd  v sin  rx  * 


•> 


Mai|  dans  les  limites  données,  on  a trouvé  J'  a e 

et  C—  siurx  = -:  donc 

J * 

Z = { — e-'  cos  a -f-  e~”  cos  aa»—  e-5'  cos  3 a -f-  etc. 

Or  la  suite  z cos  a — z’cos  ia  + s3  cos  3<j — etc.  est  le  développe- 
ment de  la  fonction  — * [CI>"  • donc  en  faisant  s=e— ou 

i ai  a»  a-t-s 

aura  l'intégrale  cherchée 

r,  __  , (e-'cosa  4-C— ')  c'—  g ' 

* i -f-  zé~r  cos  a -f-  e~~*r  * * c'  -f*  e*~r*4“  3 cos  a* 

43.  Soitproposésemblablementl’intégraleZ=y  •^~^i“jrC0SfXs 

dans  laquelle  on  suppose  toujours  a < tt  ; on  pourra , au  moyen  des 
formules  (b)  du  § II , mettre  cette  intégrale  sous  la  forme 


rw  1 r , /COS  T a 

Z=-Jdx  cos 


3 cos  î a 


5 cos}  a — etc.). 


T+ï* 

Effectuant  les  intégrations  au  moyen  de  la  formule  connue. 

rdx  cos  rx  _ e-mr  j)  viendra 
J an»  » 

Z = e—v  ' cos  {a  — e~  • r cos  | à -+-  e~  « r cos  ;«  — etc. 
Mais  on  a 

cos  fl  — z cos  58  -f-  z*  cos  58  — etc.  = - ; 

a4 
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donc  en  faisant  s = e~ 6=  g a,  on  trouvera  Z ou 


/ 


. (e*  ) ei»io 

— dx  cos  rx  — - ■. 

e*x  4.  é~*x  eT  + e~  r + a cosa 


44-  Par  une  analyse  semblable  , on  déduira  des  formules  ( b ) 
du  § Il , deux  autres  intégrales  , que  nous  comprenons  avec  les  deux 
précédentes  dans  le  tableau  suivant  : * 


fe"x  4-. 
J exx  — < 


(«y 


r? 

fi 


-h* 


*+■  c 

re°x-e-x  , 

^ eTX  — c~TI 


— dx  sin  rx  = j.  — ; > 

wx  «r+e  + a cos  a 

,T  , ( e*r +<*”** r)  c<Mla 

- dx  cos  rx  — i j 

“ er  + e + acos  a 

er  4-  e— *■+  a cosa 


, (c*  r — e ‘ r ) sin  î a 

(IX  Sin  rx  = -o— ; — — • ■ - » 


dx  cos  rx  = 


er  4-  e~r  + a cos  a 

% 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  ces  intégrales  sont  prises  depuis 
x = o jusqu’à  x = oo , et  quelles  supposent  u <C  or. 

45.  Les  principaux  corollaires  qu’on  déduit  de  ces  formules,  sont 

dx  sin  rx  , d.  — 1 


î e* 


Ci") 


/dx  sin 
e*"  — e 

f Cxx  4.  «-**  _ tï  ' + e-  i ' — 7+7* 

/xrfx  cos  rx  ; cr 

c*x—  e-"-  fer4->)‘* 

.rit.»  sin  rx 


f 

f 

f 


exx  + e” 


4’(«ïr-t-e— 


e — r 

4-  e 


r + e” 


f— . dx  tang  4 a , 

dx  = ■ 


a cos  l a 


Ces  formules  sont  faciles  à vérifier  par  le  développement  en  séries 
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el  les  formules  d'intégration  connues.  D’ailleurs  on  peut  observer 
que  la  troisième  et  la  quatrième  se  déduisent  de  la  première  el  de 
la  deuxième,  en  dilTcrcntiant  celles-ci  par  rapport  à r. 

C es  formules  sont  d'ailleurs  susceptibles  d'en  fournir  une  infinité 
d’autres  par  la  différentiation  ou  l’intégration  relatives  aux  coetli- 
ciens  a et  r. 

Par  exemple,  si  on  multiplie  la  cinquième  et  la  sixième  par  da  t 
et  qu’on  intègre  chaque  membre  depuis  a = o,  on  aura  les  deux 
formules 


P 

P, 


r +<*“"— a 


+ <T' 


.^  = log  (— V-V 
. ^ = log  tang  4- 


la  première  s'accorde  avec  l’équation  (A),  page  10g. 

46.  Considérons  de  nouveau  la  première  des  équations  ( J ) ; si 
on  multiplie  chaque  membre  par  c~m,dr}  et  qu’on  intègre  par  rapport 
à r,  depuis  /'  = o jusqu'à  r=‘oo  j comme  ou  a dans  ces  limites 

fs—”  dr  sin  rx  = - • * ■ , il  viendra 

J m‘  4-  ’ 


(d")  re"X  ~b  c~flJf  Jtfr  , r ( e’  — <•"')  c~m  dr 

J e" P-  « ' m‘  + * J t 


e'  4-  c~‘ ' ■+■  a cos  a 

Si  on  fait  e~ ' = z,  le  second  membre  prendra  la  forme 

*(  1 — 1“)  t1"- 1 dt 
■ a z cos  o+j1’ 

^.intégrale  qui  pourra  s’exprimer  par  arcs  de  cercle  et  par  loga- 
rithmes toutes  les  fois  que  m sera  rationnel.- Par  exemple , si  on  a 
«/  = 1,  on  trouvera 


-T— 
mJ  > + ■ 


,z  = o 

b=> 


f = i.(a  sin  a—  1)  + i cos  a log  (2  -f-  a cos  a ). 

Si  on  multiplie  celle-ci  par  da , et  qu’on  intègre  chaque  membre 
depuis  a = o,  on  aura 

/eax  — e — rtJ  j - 

_ eTx  • rq^==  — î a cos  fl  -f  i sin-a  log  ( a 4- a cos  a )• 
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47.  En  général , soit  Z = \ fŸj?mcma±z‘  > ie  développement 
en  série  donne 


/ 1 jt*-!  ' . 

— - — , — ir”coso-f-  3;"+,cosaa — 3;"-*-*cos3o  + etc.  ; 

a -h  ai  coj  a +i*  “ 1 

multipliant  par  | dz  et  intégrant  depuis  2 = 0 jusqu’il  2=1,  il 
viendra 

r,  . 1 eo?  a , coi  aa  ço»  3a  , 

z = ~ ^+r  + z+i  ~ ^r+3  + clc- 

% * ' • 

/eax  4-  e~“ax 
— — — — 

X~~i  mais  elle  n’est  pas  assez  convergente  pour  servir  au 

calcul  numérique  de  celte  intégrale  ; et  nous  remarquerons  seule- 
ment qu’elle  a la  propriété  d’étre  sommable  par  arcs  de  cercle  et 
par  logarithmes , toutes  les  fois  que  m sera  un  nombre  rationnel. 

On  déduit  des  formules  de  l’art.  14,  J 1,  une  autre  valeur  de 
Z , laquelle  est 


Z = 


ou 


Z = ~('  — 

sin  a \ m . 


; . ».  | 

f sin  a 

sin  aa  , 

sin  3a  "N 

a >ina  ‘ 
• » t 

\ m 
* sin  a 

m-f- 1 
nin  aa  , 

m-t-a  J 

“n  3°  etc  > 

* a sin  a \ 

,in+â  “ 

* m+3-** 

m-M  r 

sin  a 

sin 

J5 L. 

sin  3a 

.m.in-f-  a 

m -f-  » 

.m-f  3 ^ 

m -f-  4 

Cette  formule  est  plus  convergente  dans  les  premiers  termes  que 
la  précédente  ; mais  elle  ne  peut  donner  encore  qu’une  approxi- 
mation asse%  bornée,  parce  que  le  rapport  de  deux  coeflicicns  con-  • 
sécutifs  tend  de  plus  en  plus  vers  l'unité. 

Au  reste  l'identité  des  deux  expressions  est  facile  à démontrer 

immédiatement  ; car  si  ou  multiplie  par  sin  a la  suite 
• • 

1 cou  a , coh  a a cos  3 a , 

7 ; V*  + etc.  ; 

a m rn-j-i  m-f-a  m-j-3 


le  produit  sera 


•in  a 
a m 


, *in  aa  , , sin  3a— sin  a 
*‘«  + 1'**  m-t-a 


. ""  — s!n  aa  . i 

m + 3 ^ e,C'> 
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et  il  se  réduit  ultérieurement  à 


J 8g 


in  3a 


3IU  «Ml  <CU  “4“  ■ ^ 

m . m -f-  a m -f-  i . m m -f-  a . m -f-  4 

On  peut  encore  multiplier  cette  dernière  expression  par  sin  «, 
et  le  produit  sera 

i . cos  a 


am  m a ‘'m  + i.m  + 5 
3 cos  ia  , 3 cos  3a  a cos  4a 


+ 


« + etc.; 


m.m-f-a.m  + 4 <n  ■+■  i .m  +3.m  5 m + a.m-l- 4-"i  + 6 

mais  la  valeur  de  Z qui  résulte  de  ces  transformations  n’est  con- 
vergente que  dans  les  premiers  termes  , et  ne  peut  donner  que 
difficilement  un  certain  degré  d’approximation. 

/fi.  Reprenons  la  formule 

' **  j , * er—e~r 

. e‘ +e.  -f-acosa’. 

• ■'  ».'»*’■  , . 

et  soit  a=?r — a»,  co  étant  infiniment  petit,  on  aura,  en  substi- 
tuant et . négligeant  les  quantités  de  l’ordre  <u*  dans  le  second 
membre , . • 


f 


•fMX  J c~~~*r  . . çr  |_  | 

— - — cbc&mrx  -f-  Ce-**  dx  si  n/\r=:|. — 

Jiwx , J 1 , 


Mais  en  intégrant  à l'ordinaire  dans  les  limites  jc==o,  jr  = oc,  on  a 
/e-x  dx  sin  rx  — ^ ; donc  en  négligeant  les  quantités  de 

l’ordre  a»*,  dans  les  deux  membres,  on  aura  la  formule  suivante, 
dans  laquelle  en  n’entre  plus, 

% dx  ain  rx 


f- 


i_ 
2 r 


e — i * — 

Cette  formule,  développée  suivant  les  puissances  de  r,  reviendrait 
aux  formules  connues  par  lesquelles  on  détermine  la  valeur  de  la 

suite  + etc.,  n étant  un  nombre  pair. 

4g.  Multiplions  les  deux  membres  de  l’équation  précédente  pa^ 


iqo  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 
c_l"7//'  et  intégrons  depuis  r = o jusqu'à  r = oo  , nous  aurons 

f ^ = i e-~'dr+ 

J (é‘’r,—i)(,m'+x>)  * J V * — I r ) 

Si  on  fait  c~’—z}  et  qu’on  appelle  T l’intégrale  / / y— y — =— j — j 

prise  depuis  *:  = o jusqu'à  z = i , le  second  membre  de  l’équa- 
tion précédente  se  réduira  à — ; il  ne  s’agit  donc  que  de 

trouver  T.  Or,  par  la  formule  (14)  du  § I , on  a T =Iog  m — Z'w  ; 

donc  " ' 

f — = — r-’-f-  7 log  m — y Z'/n  ; 

J (rw — ,)(m*+a-1)  4m  * 3 

et  dans  le  cas  de  tn=  î, 

f ”*x.  — = - i - i Z'«  = i C - i = o.o38Go783245o- 

J (e’”— i)(i-fa-)  v ..  SV  * 

y ; 

5o.  Considérons  maintenant  la  formule 

f dx  co>  rx  { 

J c”+e—*  T- J r+e-’i r ’ 

et  multiplions  chaque  membre  par  si  on  intègre  de  part 

cl  d’autre  depuis  r = o jusqu’à  r = oo  , ce  qui  donne /e~m  dr  cos  rx 


r 


“ m*  -f-  x* 


on  aura 


r*  . rfr j_  r •~mrdr  - 

J (fr  + <•-” ) (mH-*-)  *mJ  eir+e-ir‘ 

Soit  e-,==s,  le  second  membre  deviendra  — J ^ > cet,e 

intégrale  devant  être  prise  depuis  z = o jusqu’à  ï=  i.  Donc  en 
vertu  de  la  formule  (7)  du  § I , on  aura 

f — =J-ZY>  + i)  — _Lz'(}ro+i)j 

J /c"+e-")  (m*+**)  4"*  • V 4"»  \ 

^ 

de  sorte  que  cette  intégrale  pourra  toujours  être  évaluée  facilement 
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au  moyen  des  fonctions  Z,'  (a)  dont  on  a montré  l’usage  dans  le 
§ I.  Elle  sera  d'ailleurs  déterminable  par  arcs  de  cercle  et  par  loga- 
rithmes , toutes  les  fois  que  w sera  rationnelle.  C’est  ainsi  qu'on 
trouve , dans  les  cas  de  m — i et.msj,  les  formules 
Je 

1 — - 7T, 


fl 


(«"  + «■-")(.  +**) 
.dx 


= log  a. 


$ V.  De  V inf/gralc 

y *>  J COS  X — d 


5i.  Supposons  d’abord  a < i , et  soit  a = cos  fl  ; cette  valeur 
peut  représenter  une  qnaulilé  négative  en  prenant  fl>  j tr;  ntais 
pour  plus  de  simplicité  , nous  supposerons  fl  < j 7t , et  nous  con- 
sidérerons séparément  les  deux  intégrales  : 

p /*  x "tix  >in  j „ r xm  il x sinx  ' . \ ’ ’ 

J cwi  + œl’  ” J cos  x — co  i I’ 

que  nous  supposerons  prises  toutes  deux  depuis  x =o  jusqu’à  une 
même  limite  x = a.  . t 

Les  quantités  P et  Q sont  des  fonctions  de  a.  et  6 , qu’on  peut 
désigner  par  P(«,fl),  Q (a,  fl),  et  ces  fonctions  ont  entr’clles 
des  relations  qui  méritent  d’être  remarquées.  Ou  a d’abord 


ou , en  faisant  2X  = z , 


ax~tli:  finx  coa  x 

cos'x — cos'*  * 


V 


p -j-  0 — 3 — f / 1 = ° 

1 J co- 1 — co»  a#’  U = a» 

• . ■ « ' . Â » |>_  , « 

L’intégrale  en  s n’est  autre  chose  que  la  fonction  Q dans  laquelle 
on  mettrait  aa  et  aflà  la  place  de  « et  6 ; ainsi  on  a généralement 

CO  P(‘*,8)-f-Q(*,9)  = a-’”Q(aa,aô). 

5a.  D’un  autre  côté,  si  on  ne  fait  aucune  hypothèse  sur  la  gran- 


ig»  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

(leur  de  0 , on  a évidemment 

donc  la  fonction  Q doit  satisfaire  à l'équation 

(.<*■>  * — S)  = »-"Q(»*>  »9)* 

Réciproquement  on  tire  de  cette  équation 

(»>  Q(->9)=3-9a«,ifl)+»-Qa*,»-ifl); 

d'où  l'on  voit  que  la  transcendante  Q (a,  0)  peut  s’exprimer  par 
deux  transcendantes  semblables  dans  lesquelles  la  limite  a.  sera 
deux  fois  moindre.  Celles-ci  s’exprimeront  semblablement , cha- 
cune par  deux  autres,  dans  lesquelles  la  limite  sera  encore  deux 
fois  moindre  , ainsi  de  suite.  Donc  la  transcendante  Q , pour  une 
limite  donnée  a. , peut  se  déterminer  par  des  transcendantes  sem- 
blables qui  répondront  à des  limites  aussi  petites  qu’on  voudra. 

Lorsque  x demeure  très  - petit  dans  toute  l'étendue  de  l’inté- 
grale  , on  peut  fa.re  Q =y  = _______  Ce  qui 

*«  ‘ — «14-* 

donne  Q (a, 0) = (T— co»»)’  Mais  si  0n  se  bornail  * ce 

seul  terme  pour  exprimer  Q («,  0)  , la  formule  (2)  donnerait  une 
valeur  entièrement  semblable  po«r  Q(a*,0),  Q(4*,0  ) , etc.  , 
hiquelle  cesserait  bientôt  d’être  assca  approchée.  Il  faut  donc  ad- 
mettre d'autres  termes  dans  la  valeur  de  Q(*,0)  lorsque  a.  est 
très-petit  , pour  pouvoir  en  déduire  avec  une  exactitude  suffi- 
sante, la  valeur  de  celte  fonction  lorsque  a.  est  d'une  grandeur 
quelconque. 

53.  Pour  avoir  maintenant  la  valeur  de  l’intégrale  Q , j’observe 
qu'en  intégrant  par  parties  on  a • . 

Q — — xm  log  (cos  x—  cos  9 ) -f-  dx  log  (cos  x — cos  6)  : 

il  faut , pour  aller  plus  loin  , avoir  la  valeur  développée  de 
log  ( cos  x — cos  0).  Or  en  faisant  m — cos  0 -f-  y'  — 1 sin  0 , 

M = cos(ir — ô ) — f—  y7 — 1 sin,  (7r  — 6)  = , on  peut 

mettre 
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mettre  cos  x ■*—  cos  0 sous  cette  forme 


»95 


• « 

cos  x — cos.  0 = £ M ( i — me’*'-')  ( I — me-'/--). 

Prenant  les  logarithmes  et  développant  en  séries,  il  viendra 

log(cosx— ^osfl)=ZM— me”**-  — etc. 

' ■+£  ~ ^m’e-^-'—etc. 

Sul>stituant  les  valeurs  /«=cos  fi-f-j/ — i sinfl  , ,Z>BI  = (tt — 0)^/ — i, 
on  aura  * ' . • ' ' . 

• l '■/  " 

l°g(acosa: — acosfl)=(T — fl)t/ — i — a cos  x (cos  S -J-y/ — isiri  fl) 

— £c0s  36-f-{/ — isinafl) 

— -c™ 3x.  ( cos  504- 1/—  i tin  38) 

• . * — etc. 

Celte  équation  en  donne  deux  autres  , savoir,  ■ ' 

* • • • 

~ =cos  xsin  fl+î-cosaxsinaô+jcos  Sxsin  âfl-f-etc.  ; 

log  (a  cos  x — acosfl)= — acosxcosfl — Jcosaxcos  afl 
— | cos  3x  cos  36  — etc.  ; - 

H 4 • ' 

elles  supposent  d'ailleurs  l’une  et  l'autre  x < 9. 

^ • 

La  première  des  deux  équations  précédentes  est  une  suite  de 
l’équation  connue 

. s (t—  fl)  =sin  6 4-  ( sin  afi+  i sin  âfl  + i sin  /,0  + etc.  ; 

car  si  à la  place  de  9 on  met  successivement  6 -f*  x et  6 — x , 
et  qu’on  ajoute  les  deux  résultats , on  aura  la  première  Iles  équa- 
tions (S). 

54.  Au. moyen  de  la  valeur  trouvée  de  log  (a cos  x — a cos  fl), 
on  aura  l’iutégralc  ' 

Q — — x"  log  (x  cos  x — a cos  fl) . 

— amy'x"_,rix(cosxcosfl+  feos  axeos  afl— f—  cos  3xcos  3fl-f-  etc. 

* + I O 

a5 


t?) 


i94  exercices  de  calcul  intégral. 

Continuant  d'intégrer  par  parties,  on  aura  l'intégrale  cherchée  Q ou 


A 


x"iLv  sin  x 


eus  cos 


i=  C—  x"log  (acosar-r— a cosfl  ) . 

— unx"~‘  ^cos0sin.r-f-rn’-  siu  a.r  -f--°^-sin".r-|-ctc) 

^ • — ini.m — i .x"~*^cos8cosj>-f-™^-V'Os  a.r+— ^cos3.*+etc.^ 

-\-2m.m — i .ni — a .a:*-’  TcosÔsin.r-^-  c--’^sin  ir-f-— siu  3x-l-etc.^ 

. - ’ , » \ / 

• • +a/n.m — i.rn — a .m — 3.  J"-4(cOs6cosj:+  etc.)  • 

— etc.  • .«  ‘ • ■ . ' - 

Lorsque  ni  est  impair,  la  constante  C est  nulle;  mais  lorsque  m est 
pair,  la  constante  C sera  égale  au  dernier  terme  de  la  série  prise  avec 
un  signe  contraire,  en  y supposant  ar=o;  on  aura  donc  en  général , 


C Tflir  _ 

= 2 COS  — r 

a 


(*»+«)(  COSl 


I cou  a#  , co«  3# 

I Q "*-+-!  ’ ' 3"M-I  * 


• etc, 


■). 


T (n?4-  i ) étant  mis  pour  le  produit  1.4.3....,  .m.  Cette  valeur 
de  C pourra  même  être  employée  lorsque  m est  impair,  parce 
qu’alors  elle  devient  nulle. 

55.  Il  faut  observer  que,  la  formule  (4)  éprouvera  une  modi- 
fication , si  on  l'applique  à une  valeur  de  x plus  grande  que  9 ; 
alors  le  terme  — a^log^a  cos  x — a cos  9)  devra  être  changé  en 
— xm  log  ( îi  cos  0 — a cos  x). 

Ainsi,  par  exemple,  si  on  veut  avoir  l’intégrale  Q depuis  x = o 

jusqua  -j  TT,  on  trouvera  , en  vertu  de  la  remarque  précédente,  ' 

/*x*v£ riioi  i,  /*V\  r a, 

-= — (-.)  log  (a  cos  8) 

C09  X COS  I \2/  ° V / • 


cn<  5* 


(S){ 


c r=  o 
X=zi* 


— a cos  ™ T (m-f-1  ) (cos  0 4-  -+ 

-a,„©">s0-^.+ 

* /*\"*“*s  /COS  cos  4# 

^ 


t!OS  3# 


3*+' 

V 

-etc 

cos  6# 


•) 


f-etc.^ 

•) 


■etc. 


, ' / « eo»  3*  , 

-f-a/n.m— i .m — a.f  — ) ■ ( cos 9 

— 2m  JH—  ,.,n—  2.m— 3.^-j  (-y 


cos  5# 


5* 

cos  41 


- etc. 


•) 

telc0 


—etc 
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56.  Ayant  trouve  en  général  la  valeur  de  l’intégrale  0==^* 
il  suffit  de  mettre  tt  — 8 ou  Heu  de  6,  êt  on  aura  is  valeur  de 
l’intégrale  P>  laquelle  sera  . 

C— x"log(3cosx-t-acos0) 

J eus  x+coa#  0 • • 

-^-aw.ar“_,^cosflsinx — ^^siuax-t--7jr"  sin3x— -etc.) 

-\-2m.n1 — 1 .x— (cos  0cosx — cos  ax+-^cos5x— etc. 

— a m.m — un — a.x”_3(cosâsin x — ^—^sinax-t"  etc.) 

; — 3 m.m — 1 .in — a.x"— *(cos0cosx ^5—  cos  ax  + e'c.) 

■4- etc. 

Prenant  d’ailleurs  , comme  dans  le  premier  cas,  la  râleur  de  l'inté- 
grale à compter  de  xæ  o , on  aura  la  constante 

C = a cos  — T ( m -J- 1 ) (cos  0 — a„+,  •+•  ■33+r  etc-)- 

,57.  Si  l’on  prend  l’intégrale  dépuis  x=0  jusqu’b  x = ± 'it , 
il  faudra  faire  x = £ sr  dans  la  formule  (6),  ce  qui  donnera 


=—  (îY-Iog  (a  cos  % 

j COS-C+COS  t W b *» 


« es 


niw  „ , . v / <1  cos  9#  . cos  30  \ 

+acos-^r  (/n+i)(cosfi— r qIB+i  'I 

+am  (j)  * (cos  9 gr-  4-  -pr  — etc.) 

/COS  9 0 COS  4*  ..  COS  6#  \ 

+a m.m-r.Q  (-jr  “ -4“  + *TT^V 


art./n— 1 .w— 2 


/v\"-3/  n erw  3»  . As  5*  N 

.(_)  (cos8 ^4 -g; etc.) 


_ /A"-*  /cm  a*  cas  4*  , N 
— am.m — 1 .m-r-a.m — 3 . (-)  (— js e,c) 


-{-etc. 


Dans  ce 


cas  , on  voit  que  l’intégrale  C~*a  J~Tcos»  Pourra  toujours 

■ - • 


ïg6  exercice»  de  calcul  intégral.- 

s’exprimer  exactement  au  moyen  des  deux  transcendantes 
A ( a*)  =^co»  0 - ^ - etc. 


B (aA+i)  = 


co»  a* 


o" 
en»  4l 


o 

co»  Si 


etc. 


Iliaut  y joindre  encore  la  transcendante  cos  6 — - 4-  — etc. 

qui  entre  dans  la  valeur  de  la  constante  lorsque  m est  pair;  mais 
celle-ci  n’est  autre  chose  que  la  fonction  B(m+'i),  dans  laquelle 
on  mettrait  ; 8 au  lieu  de  0 , et  qu'on  multiplierait  ensuite  par  a"+l. 
En  général  , si  on  supposait  connues  les  deux  transcendantes 

co»  a*  . ..  . 

•etc.. 


. * unal  . ainsi 

etc. , et  cos  I 


a***1 


cos  3*. 

’ S»é+*'  " 


on  pourrait  déterminer  exactement  l’intégrale  donnée  par  la  for- 
mule (G)  pour  toute  limite  x = a. 

58.  Le  cas  de  0 = o mérite  d’être  développé  ; alors  on  a 
P = ~==- Jxmtlx  tang  j x;  si  donc  on  prend  cette  intégrale 

depuis  x = o jusqu  a x = ^ 'X  , on  aura 

fxf'dx  tang  ’ x = — (0"  log  a 

4-  a cos  y>«4- 0 (i  — —etc.) 

+ aw(D" 

4-  ara  (m—  i Fs 

— a m (m  — i)  (m  — a) 

• — 3m  .(m  r — i)(w—  a) 

4-  etc.  , • 

formule  où  Ton  désigne  en  général  par  M (ai) , N (_aÀ  -f- 1 ),  les 
deux  transcendantes  ‘ ■ . 

M(aA)  = i — 4-jTï—  ~i  4- etc.  ; 

• N (a A 4-- 1)  =?  — ;pr;  4-  — etc. , 


<■>  e:?. 
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la  'dernière  »'  un  rapport  connu  avec  la  transcendante 

* * ■ * 

S (a* -f-  i)  = i + -z+i  4-  3^  -+-^b?î  4-  &?•> 
puisqu'on  a . * ‘ ~ . # - * . y 

N;(  iAH-  I ) « 'px  («  - jt)  s tW  Ï ) J 


mais  elles  ne  peuvent  s’exprimer  ni  l’une  ni  l’autre  par  les  puissances 
du  nombre  tt.  - ..  v.  . v . . 

t 

5t).  Si  dans  la  formule  (4)  on  fait  9 —o  , ce  qui  oblige  de  changer 
log  (a  cos-ar--—  2 cosfl)  en  log  (2  — 2 cosx),  ou  aura 


fxndx  cot^J 


- x”log(a — 2 cosx)  . ■ - \ “ » 

“H3cos™4-r(nH->)(i4-^ir1  +g^T-+-etc.) 

^sin  x + -,  sin  ax-f-^sin  3x  + etc.^ 
-{-2m. m — 1 . X"_‘ (^cos  x-p  cos ax  -f-  jcos  3x-(-etc.^ 
— 2 m.m — \.m — 2Jr*-,^sinx-l-^sin2x-}-^sin3x+etc^ 


— -etc.  . 


Dans  cette  formule  faisons  x = j tt  , afin  d’avoir  l’intégrale 
fx*dx  cot  5 x depuis  x=;o  jus^jf’à  x = f ar  ; nous  aurons 

* ' ' • , 

/x'dxcotf  X=  ©“log  a-4-acos^  r ^4-ï)(  1 +-V,  +3^  4-etc.) 

+ am-(0"_ M*  - 
— 2m. m— 1.(3)”^  N,  ’ ' ’ 

( IO)  2m. m — *!./«: — a'Ç)  - ^ ■ ■ 

2m.n1 — 1 .m— a.m— ’^.Ns 

-+-  etc.  • i ••  • "V  • ■ . • 


On  retrouve  dans  la  composition  de  cette  formule)  les  memes 
transcendantes  qui  entrent  dans  là  \aleur  de  fx"dx  tan  g { x,  prise 
entre  les  memes  limites.  - *’ 


iq8  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGR4C. 

■ • - ■ ' ’ • , t - * t ' * > 

Ço.  Nous  avons  déjà  fait.  S (m-f- 1)  = 1 + ~ 4-  j'^  + etC., 

faisons  semblablement  T ( m + 1 ) s=  1 — — etc.  j 

ces  deux  transcendantes  n’en  font  réellement  qu’une , puisqu'elles 
ont  enlr’elles  cette  relation  . 

ï (to4- i)  = (i  — ^S(wf-i), 

Cela  posé , les  deux  formules  (8)  et  (io)  donneront,  par  leur  somme 

et  leur  différence  , les  résultats  suivans  : 

' * 


"rfx 


cos  ~ r (m  + i).[S(»+  i)-f-T(/»4-0) 

. + 3/n-0’"M*  ’ 

(11)  . — 2m.  m — i.m — a. 

-+•  am.m^-t  .m—a.m — 3 . m — 4 • GT> 

— etc. 

fjfdx cotx=  loga4-  cos^  r S ('«+>) — T (m-f-r)] 

, — am.m — 1 .(-V  ■ Ns  ' ' . ‘ 

(ta)  . . v>/ 

1 ' ’ , /itV" — 4 , 

-f-  a m.m — 1 . m — 2 . m — 3.1-1  l’s 

— etc.  1 .’  ' 

^ , m 

61.  Les  cas  les  plus  simples  de  ces  formules  sont 

/£=,’><•••;.  v. • . - • 

■ + ... 

fm-  • 


etc. 
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t-  r • . ' 

fxdx  cot  x = - log  a , . 4 

cot  x =■  (j)  log  a — a, (S,  — T,)  — a . aNj , 

fx’dx  cot  x = (£j  log  a — 3 . a (*).  aN, , 

. etc.  ■ ■ . 

Ces  formule»  donnent  des  rapports  assex  remarquables  entre  les 
-r^-j  > prises  depuis  jr=o  jusqu’à  x—  [ir,  • 

et  les  transcendantes  désignées  par  M'(ai),,  N(aA-f-i)-,  S(aX-I-i}, 

X (uÀ-f-i)  , lesquelles  peuvent-se  réduire  aux  deitx  M(aA) , S(aA-f-i  ), 
parce  qu'il  y a des  rapports  connus  entre  S(ai  -f-i),  T (tjA-f-i.) 
et  N ( aÀ  -f-  l)..  On  peut  conclure  de  ces  équations  , 

1“.  Que  la  transcendante  Nj  ou  S,  se  détermine  également  par 
l’intégrale  fx‘dx  cot  x et  par  l’intégrale  fx*dx  col  x;  il  y a donc 
une  relation  entre  ces  intégrales  , et  celle  relation  est  . . 

■ . ; ' ' ' • • ' * . ri 

*■ . gir  fx'dx  cot  x — 14  fx*dx  cot  x . = — log  a.  • , . . 

a*.  Que  la  transcendante  ’N5  peut  se  déterminer  par  îï«  et 
par  fx*tlx  cotx,  et  qu’elle  jaeut  l'être  également  par  N3  et  par 
fxr’dx cot-r,  ce  qui  donnera  encore  une  relation  entre  iNj,/x4r/.rcotx 
et  f.x'dx  cot  x.  . • ■ • t 

6a.  Si  l’on  se  propose  seulement  d'avoir  des  valeurs  approchées 
des  intégrales  J"  ,fxmdx  col  x,  pour  toute,  valeur  de  J,on  y 

parviendra  aisément  par  les  formules  du  n*  j6o,  quatrième  partie. 

En  effet  on  a par  ces  formules-, 


i^i  = xt'-'dx(.+<a-.)ll1  x-+ 
xMdx  cot  x = x~~‘dx  (v  ail , x**- 


™H.x<+^H,x«-Fetc.), 
— 2 II,  x*  — - 3II3  xs  — etc.)  ; 


ces -expressions  étant  intégrées  depuis  x = o,  ou  a 


(13) 


f 


zmdx 


_f: , n 

^ J ''m+a 


vr 


a*. 


Il, 


. a5— i'tt  x-**-', 

1/A+ à*  "3/n-Mi“f”e,C‘ 


j"+t 


fx"dx cQLr=  — aH,.^— — — ■ ail. 


*T7I+4 


■ ail)  - — 2 — etc. 
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- ^ Il  en  résulte  cette  troisième  formule  plus  convergente  que  les  deux 
autres,  ' ...  • • 

H,  â-t'  Hj  sr+* 


(h)  fxmdxCOt~X=~ II|  Z— . . -pg  - 

63.  Si  l’on  fait  x = ~t,  pour  avoir  ces  mêmes  intégrales  prises 
depuis  x ==  o jusqu’à  x — ^ t , et  qu’on  substitue  la  valeur 
= «1  viendra  . ^ •.  * 

' . J-  -V  1 al-‘  s*  _ 1 , »*-■  s*  1 +etc  N 

J inx  ,W  V~n+J^~  a*  i*  ’m-Hi'?  . V 

( , 5}  fit  »^cot = Ç)"(  — ^2,  i-  ^ 1,  _ CIC.) 

_/â”i£r  col  1 _ * -.etc).  - . 

Ces  formules  ont  l’avantage  de  ne  pas  supposer  m entier  ; elles 
serviront  dans  tous  les  cas  à calculer , par  approximation  , les  valeurs 

des  intégrales  J )ln  ~ > ix "^x  cot  .r , fxm<Lc  col  j x , prises  depuis 

x — o jusqu’à  x=  j ■Jf  , Su  moyen  .des  valeurs  de  S, , S4 , S5,  etc. 
données  ci-dessus  , page  65.  L’expression  de  fxndx  cot  { x est  sur- 
tout remarquable , eu  ce  que  les  termes  successifs  décroissent  dans 
le  rapport  de  îG  à i environ  ; de  sorte  qu’elle  offre  un  moyen  facile 
de  déterminer  celle  intégrale  pour  toute  valeur  de  m. 

64-  Mais  en  vertu  delà  formule  (10),  on  a successivement 

' « * * ^ * *,  • ? * . * ’.  '••  ' • 

fxdxcol  j.r=  w log  2+3M, , 

fx'dxcO\\x—(Q  log  3---2.2.I  S3+  — 3.3.1  Nj, 

fx*dx cot  log2+2  • 3 • (p  M. — 3. 3 . 3 .' . N,—  3 «’ 3 . 2 . 1 .M4 

fx*dxcolix=Ç~^  log  2+3.4 .3.2.1  S5+  3 . 4 -M, 

, • ...  — a+â/^N,: — a.4.3.3.^'M,4+3.4. 3.2.1  Ns, 

etc.  ’ 

Connaissant  donc  ces  diverses  intégrâtes,  on  connaîtra  par  la 

première 


-etc. 
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première  équation  la  valeur  de  Ma  ; par  la  seconde , on  connatlra 

la  valeur  de  Sj  et  N, , puisqu'on  a d'ailleurs  N*  = 3 a,—  Sj.  On 
® * • , 
connaîtra  de  même  , par  la  troisième  équation,  la  valeur  de  Mt;  par 

la  quatrième  celles  deN5etSs,  puisqu’on  a Ns  et  ainsi 

de  suite.  Il  serait  peut-être  difficile  de  trouver  des  moyens  plus 
simples  pour  calculer  , par  des  suites  convergentes  et  régulières , les 

valeurs  des  transcendantes  S (*A  — f—  i)  et  M (a le). 

. '•••  • . 

65.  On  pourrait  rendre  encore  plus  convergente  la  formule  em- 
ployée pour  ces  calculs;  car  si  l'on  fait 


on  aura 

(16)  fxrdx cotjx  = (')  (a— A — B). 

La  suite  B est  fort  convergente,  puisque  chaque  terme  est  moindre 
que  la  64”'  partie  du  précédent  : quant  à la  série  A,  elle  est  facile 
à calculer  jusqu'à  tel  degré  d’approximation  qu’on  voudra  ; mais 
on  pourrait  aussi  trouver  sa  valeur  en  logarithmes,  par  l’intégrale 

A = ^ , prise  depuis  x = o jusqu’à  x = ±. 


B = 


m-fa‘  4 


1 , S4 — 1 .« 
m + 4 4* 


■ ^.ij  + etc., 

ës-?+elc” 


■ 4 


6G.  Revenons  maintenant  à la  formule  (6)  , et  supposons  que 

l’intéeralc  C > amj:  _ue  nous  désignerons  par  P“,  soit  prise 

0 J COI  -L*  4“  cos  • 1 

depuis  x = o jusqu’à  x=  tt.  Il  résulte  de  cetlc  formule  que  si  on 
fait  pour  abréger  , 


F (n)  = cos  0 -f- 


cos  a*  , cos  3*  , cos  4*  , . ‘ : .??' 

— + — +—  +elc» 

r*  , \ 0 CO s a»  , cos  35  cos  48  _j_  ^ 

G (n)  = cos  a — -1-  —, ^ r etc. , r* 


l’intégrale  P"  aura  pour  expression 


3* 

* S 


26 
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P"=  — TT"  log  (a  — a cos  0)-f-  a cos  i) 

— m.m — i .-n'"-* . aF3 

(17)  -f-  m.m — 1 .m — i.m — S.tt"- LaFj 

— ni . m — 1 . m — a . m— 3 . m — 4 • m — 5 . 7Tm~e . aF, 

-f-  etc. 


La  formule  (6)  donne  pour  premier  terme  rr-  7 r"  log  ( a cos  6 — a)  ; 
mais  ce  terme  a du  être  changé  en  — «“  log  ( a — - a cos  0) , con- 
formément à l’observation  de  l’art.  55.  Ce  même  terme  peut  être 
aussi  remplacé  par  «".aF  1 , qui  conserve  l’analogie  avec  les  suivans; 
car  on  a Fi= — J log  (a  — acos  0 ) et  Gi  =|log'(a-f-acos0). 

67.  Si  dans  la  formule  précédente  on  met  «— • 0 à la  place  de  0}  et 
qu’on  désigne  semblablement  par  Q1*  l'intégrale  oa 8 » Pr'sc 

depuis  x — o jusqu’à  x ==  « , on  aura  la  formule 


Q"  = — «”Iog  ( a+a  cos  0 ) — a cos  T F (/n+i) 

+ m.rfi — 1 aG3 

(18)  — m.m — 1 ,m — a.m — 3.7r"-4.aG5 

-f-  m.m — 1 .m — a.m — 3 .m — t\.m — 5. aG, 

— etc. , ’ . 

où  le  premier  terme — 7r“log  (a  2 cos8)  peut  être  remplacé  par 
»— T".aGi. 

G8.  Soit  0 o j on  aura  dans  ce  cas  , 

F (n)  = s + i ~ 4-  i + etc.  = S« , 

GM  = i — L4-I_L  + etc.=(« -^)S., . 

et  la  formule  (18)  donnera  successivement  * • 

fxix  cot  ~X  = 27T  , 

fx'dx  cot;X  = an‘£a — a.i.(aFj-+-aG3), 

(19)  fx,dxcoiix=  air3  .fa — 3.a.«.aG5) 

fx*dx  cotfx=  a«4.fa — 4-3.«‘.2G3+4*5.a.  » .(aF3-f-aG3), 
fSilx -cotrX=  vtfiSa— -5.4.7rJ.aG3+5.4.3.a.T.aG» 
etc.  • " 
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Réciproquement  ou  voit  qu'à  l'aide  de  ces  formules , les  transcen- 
dantes Sa,  Sj , S,,  etc.  peuvent  être  déterminées  au  moyen  des 
intégrales  fx"dx  cot  ± x,  prises  depuis  x=  o jusqu'à  x = -!r;  niais 
comme  il  y a plus  d’équations  qu’il  ne  faut  pour  déterminer  ces 
transcendantes,  on  aura  des  relations  entre  les  intégrales yx'V&v  cot  £x, 
au  moyen  desquelles  plusieurs  de  ces  intégrales  pourrout  être  déter- 
minées par  les  autres.  On  voit , par  exemple  , qu'il  suflit  de  connaître 
fx“dr  col-jx  lorsque  me  si  impair,  pour  déterminer  celte  intégrale 
lorsque  m est  pair , et  féciproqucment. 

6g.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  peut  par- 
venir aux  mêmes  résultats  par  une  autre  voie.  Considérons  l'intégrale 

T —fdx  col  j x.jl"  , que  nous  supposerons  prise  depuis  x = o 

jusqu'à  x—'X-,  en*  substituant  la  valeur  de  -ln  - donnée  par  les 
formules  (a) , $ II , on  aura 

T = - fdx  col  j x — etc.\  ix  = ° 

Pour  effectuer  l’intégration  , il  faut  connaître  en  général  l’intégrale 
fdx  cot  j X sin  mx,  prise  entre  les  limites  x = o , x :=  7r  7 or  je  dis 
que  cette  intégrale  est  égale  à •? r , quel  que  soit  l’entier  m. 

En  effet,  désignons  l'iutégrale  dont  il  s’agit  par  A",  on  aura 
A""1' 1 — A~=fdx  col  jx[sin(m  -f- 1 )x— sin/«x==/a<Ixcos  j xcos(/n-j-ï)x 

=fdx[cosmx—  cos(ffh+-i)x3=a:^^  — — cette  quan- 

tité est  nulle  dans  les  deux  limites  de  l’intégrale  ; ainsi  on  a 
A‘+,sA,  = A,i  mais  A‘  = fdx  x sin  x = fadx  cos*  ± x 
=fdx  ( î -f-  cosx)  =x-f-sin  x,  et  en  faisant  x=7r,  on  aA‘=7r; 
donc  Am  = rr. 


70.  Cela  posé,  la  valeur  de  l'intégrale  T sera 
T: 


WHMjH BjBMB 

Développant  les  différens  termes  suivant  les  puissances  de  a , il 


( - 

. a , 3 

• 4 1 

Vi — a% 

4— a*  9—0* 

nt— (i*  ' 

*o4  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉCRAL. 
viendra 

T=  a (x-I  + i-l  + l—elc.)'  . . 

+ 2a*(1  — ? + P “ ^ + ?-etc  ) 

+ aa*(i  — j + p — ^ + «te.) 

-f  etc., 

et  par  conséquent  en  faisant  Gw=  1 — A -f-£-etc.=  (i-£)S«, 

T = 2 log  2 -f-  2a*G,  + a a4  Gs-+-  2«s  G,  + etc. 

De  là  on  voit  que  pour  obtenir  les  sommes  des  suites  désignées  par 
Gs,  Gs,  G,,  etc.,  il  suffit  de  développer,  suivant  les  puissances  de  a, 

l'intégrale  T = fdx  cot  a x . — — "-r. 

Soit  ^ (1  -f-  «7»'+  «7»"+  aep"'+  etc.)  la  suite  qui  résulte  du  dé- 
veloppement de  la  quantité 

a*x*  , al x* 

• 1 a-  -f-  — ^ — — -B  — etc. 

un  flx  ^ x a. 5 a. 5. 4. 5 

* ain  ct  *■  * a9*-*  . o**4  > 

1 — — =•  ■+*  — x . -f  — etc.  . . 

2.0  2. 3. 4. 5 

on  aura  par  la  loi  des  suites  récurrentes  , 

, rr*  X*  ' . 

P — - 

*•  . ■**  , 

^ a. 3^*  a .3. 4. 5^.  ' a.3.4.à’ 

T*  * . 1T8  • XS 

^ a.3.4.5^+  a.3.4  5.ê.7  a. 3. 4^5. 6. 7 ’ . 

etc.; 

de  là  résulte  cette  autre  expression  de  l’intégrale  T , 

T = ^fxdx  cot  î x -f-  ^fp'xdx  cot  j.r  + ‘^/p"xdx  cot  Jr  + etc. , 
et  la  comparaison  des  deux  valeurs  donne 
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alog2  = aG,  = ^/r<ircotïJr,  • 

aG  j = '-fp'xdx  cot  i x= r'—  x*)  xdx  cot^x, 

aG5=iy^*xrfxcotix=^.aG3— x*)xJxcotix, 
_ i „ _ . , **  ,,  t‘  . /I»-8 — x*)xdxcot  Jar 

aG,=  ^ lxrfxcotïx=r3.aG,-^07?.aGf4 — ,.3.4.5.6.7-  * 
etc. 

Ces  formules  donnent  directement  les  valeurs  des  transcendantes 
G,,  Gs , etc. , ou  celles  des  sommes  S3 , S5,  S, , etc.  par  le 
moyen  des  intégrales  de  la  forme  fx'^'dx  cot-;  x,  prises  depuis 
x = o jusqu'à  x = -x. 

Au  reste  si  on  veut  se  borner  à des  approximations , on  trouvera 
comme  ci-dessus,  • 

f(rr"—x~)xdxcoli  x =a/«7 r"""  (^7 — 3^3)  + — elC) 

mais  ces  formules  sont  moins  convergentes  que  celles-  que  nous 
avons  trouvées  pour  la  limite  x=  -j  ir. 

71.  Nous  avons  cousidéré  jusqu’ici  le  cas  où<iest<i  dans  la  formule 


/ 


x”dx  ain  x 


; soit  maintenant  a > 1 , on  pourra  faire  a — 


cos  x ± a 

ce  qui  donnera  c = a — 1),  et  par  les  formules  connues 

on  aura  • 

■ 


- = acsin  x ■+■  a c*  sin  ax  -f-  2c1  sin  3x  -f-  etc.  ; 


a— cos  x 1 ’ — 3c  cos  x+c’ 

donc  e»  intégrant  par  parties, 

rx-dv  nn_r  _ — 3_rm/'Ccosx  + — cos  ax -f-  ^ cos  3x-f-etc.} 

J a — cosx  \ a 3 1 / 

-4-a  mfxT-'dx^c  cosx  -+-  cos  ax+j  cosôx+etc.)  ; 
on  aura  de  même  , 

fx—'dx  (e  cos  x -f  ^ cos  ax  -1-  ^ cos  5.r  -f-  etc.} 

= x*— '^csinx-4-^,sinax-4- ^sin3x-I-etc.^ 

— (m—  i)_/x“_’</x  fcsinx-+-  7;  sin  ax-f-  ^ sin  3x-f-  etc.^ 


aoG  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Continuant  d’intégrer  par  parties , on  aura  l'intégrale  indéfinie 

J' = C — ax"  Çc  cos  x-f-  c—  cos  ax  -f-  cos  3x-j-etc.) 

(.  c*  . c*  • \ 

csinx+  — sinax+j. sin  3x+etc.l 

^ -f-am.wi — i .x"_*^ccosx  -f-  cos  ax  -f-  ^cos  3x-j-  etc:) 

— a m.m — i .m — a.x”_3^csinx-j-^  sin  ax-f-Ç-  sin3x+  etc) 

—3  m.m — i.m — a .m — î.x^^^ccos  x-j-  ^5  cos  ax-f-etc.) 
-t-elc. 

L’intégrale  devant  être  prise  depuis  x=o,  on  aura  la  constante 
. C=  2 cos  ^-r(m+i).(c+^fT  -f-  g^p-f-etc.)  ; 

elle  sera  donc  nulle  pour  toutes  les  valeurs  impaires  de  m. 

7a.  Si  dans  la  formule  précédente  on  change  le  signe  de  a , et 
qu’on  fasse  toujours  c=a  — j/(  a' — 1 ) , ou  aura  semblablement 

/x”dr«inx  mr  _ , , . / c*.  c3  . \ ’ 

a+-^ï =;  3COS— r(m-H).(0-— r + g^TT- etc.) 

/ f*  j4  \ 

— ax"  ( e cos  x — — cos  ax  -f-  =■  cos  Sx  -f-  etc.) 

• / f ' V 

(aa)  -f-ain.  xm~‘^c  sin  x—  --.sin  ax  + g;  sin  3x  — etc. J 

/ ♦ e»  V 

■j-3/n.ni—i  .x"-*f  ccosx  — — cosax-|-jiCos5x  — etc.  1 

/ • C*  • t ® v 

—2m.n1 — ij» — a.x"— ’f  csinx— — sinax+*-sm3x— etc.J 
— etc. 

Ces  formules  ont  lieu  quelle  que  soit  la  limite  de  l'intégrale;  d’ailleurs 
il  faut  observer  qu’on  a 

c*  c* 

ccosx+— cosax-1-^  cos  3x-f-etc.= — \ log(i  ~f~c' — accosx) , 
et  par  conséquent.auSsi 

<?  r3 

ccosx — — C0S3X+  3- cos  3x — etc.  = i log  ( 1 -f-  c*-+-  accos  x). 
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7?.  Supposons  maintenant  que  les  intégrales  s’étendent  jusqu’il 
x =îir;  nous  ferons  pour  abréger, 

c3  c5 

A.  = C — g;  + g;  — etc.  , 

D c*  c*-  t*  ^ 

B*  = a-  - V + 6"'  —ty-  ’ l 

1 Y 

et  nous  aurons  les  deux  formules 

!.«  = r(,+.|.(<  + ^+«) 

+0  aB' 

+ ©n aA* 

W ..v  , -p 

— m.m—i.m — a aA4 

+ etc.  ; r ? 

-=  a cos^rC«+"0-(c“  elc) 

-©"■*;  * i 

+ "•©"  1 aA* 

+ m.m—i  •0)“_*  • aB3  ' ,'-V- 

/Tl . 771  — • I.m  — 2. 

— etc.  # 

74.  Si  on  intègre  les  mêmes  formules  depuis  x =3  o jusqu  a 

x=  îf,  on  aura  les  résultats  suivans  : 

/^7=  -<,i^r(,+„).(c  + ^+3^  + e.c.) 


x"Ac  *in 


/jfdi 
“ + 


K> 


fx  — O 
(x  =a  { » 


■F/- 


-f-air“log(i  4-c) 

(a5) 

/ c*  • 

— am  (tu  — i) *—•  (c  — J|  -h tp 

0 h 

Il  II 

H H 

•i-am(m-i)  (m — a)  (/« — 3 J ;r“-4| 

) ; 

—etc.  ; 

* 

* 

•*T 

$ 

■F 


> 


*r 

. 
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/ 


x*dr  sin  x 
a co>  X 


a cos  ^ T (i  ■+■  m) . (c — ~ + ~ — etc.) 

— 2X"l0g(l— c) 

—sm  (m—t)  nr— ' •+•  £+  etc.) 

+2W  (m—t)  (m—  a)(m— 3)  n— -f  ^ etc.) 

— etc. 


Ces  deux  iutégrales  dépendent  uniquement  des  suites 


c® 

c-h-pzr,  +gii+i+^ï*-.  + ctc-> 

r*  . r1  e1  . . 

c JÎÎ5 7,  ■+■  gû+i ~T~  CIC., 


dont  les  sommes  sont  supposées  connues  pour  toutes  les  valeurs 
de  l'exposant  -ifc  -f-  î , non  plus  grandes  que  m -f-  î . 

7 5.  Les  cas  les  plus  simples  des  formules  (a5)  et  (a6)  sont 


(*7) 


/^r£i=a,rlog( 1 -H?)=?»iog[  I -h— v'Ca'— i}] 


- CCWX 

f e $^=_a7rl°S^  ’ -c)=-2’H°g[  >-»+✓(«•-«)] 


o>,C 


Lorsque  a est  plus  petit  que  l’unité  , et  qu'on  peut,  par  conséquent, 
faire  a — cos  8 , les  formules  (4)  et  (6)  donnent  dans  les  mêmes 
limites , 


(»«) 


/. xxlx  sin  j î / . \ 

côTv^lî  = t log  (a -t-aa) 

/.r dx  sin  jc  , , » 

1 = — - TT  log  (2—  au) 

cosx  + a n ' ' 


Ces  formules  sont,  comme  on  voit,  très-différentes  des  formules  (27); 
cependant  si  dans  celles-ci  ou  fait  a = cos  8 , et  qu’après  avoir 
réduit  les  seconds  membres  à la  forme  A -f-  B \/ — 1 , on  omette  en- 
tièrement les  parties  imaginaires,  01»  retombera  exactement  sur  les 
formules  (28). 

Cette  sorte  de  phénomène  analytique  que  l’on  remarque  aussi  dans 
d'autres  formules , lient  à ce  que  les  intégrales  exprimées  par  les 

, . formules 


ft 
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formules  (28)  ont  passe  par  l'infini  avant  d'arriver  à la  valeur  finie, 
qù  elles  acquièrent  à la  limite  x = 7 r,  tandis  que  les  intégrales  ex- 
primées par  les  formules  (27) , augmentent  graduellement  et  en 
restant  toujours  finies  , depuis  la  limite  x = o où  elles  sont  uulles, 
jusqu  a,la  limite  x = -r. 

76.  Il  est  facile  , au  reste , de  ve'rifier  l’exactitude  des  formules  (28) 
par  une  analyse  rigoureuse.  V.  ’ 

En  effet,  désignons  par  Z (6)  l'intégrale  f — fr ?*?■*..  prise 

. _ ° J COiX-pCO»!’  1 

1 epuis  x = o jusqu  a x = •jr  ; si  l’on  observe  que  p (x)  étant  une 
fonction  quelconque  de  x,  l'intégrale/^  fx)  dx  , prise  depuis  x=o 
jusqu  a x==<r,estla  même  que  l’intégrale/lp(ia— x}+{(i,j-t-x)}</x, 
prise  depuis  x = 0 jusqu’à  x = { a , on  aura 


z f)=/( 


Ci  g — x)  dx  co»  x 
cos  I -J-  sia  x 


. (i  T-f- j)  de  cos 


■ x ) J.C  CQS  x\ 

# — sin  x / 


a xrfx  sin  x cos  x 
»iu“  x 


OU 

Z (6)  =tt  cosS  fl**"**  + 

J COi‘1 — sin'x  J cos'l  — 

Soit  sin  x=jcosô,  la  première  partie  deviendra  7 r f-*? 

J I — y*  » 

grale  qui  devra  être  prise  depuis^  = o jusqu'à  y = ^ ; mais  on 

sait  par  les  formules  de  l'art.  i3  que  la  meme  intégrale  , prise  depuis 
y — o jusqu  à y =z  eo  , est  nulle,  donc  l’inte’grale  dont  il  s'agit 
est  la  même  que  tt  prise  depuisy=  -L-  jusqu’à  y = » ; 

elle  se  réduit  par  conséquent  à j t log  + coa*). 

Il  reste  à trouver  la  seconde  partie  or  en  faisant 

2x=z,  cette  intégrale  devient  i ; et  comme  elle 

doit  être  prise  depuis  s = o jusqu'à  3 = -x  , sa  valeur  sera  repré- 
sentée par  j Z (28).  On  aura  donc  l’équation 

a7 
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d'où  l'on  déduit 

" tj»  mt  ■ - mr 

Z (fl)  + Tt  Iog  ( a — 2 cos  0)  =7  [Z.  (20)  + tt  log  (a  — a cos  20  )]; 

mais  si  4(x)  est  une  telle  fonction  de  x,  qu'on  ait  4 (x)  = ï4(ax)> 
on  aura  -J.'  (x)  = 4'  (a-*-)  > 4’  (x)  désignant  . De  là  on  voit 

que  4'(x)  doit  être  une  constante,  ctqu'ainsi  en  faisant  4,(x)=c, 
on  aura  4 (x)  =cx  b,  ou  seulement  4 (*r)  = ex;  car  l’equation 
4 (x)  = ï 4 (ax)  exige  qu’on  ail  b = o.  Cela  pose , la  fonction  Z (6) 
devra  satisfaire  à l'équation 

Z ( 0)  + 7T»log  (2  — 2 COS  G ) = C0  , 

et  il  ne  reste  plus  qua  déterminer  la  constante  c. 

Pour  cela  j'observe  qu'en  faisant  0=  *cr  , on  aura  cos  fl  = — 1 
et  cos  26  = — ï ; de  sorte  que  dans  ce  cas  les  deux  fonctions  Z (fl), 
Z (26)  devant  être  égales  , ou  aura  par  l'équation  (29)  , 

zrs)  = - -:*■  i‘5  + iz(fl); 

donc  Z(5t)  = — 7r  X'  5 ; substituant  celle  valeur  et  celle  de 
cos  6 dans  1 équation  precedente,  on  aura  c=  o;  donc  en  général 
Z (fl)  ou  l’intégrale  cherchée 

STx+'  co;'8  = ■ 7T  log  ( 2 2 COS  9 ). 

On  peut  dans  cette  formule  changer  le  signe  de  cos  0 , ce  qui 
revient  à mettre  7r  — G au  lieu  de  6 , et  on  aura  ainsi  les  formules 
(28)  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

77.  Au  moyen  des  formules  ( 27  ) on  peut  parvenir  à d’autres 
résultats  non  moins  remarquables.  Soit  a=m  (cos  a-f-j/ — i sina); 
si  on  fait  y/(a‘  — 1 ) = « ( cos  G + J sin  G ) , on  aura  pour 
déterminer  «et  G , les  équations 

n*  — 1 — 2//i*  cos  12  a -h  rrt* 


tang  2 G — 
ces  valeurs  donnent 


m*  »in  9m 
m‘  coj  13.  — 


1 — V{a' — 0 = 1 — « cos  a -f- « cos  6-f- (/i  sin  6 — /«sina)y/ — 1. 
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Soit  cette  quantité  = //  (cos  <p  + [/—  , sin  <p ) , on  aura  de  nou- 
veau  , pour  déterminer  p et  <p , les  équations 

P‘  = » — 2/n  cos  a + cos  g-f-M'-f-  n'—  irnn  cos  (a  — £), 

tang  <p  = — nainC-'"9in«  . 

° i — m coj  m n cos  G • 

Cela  posé  , si  on  substitue  ces  valeurs  dans  la  seconde  des  équa- 
tions ( 27  ) , 011  aura 

/'_ xdx  sin  x 

cosx-f-  ni  cos  « -f-  ni  sin  « V — 1 a7r  °S  P V 1 i 

d où  l’on  déduit  les  deux  équations 


/ 

f 


'xdx  sin  x ( cos  ,i-  -f  m cos  « ) 
+ am  cos  * cos  x -f-  cos*x 
xdx  sin  x 


= — 57  log  p. 


2*1 
m sin 


m*  -f-  am  cos  « cos  x -f*  cas*  x 

Ces  deux  formules  sont  comprises  dau&  la  suivante , où  A et  B sont 
deux  cocfficiens  arbitraires  : 


. p xdxsin  x (A  cos.r  + B ) . . 

7m^Tmco,«cosx4-cos»-r=-  + 


B Am  cos  « 


m sin  « 


2XQ. 

Si  dans  cette  formule  on  fait  « = £•»•  et  /n  = cot  p , on  trouvera  le 
résultat  suivant  remarquable  par  sa  simplicité  : 

(5>)  J ^’x  + cotv = 25tA  log  cos  ip-h  irBp  tang  p. 

« 

78.  Si  on  différenlie  l'équation  (3o)  par  rapport  à m et  a., 
en  faisant  m cos  a constant,  et  qu’on  répète  ces  différentiations 
autant  de  fois  qu’il  sera  nécessaire , ou  aura  en  général  la  valeur 
de  l’intégrale 

/"  xdx  sin  x ( A cm  x 4-  H ) fx  = o 

cos  « coa  jd+cos'x)4  ’ ( x = x 

k étant  un  entier  quelconque. 

De  même  les  différentielles  successiUsMc  l’équation  (3i),  prises 
par  rapport  à p , feront  connaître  la  valeur  de  l’intégrale 


xdx  sin  x ( A cos  x -f-  B ) 


m 


CO»3  X -f-  COt*  jM  )* 


(X  — O 

x — *■ 


• 
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Donc  en  général  étant  proposé  l'intégrale  fV.rdx  sin.r,  dans  laquelle 
P est  une  fonction  rationnelle  de  cos  x , la  valeur  de  cette  intégrale, 
prise  depuis  x = o jusqu’à  x =tt,  pourra  toujours  s’exprimer  exac-  „ 
tement  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes,  pourvu  toutefois 
que  la  fonction  P n’ait  dans  son  dénominateur  aucun  facteur  mul- 
tiple de  la  forme  (cos  x ± cos  8)*.  L’opération  à faire  pour  cet 
objet  , sera  la  même  que  celle  dont  on  fait  usage  pour  l’intégration 
des  fractions  rationnelles,  en  regardant  cos  x comme  la  variable. 

79.  La  raison  de  l’exception  est  que  l’intégrale  »» 

prise  entre  les  limites  x=  o , x = 7T,  est  infinie  lorsque  n est  égal 
à 3 ou  plus  grand  que  a. 

En  effet  soit  l’intégrale  proposée  Z,  = f'fas  ^—co»(ÿi  * s*  c^e 
devient  inGnic,  ce  ne  peut  être  que  dans  la  partie  qui  est  due  aux 
valeurs  de  x très-voisines  de  fl.  Pour  juger  de  la  grandeur  de  cette 
partie  , faisons  cosx  — cos  6=  s , et  supposons  que  2 varie  depuis 
z = o jusqu  a z = ce,  ce  étant  une  quantité  très-petite,  on  aura 

— drr-  T^l  + e,c-  » el  la  Partie  dc  l inl‘-:grale  Z-tO  * 

prise  depuis  la  valeur  de  x qui  satisfait  à l’équation  cosx — cos  0 = a>,  • 
jusqu’à  x = fl,  sera  donnée  par  l’intégrale 


Z*  cos  t 
a sin1  I 


prise  depuis  5 = 0 jusqu'à  z=a>. 

Dc  meme  la  partie  de  l'intégrale  Z„ , comprise  depuis  x ==  9 
jusqu’à  la  valeur  de  x qui  satisfait  à l'équation  cos  x — cosfl= — ce , 
sera  donnée  par  l’intégrale 


(9  ~ — 

J Z"  \ sin  t 


a sin'  t 


prise  depuis  3 = 0 jusqu’à  z = ce. 

Donc,  1°.  si  n est  pai^^la  partie  dc  l’intégrale  Z.  comprise 
entre  les  deux  valeurs  de  x qui  donnent  cos  x — cos  8 = ce  et 

cos  x — cos  fl  = — ce  , sera  égale  à l'intégrale  26 , prise  depuis 
3 = 0 jusqu'à  zt=  ce. 
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a“.  Si  tt  csl  impair , la  partie  de  l’intcgrale  Z.  comprise  entre  - 

les  mêmes  limites,  sera  égale  à l'intégrale  — Pnse 
depuis  z = o jusqu’à  z = a». 

Les  intégrales  en  z sont  infinies  dans  les  deux  cas^uisquc,  dans  le 
second  cas,  on  suppose  n= 3 ou  > 3 ; donc  l’intégrale J (cosx_cw,ÿ.* 
prise  depuis  j:  = o jusqu’à  x—ir , est  infinie,  quel  que  soit  l’entier 
n > î.  Il  en  est  de  même  de  l’intégraleyj^ 
à la  précédente,  en  mettant  7t—  6 au  lieu  de  0. 

8o.  11  ne  sera  pas  inutile  de  joindre  ici  la  solution  d'une  difficulté 
que  présentent  les  équations  (28). 

Puisqu'on  a l’équation  == — 7rlog(2-f-aa),danslaquelle 

a = cos  0 , il  semble  qu’on  en  peut  déduire  , par  des  différentiations 
successives  prises  par  rapport  à a , les  formuleg 

/“  xdx  >in  .T  «•  f xdx  tin  x I ir 

(.COJ  a.  — <0*  1+a’  J (COS  x — aj*  (i-f-a)*’ 

Cependant  ces  équations  sont  toutes  fautives  , puisque  nous  avons 
démontré  que  les  premiers  membres  sont  des  quantités  infinies  ; 
d'ailleurs  l’absurdité  est  palpable  pour  la  première  équation  qui 

donnerait  une  valeur  négative  de  l’intégrale  J' fÿ  » tandis 

que  tous  ses  élémens,  depuis  x=.  o jusqu'à  x — tt,  sont  positifs. 

11  s’agit  donc  d’expliquer  comment  les  conclusions  tirées  d’une 

équation  exacte  telle  que  = — w l°g  (2+2  cos  0 ) , 

en  lui  appliquant  les  règles  les  plus  simples  de  la  différentiation  , 
peuvent  être  erronées. 

Examinons  pour  cet  effet  ce  qui  se  passe  dans  le  procédé  ordi- 
naire de  la  différentiation.  Soient  a — . a , a u les  cosinus  de 
deux  arcs  peu  différens  de  l’arc  0 , on  aura  les  deux  équations 
rigoureuses 


r- 


xdx  sin  x 


- = — 7T„l0g  (2  + 23— 2«), 


h 
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et  par  leur  différence  on  aura  encore  exactement 

xdx  sin  x -r  , 

(cosx — c)“  — •*  a»  ® i-f-a  — «’ 

si  on  suppose  ensuite  o>  infiniment  petit , le  second  membre  se 

réduit  à 7 — . de  sorte  qu’on  aura 

1 4-u  ' 1 

,,  v r xdx  sin  x __  r 

' 3'  . J ( cosx — a)* — «*  1 H-a’ 

valeur  qui  est  exacte  aux  quantités  près  de  l’ordre  ai‘. 

Maintenant  si  on  fait  w — o dans  le  premier  membre  , comme 
l’exige  le  procédé  ordinaire  de  la  différentiation  , on  trouve 

xdx  sin  x 


/*  xd y sin  x 

( cos  x — a )* 


1 -f-  a * 


équation  entièrement  défectueuse.  Ainsi  on  voit  que  la  conserva- 
tion du  terme  u>‘,  quelque  petit  qu'il  puisse  être,  est  nécessaire  pour 

que  l’intégrale  f- — xdx  — ; soit  égale  à , et  il  est  rc- 

marquable  qu’alors  l'intcgralc  ne  dépend  pas  de  cette  quantité  a» 
qu’on  doit  supposer  infiniment  petite,  mais  non  pas  nulle. 

81.  Pour  achever  d’éclaircir  ce  point  d'analyse,  j'observerai  que 
tant  qne  ai  est  infiniment  petit,  mais  non  pas  nul,  l’intégrale 

\f( et» !■- ’jy- «s  a une  Part'e  négative  comprise  entre  les  deux 

valeurs  prochaines  de  x qui  satisfont  aux  équations  cos  xc=cos6+<y, 
cosx  = cos  0 — ai.  Les  calculs  précédées  prouvent  que  celte  partie 
négative  , dont  la  valeur  est  infinie  , suffit  non-seulement  pour  dé- 
truire l’infini  positif  qui  résulte  des  deux  autres  parties  de  l’intc— 
tégrale  , mais  encore  pour  donner  au  résultat  total  une  valeur 

négative  — t ^ g.  Cela  a lieu  tant  que  ai  est  quelque  chose;  mais 

lorsque  ai  devient  nul , la  partie  négative  n’exislc  plus,  et  la  valeur 
de  l’intégrale,  composée  toute  entière  de  parties  positives,  devient 
tout  à coup  infinie. 

Nous  devons  conclure  de  la  que  toutes  les  fois  qu’une  intégrale 
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passe  par  l’infini  avant  d'arriver  à la  valeur  finie  qu  elle  obtient  pour 
une  limite  détern^née  , on  11e  peut  exécuter  sur  cette  intégrale 
définie,  les  différentiations  relatives  aux  constantes  arbitraires,  qn'après 
s ‘être  assuré  que  les  infinis  qui  composent  les  deux  parties  de  l’in  tc- 
tégrale  définie,  ne  rendront  pas  défectueux  les  résultats  de  la  dilfé- 
rentiatiou  de  cette  intégrale. 

82.  Les  difficultés  dont  nous  venons  de  nous  occuper  cessent 
d’avoir  lieu , lorsque  cos  x — cos  6 conserve  le  même  signe  dans 

toute  letendue  de  l'intégrale  Z.  = f-{  -,  alors  la  valeur 

de  cette  intégrale  , entre  des  limites  données  , peut  être  délcrtnindc 
exactement , quel  que  soit  l'entier  n.  Eu  effet  l’intégration  par  parties 
donne 

(33)  (« — 1)  Z,  = — £_ ^ . 

ü (coj  x — 00s  6)*“‘  (cos  x — cos  t)'~‘  ‘ 

d’un  autre  côté  , en  difl'éren liant  la  quantité  ; îlfLü on 

trouve  la  formule 

(54)  A-sin‘8.Tc,+t^^^^4^_,)cos9.Tw4<^— 

dans  laquelle  T(1)  représente  en  général  l'intégrale  Ç — — . 

Il  suit  de  là  que  l'intcgralc  Z„  peut  toujours  se  ramener  à l'in- 


tégrale T,  = f- — 

0 J cos  x — 


cos  1 


or  on  a 


rr»  1 1 âin -r  ( # -4- x)  . « 

T'  = iïïTï  *°g  sinf(.Ii{»  S1  * es‘  < 8. 


£ 


55) 


et  T,  = -ri—  log 

ein  I o 


«üKî+t) 


, si  x est  > 


sini(x—  t)> 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  on  aura  la  valeur  de  l'intcgrale  indéfinie 
prise  entre  des  limites  données,  pourvu  que  cos  x — cos 9 conserve 
. le  même  signe  dans  toute  l etendue  de  l'intcgrale. 

83.  Par  exemple,  si  l'on  veut  avoir  l'intégrale  7/,=  f —-r’m  r 
• b J (00s  x — co»  ty 

prise  depuis  xxx.  o jusqu'à  x = b' } b ' étant  < 0 , ou  trouvera  par 
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les  formules  precedentes  , ^ 

b' . siny  + . CQ><  »in ; (* -f- à*  ) 

J ' a(co» b' — cotl)  ' aiin‘#(co>i' — coj t)  aiin'*  lia  £ (I  — b'  )" 

De  même  l'intégrale  Z',  = f rco^  1— ‘^^i»  Pr*se  depuis  x — b'1  jus- 
qu’à x = 7r  , b"  étant  > 0 , sera  .^pr 

X b"  , sin  6‘ 

a(i+c°‘0*  a ( coi#  — cos  4‘  )*  ’ a im**  (co«  I — cos  P) 


Z',: 
■ v 


cos  # _ lin  j <r  + n 

a tin  'l  1 sia  ; (i  — »)■ 


Supposons  que  les  limites  b',  l>"  soient  telles  qu’on  ait  cosi'=cos0-|-ai 
et  cos  A"=  cos  6 — »,  ai  étant  une  quantité  infiniment  petite;  alors 
en  développant  les  valeurs  de  b'  et  b1'  suivant  les  puissances  de  », 
on  aura 

TOÜ*  b'  = 0 - -ï-  _ î^îi-t-etc., 

sin  I a sm‘  l 1 ' 


b1'-. 


0 -f- 


•*coi» 


sia  t 


a sia1 S 


■ etc. 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes,  et  négligeant 
les  termes  qui  demeureut  infiniment  petits  après  les  réductions  , 
il  viendra 

Z/,  + Z*3  = 7^-f  — n(l+'eo|#),. 

Si  on  fait  » = o,  la  quantité  Z'.,  Z',  ne  sera  autre  chose  que 

l’intégrale  Z, , prise  sans  interruption  depuis  x = o jusqu’à  tt  ; 
donc  la  valeur  de  celte  intégrale  est  infime , comme  on  l’a  déjà 
trouvé. 

84.  Nous  terminerons  ces  recherches  par  la  détermination  £ 
l’intégrale  Z = > prise  depuis  x — o jusqu’à  x=7r.  Soit 

dubord  a>  1 , on  pourra  supposer  a = ■ ou  c=a — y/(a‘ — 0» 

et  on  aura 

— -! = — r.fi  — 2 cos  x + ac*cos\r—  2c3câs  3x4- etc); 

a -f-  coi  x v'(o* — 1)  v 

multipliant 
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multipliant  de  part  et  d’autre  par  xdx , et  observant  qu’entre  les 

limites  données  f xdx  cos  mx  — ( cos  nrx  — 1 ) , on  aura  Z on 


' 0»  h 


' » 


xdx 

' a+ cosx~~  t/(o’ 
on  trouvera  de  même 


^TÔ+V/^l 1 ,)(c'+ï+F+etC);  {x=! 


n7\  — ■ * ■ (c-t*  1?  \ ctc.>  fr=° 

' 7f  J a—cosx — v(“‘—  0 |/(o*— i)V  ^3*^5*^  V lx  = » 

On  connaît  quelques  cas  où  la  série  comprise  dans  ces  formules  est 
Sommable.  Voyez  II*  Part.,  pag.  246. 

85.  Si  dans  ces  formules  on  fait  a = cos  8 , ce  qui  donnera 
c = cos  9 — y' — 1 sin  8 , on  aura,  en  négligeant  les  parties  ima- 
■ginaires,  • 


(38) 


/’  xdx  4 

cosx+cos  8 siu8 


(sin  8 -f 


sin  33  . «in  58 

T 


-etc. 


J tüsa.^t,uj  11  aiu  v \ «1  J»  f r x O 

/*  xdx  4 f • n . sin38  . «in  58  . . V lr=3r 

cosx-co.1  =~àT6  (Sln  6 + -ÿ-+-5T  + CtC~) 

». 

Pour  s’assurer  de  l’exactitude  de  ces  formules,  on  observera  d’abord 
que,  suivant  la  transformation  indiquée  art.  76,  l’intégrale... 

Z = fcô*  x + cosb  ’ Prise  dePuis  •r=s=0  jusqu’à  x = 7r,  peut  se  chan- 
ger en  une  autre,  prise  depuis  x=  o jusqu’à  x = ±ir, savoir, 
2_y^CU-*)dx  , (lir  + x)dx' 


ou 


4-  x)  dx\ 

cos  « + sin  x _r"  cos  6 — sin  x J 9 

Z = 7T  cos  6 4-  C-l*?*™*  ■ 

J cos*  8 — sw*  x J cos*  6 — sin*  a; 

Soit  tang  x —y  cot  8 , on  aura  f — = -r — 1— . f—ÈL _ . 

cette  intégrale  devant  être  prise  depuis ’y  <=  o jusqu'à '^=  », 
se  trouvera  nulle  d’après  les  formules  (16),  pag.  162  ; donc  on  a 
simplement 

1 £ r axrfxsin  x 

J cos*  8 — sin*  x 9 

*8‘ 


« 
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celle-ci  peut  se  mettre  sous  la  forme 

■ ^ i Cxdxsmr  1 Cxdxihtx  fx  = e 

sin  6 J cosx— iin9  fin  é J cnsx-Hinx*  lx  = ; «■ 

• * 

Or  par  les  formules  (5)  et  (7)  relatives  aux  limites  #=.0, 


a:  = - , on  a 


h 


xdx  sinx  r*  , • â\  » • a . a sin  3Ô 

= — - log  (asinQ)-f-  a sintj-f* 


coïj+sin  Ô 
xd  r siii  x 


34 

a sin  50 

' 3* 


a sin  59 

5* 

fl  sin  59 
5' 


f ttt-. 


— etc. ; 


/xd  r su)  x r , , • « \ • • A 

r-— r = lo"  (asiuQ)  — a sin  9 

cosx— smS  a n \ < 

donc  enfin  l’intégrale  cherchée 

ri  4 / • fl  , *i"  35  sin  55  . \ 

Z = “ ^8  CS,n  9 + "3^  + -5T-  + Clc-)  J 

et  la  même  valeur  a lieu  en  mettant  ir  — ô à la  place  de  ô,  ce  qui' 
s'accorde  avec  les  formules  (38). 

^ VI.  De  quelques  Transcendantes  exprimées  en fractions 

continues. 

86.  J’ai  fait  voir  dans  la  note  IV  de  mes  Èlémens  de  Géométrie  , 
que  la  fraction  continue 


■f 


1 1 m + 3 + etc. , 

dont  les  dénominaleurs croissent  en  progression  arithmétique,  peut 
être  sommée  au  moyen  de  la  fonction 

.X*  ( ! * X3 


<p  (ni)  : 


, -r  t i 
1 + “ + 


a 'ro.m-f-i  ' a. 3*  m.m-f-  i . m -f-a 


-f-etc.. 


et  qn’en  appelant  y la  valeur  de  la  fraction  continue , prolongée 
à l'infini , on  a 

y — — ("»  + i ) 

m * $ (m) 

Si  on  prend  les  différentielles  successives,  de  la  fonction  i p H 
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ou  p par  rapport  à x , 011  aura 

<h  1 . x .1  x»  . » . xJ 

dx  m ' m.m-q-i  ■"* a ' m.m-f-i  .m-f-a  ‘ 3 .3 ’ m.m-H .m+a.m+3 

■r  idf_  x . J*  . 1 ^ | 1 *1 (_ctc. 

c/u*  m.m+i  **  m.m-f- 1 a*m...m-f-3  a.3‘  m 

De  là  on  voit  quj  la  fonction  p satisfait  à Tequation  différentielle 


ddp 


dp 


d’ailleurs  ou  a tp  ( /?*  — f—  1 ) = --^r  ; ainsi  la  somme  cherchée^  se 
déduira  de  <p  au  moyen  de  l'équation 

fd* 

J çd  v ' 

» . 

Cette  écpiation  donne  réciproquement  ^ —■?£,  de  sorte  qu’en  éli- 
minant p on  pourra  déterminer*directement  ÿ par  l’équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  1 


(«) 


xi  y 


d.v 


f +J‘  + (ra-i)j  - i = o, 


équation  qu’il  serait  facile  de  ramener  à la  même  forme  que  l’équa- 
tion de  Riccati. 

87,  Si  l’on  propose  donc  de  trouver  la  somme  de  la  fraction 
continue  ■ • ■ , 

x ■ 

— , X , 

m q x 

"l  1 m -f-  a 4-  etc. , 

cette  somme  étant  représentée  par  y , il  faudra  intégrer  l’équa- 
tion (<j)  j de  manière  qu’on  ait  à la  fois  x = 0 etj'  = Q. 

Ce  résultat  peut  se  vérifier  immédiatement;  car  si  dans  1 équ  v 

tiou  (a)  Qn  fait_y  = — -A  — f la  transformée  sera 

x £ + /*  + mf  — x =0, 

équation  qui  ne  diffère  de  l’équaliou  [a)  qu’en  ce  que  ni  est. mise  au 
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lieu  de  m — i ; ainsi  )J  est  la  même  fonction  de  ra+i,  que  y 
est  de  m:  on  aura  donc  y'  — — , J , y"  = , * » , etc.  , 

•ce  qui  reproduit  la  fraction  continue  proposée. 

« 

88.  Si  on  multiplie  cette  même  fraction  par  c , on  aura 


V — 


c‘x 

me  -f- 


r*x 

nc+c  + 


me  -+•  ac  + etc. 


Si  ensuite  oh  fait  c“x  =s  x\  cy  =>y’  et  mc.=  a , on  aura  une  nou- 
velle fraction  continue 


-r  = 1 + 


O + C + 


a -+-  ac  -f-  etc.  ,» 

et  la  somme  y dépendra  de  l’équation  différentielle 

w 


x>  = o. 


résultat-plus  général  que  le  précédent , puisque  les  dénominateurs 
de  la  fraction  continue  représentent'  une  progression  arithmétique 
quelconque. 

8g.  Nous  placerons  ici  l’explication  de  l’erreur  qui  a été  remar- 
quée dans  un  résultat  d’Euler,  cité  III*  Partie,  page  567. 

Ayant  désigné  par  Z (A:)  l’intégrale  fxk  —•dxe  ^ ' , prise 

depuis  x — o jusqu’à  x = » , ijous  avons  trouvé , page  366 , qu’on 
a généralement 

Z (A 4-1  ) =<3*-f  i)nZ(A)  + Z(A— 1). 

* • 

§oit  ? z (ily  ^ = p(*)»  on  t>rera  de  cette  équation- 


lÿT+i)n  4 P(*); 


P (*-0=f 

on  aura  semblablement 

p(*)  = _(a/(-f-3)n  + P(A  + 1). 
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De  là  il  ne  faut  pas  conclure;  qu’on  ail  indéfiniment  : 

t»//  v Z (A) 

P(*-r-0  ou  zÿ^j  = - 


, / . . i 

n -f-ctc.  ; 


car  il  s'ènsuivrait  que  la  quantité  négative  — z\h—  i ) est  * 

la  somme  de  la  fraction  continue 


( a/<  + i ) n 4-  ( a|l,  ' . 1 

1 + jr  + (aA4-5)»  + etc., 

dont  tous  les  termes  sont  positifs. 

Pour  que  légalité  en  question  eût  lieu,  il  faudrait  que  dans 
l’équation 

• P ( ^ "f"  * 1 ) ~~  — (a A-fai  + î ) n -f  P (A  -f-  »)  I 

• •* 

on  pût,  lorsque  » est  très  - grand , négliger  le  terme  P (A -{-«), 
vis  à vis  de  — ( aA  -f-  ai  -f-  î ) » ; or  bien  loin  ejue  ce  terme  puisse 
être  négligé,  sa  différence  avec  ( aA-f-  ai  -f-  i ) n diminue  conti- 
nuellement à mesure  que  * augmente,  et  cette  différence  suffit  pour 
•altérer  totalement  la  valeur  de  la  fraction  continue  , prolongée  jus- 
qu’au terme  — ( aA  -f-  ai  -f- 1 ) n. 

On  conçoit  en  effet  qu’une  quantité  donnée  quelconque  peut  être 
supposée  égale  à une  fraction  continue  dont  les  termes  seraient 
pris  à volonté  , tels  que  ( a A -f-  i ) n , (-aA  -f-  3 ) n , etc.,  pourvu 
qu’au  dernier  de  ces  termes  ( aA-j-  ai-f-  î ) n,  on  ajoute  une  cer- 
taine quantité  et  qui  rétablisse  l’égalité.  L’omission  de  la  quantité  a 
peut  changer  le  résultat  du  tout  au  tout,  du  positif  au  négatif;  et 
c’est  ce  qui  arriverait  si , à l'exemple  d’Euler,  on  Ctatflissait  l’égalité 
dont  nous  venons  de  parler. 


90.  Pour  donner  un  autre  exemple  de  l’erreur  qu’on  peut  com- 
mettre dans  l'emploi  des  fractions  continues  , reprenons  l’équation 

0=  (1  -f-c”)  E'  (c)  — (a  -J-  b'  ) E'  b‘  ( 1 + A*)  E'  (c"), 

que  nous  avons  trouvée  (page  88 , IIP  Partie  ),  entre  les  trois  fonc- 
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lions  complètes  E'  (e),  E'  (c°)  , E‘  (c*4).  Si  on  fait 


E‘(r)_  i-f-6 


•P% 


et  par  analogie  A .Pa4,  l'équation  pre'cèdente  deviendra, 

en  observant  qite  c’=  > 

P*  = a -f-  b-  — 
on  aurait  donc  semblablement 

oAa® 

P»e  o _1_  __ 

% .*fi6°00 

P*"=  a + *4"  — 

et' ainsi  de  suite.  Il  s'agit  maintenant  de  savoir  si  on  peut,  de  ces 
équations  , conclure  que  la  somme  de  la  fraction  continue  pro-, 
longée  à l'infini 

J -r  u 3-4-6°'’  — 


sJ»°* 


a -4*  6°°*  — etc. , 

est  égale  à P*. 

Observons  d'abord  que  lorsque  dans  la  suite  de*  modules,  décrois- 
sans  c , c",  c*4,  c444,  etc. , on  est  parvenu  à un  terme  très-petit 
la  valeur  correspondante  de  son  complément  by  est  sensiblement' 
égale  à i , et  on  a en  même  temps  E'  (cM)—  donc  en  prolon- 
geant suffisamment  la  suite  P”,  P“,  P*",  etc.,'  on  parviendra 
bientôt  à un  terme  P ^ qui  ne  diflêrera  de  l'uriilé  que  d'une  quantité 
absolument  négligeable. 

Supposons  donc  PM  = t , on  aura 


P(#,“i  =,  a + - 


= 3 — b 


f/— 0 


= a 


b 


>-»> 


a b' 


-») 

d/*— 1 ’ 


et  ainsi  en  remontant  jusqu'à  P*  ; de  sorte  que  la  valeur  de  la 
fraction  continue 

a + *•  - rFF°  - 

T a + i°™ — etc.. 
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■calculée  ainsi  qu’on  vient  de  l’indiquer , sera,  sinon  la  valeur  exacte 
de  P’,  au  moins  une  valeur  tellement  approchée  que  l'erreur  ne 
sera  que  de  l’orbe  i — If  ou  ; (c  )*. 

9t.  Mais  il  faut  remarquer  que  suivant  la  manière  ordinaire  de 
calculer  les  fractions  continues , on  trouverait  un  résultat  différent* 
et  tout  à fait  erroné.  En  effet , s’il  s’agit  de  calculer  la  valeur  de 
la  fraction  continue  - 


x 


d etc.  , 


•*  on  imagine  que  la  fraction  continue  s’arrête  successivement  aux 
termes  J*  *>  3»  ~ > etc. , et  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  ré- 
sultats successifs  calculés  dans  cette  hypothèse,  est  ce  qu’on  appelle 
la  somme  ou  la  valeur  de  la  fraction  continue. 

En  procédant  de  la  même  mailière  pour  le  calcul  de  la  fraction 
continue  qui  doit  déterminer  I*”,  il  faudra  supposer  que  la  fraction 
...  ...  • . afr*  ai1'* 

continue  s arrête  successivement  aux  termes  — , etc. 


Le  dernier  de  ces  termes  serait  — 
i — If  négligeable , se  réduit  à — 


qui,  en  supposant  toujours 


a’-t-frf* 

...  /.  , _ 

-g — j mais  c est  précisément 


sur  ce  terme  que  l’on  commettrait  une  erreur  notable , puisque  nous 

avons  vu  qu’il  doit  être  supposé  — — °ï  — ai'*-1'';  et  cette 

erreur  ne  manquerait  pas  d’influer  sur  la  valeur  totale  de  la  frac- 
tion continue,  qui  deviendrait  ainsi  entièrement  défectueuse. 

On  voit  par  là  que  les  fractions  continues  ne  doivent  être  employées 
qu’avec  de  grandes  précautions , pour  représenter  les  valeurs  des 
quantités  qui  sont  susceptibles  d’être  exprimées  par  leur  moyen,  et 
qu’il  faut  s’assurer  , dans  chaque  cas,  que  la  quantité  nécessairement 
omise  dans  le  terme  auquel  on  s’arrête,  n’influera  pas  sensiblement 
sur  la  valeur  totale  de  la  fratlion.  Au  reste  il  serait  difficile  de  citer 
un  exemple  où  l’usage  des  fractions  continues  dans  le  calcul  in- 
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tégral  y offrirait  quelqu’avantage  sur  celui  des  suites  qui  en  repré- 
sentent la  valeur  terme  à terme. 


$ VII.  De  quelques  formules  relatives  au  développement 
des  fonctioiis  et  au  retour  des  suites. 

9a.  Soit  proposée  l’équation  F (x)  -f-yp  (x)  =F  (a) , dans  laquelle 
F (x)  et  P (x)  sont  des  fonctions  données  de  x ; on  pourra , d’après 
cette  équation  , regarder  x comme  une  fonction  de  y et  de  a , et 
l’expressiou  de  x,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  y , sera  de 
la  forme 

x = a + Vjr  -+•  Qj"  + Ry3  + etc. , 

* 1 . •* 

P,  Q, R,  etc.  étaut  des  fonctions  de  a seule. 

Substituant  Cette  valeur  daus  l'équation  proposée  , et  désignant 

pour  abréger,  par  F'  et  <p  les  quantités  et  <p(a),  on  trouvera 


P — — 


Td® 


R = — 


1 a ' a*' 


etc. 


F'*  14  ». a du  7 **■  t.a  ,3rfa*  7 

Il  s’ensuit  ultérieurement  que  si  4 (x)  est  une  fonction  quelconque 
de  x , et  qu’on  désigne  par  4 et  4’  ^es  fonctions  4 (a)  et  > on 
aura  généralement 

. ‘ 1 .pi'  1 . 1 ,<t'V 

, , ..  y*  F'  F'-  y’  F F F'  . . 

(1)  4(x)=4— + -frx xs f-etc. 


i.a.3  ' 


the 


I.a  loi  de  cette  formule  est  facile  à saisir;  mais  il  est  nécessaire 
de  la  démontrer  rigoureusement  et  indépendamment  de  toute  in- 
duction. 


93.  Pour  cela,  supposons  en  général , 

(a)  4(x)  =4  -/T+£  T1'  - £ T'" -f-  etc. 

, r * * 

Soit  de  plus  II  ( x ) une  autre  fonction  de  x telle  qu’on  ait 

. dn(x) 


• c 
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~IF~  = (f>(x)- -JT  » ou  > Pour  ab«ger , n'  (x)  = p (a:)  4'  {x)  ; et 
supposons  qu’on  ait  semblablement 

n (x)  = n — yt  + ^ ^ + etc. 

s # i 

Je  différentie  4 (•»)  par  rapport  S j/e t n (x)  par  rapport  à a,  j’ai 

Sw=_r+/r-l'r+i4i--«., 

(&_  n'_ .y  **  y a*  , 

* -n  -yasH-i'5ï-r3:w4-etc.; 

de  là  re'sulte 

® r^15a+l!7Cîi  = n’-F'T'— (£  - F'T*  ) 

+-H£-F'T") 

4- etc. 

Or  je  dis  que  le  premier  membre  de  cette  équation  se  réduit  à 
zéro;  en  effet  on  a = 4'CéO-^  , H'  (x).  % 

= <p(ar).4'(x).^;  donc 


_i_  dn( j) 


“+'<*>-Crç +♦(*)£} 


dy  da 

Mais  de  l’équation  proposée  F (x)  4 -y*  (x)=F(a),  on  tire: 

dx  __  F'(o) 

. F (x)  (*)’ 

<*f •?(*)  ■ 

% dy  È (*)  +yp'  (x)  • 

donc  on  a F'  ^ 4-  tp  (x)  ^ =5  o ; et  par  conséquent  aussi, 

p,dt(x)  dn(x) 

Ç da  ‘ • 

Il  suit  de  là  que  dans  le  second  membre  de  l’équation  (3) , on 

a9 
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doit  égaler  à zéro  les  coefficiens  d’une  meme  puissance  de  j , ce 

qui  donnera  d'abord  IL  — F'T'  = o;  donc 

ré 


T'  = 


ifj,' 

: Fr» 


la  même  équation  appliquée  à la  jonction  n donne  l'  = y,-  = 

On  aura  ensuite  î- — F'T"  = o:  d’où 

da 

i . f’4-' 

P « -ET- 

* 1 — da  * 

On  aura  donc  aussi , relativement  à la  fonction  [T  , 

i , ■p’4'’ 

F d ~W~. 


t"  = 


1 j »’n' 

r f' 


da 


du 


df 


Connaissant  on  trouvera  T'"  par  l’équation  — F'T'"  = O ; 
d’où  résulte 


T'"  — 


F'  d F d F' 
da- 


Cette  même  valeur  appliquée  *a  la  fonction  n donne  • 

1 , J , e'n'  1 j 1 j W 

r_F  d F ,l  _ F d F d 'F'- 

et  de  là 


da% 


1 dt9 


Ti» ‘ 4 

1 — f"-£T  — 


F' 


ÜE7 


et  ainsi  de  suite  ; ce  qui  démontre  d’une  manière  générale  la  loi 
de  la  formule  (i).  Voici  maintenant  les  diflérens  corollaire^pi’on 


peut  en  tirer. 


Corollaire  I. 


g4-  Si  l’on  fait  F(x)=x,  c'est-à-dire  si  l'équation  proposée 
est  x—a—  /?(x),  alors  on  a F'  = 1 , et  k formule  donne,  en 
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mettant , pour  abréger,  4,  ->1',  P au  l*cu  de  4 ( a)>  4 (a)»  $ (rt)> 


(*) 


4C*)**4-j*+'+Ç-^ 


a. 3 * du‘ 


etc.  : 


c'est  la  formule  connue  de  Lagrange  qui  donne  lieu  à un  grand 
nombre  d’applications  pour  le  développement  des  fonctions  et  le 
retour  des  suites. 

Corollaire  II. 


q5.  Si  l’on  a 9 (x)  = 1 , ensorle  que  l’équation  proposée  soit 
* F(*>  +jr  = F (a), 

et  qu’on  fasse , pour  abréger , ou  = A , on  aura 

(5)  W=4-7A4'4-^-^--'^“,+ac. 


Celte  formule  est  déjà  connue  des  analystes  ; elle  peut  servir  à 
résoudre,  par  approximation , une  équation  quelconque  F (x)  = o ; 
car  si  a est  une  valeur  approchée  de  x,  et  qu’on  ait  F ( a ) —y  , 
y étant  une  quantité  assez  petite , la  formule  précédente  donnera 
la  valeur  de  4 (*r)  exprimée  par  une  suite  convergente. 

Corollaire  III. 


96.  Soit  proposé  l'équation  fl=x-4-v0  (x)4-^V.(x),  dans  laquelle 
9 (x)  et  A (x)  sont  deux  fonctions  données  de  x.  Tour  avoir  la 
valeur  d’une  autre  fonction  4 (x),  développée  suivant  les  puissances 
de _7‘ , il  faut , dans  la  formule  (1),  substituer  p («)-j-.?'A  (<i)  ou  sim- 
plement ® +^'A  à la  place  de  9 ; on  atira  d’abord 


4 M = 4 —j(v  +ja)4' +■£ 


y r?J(t>  + yx)'4-'  , . 

Ta Ô73’ 5? l“clc 


Développant  les  difl’érens  termes  et  ordonnant  toute  la  suite  per 
rapport  à y , ou  aura 
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4(x)=-J— 74>4' 

l_i  - a fa 


(6) 


+r 


_ „3  rdd  (»’4o 

J .a. 3 fa' 

+Æ-£ 


dW)-\ 

— fa—  J 


J (^4-')  ddffi'y-V')  , J(»MO 


3 .4  fa* 


> da' 


MO-l 

raô“J 


3.3.4.?) da> 


1.3( 

"i.a.3da’ î.arfa" J 


■ ,r  . JÇsW) 

Li  .a  4-5.6 da5  1.3. 3. 4<io*  “1.3.1.31/0“ 


■ etc. 


JW')] 

1 .3. 3 du' J 


I.a  loi  de  cette  suite  est  facile  à apercevoir,  et  on  aura  en  général 
pour  coefficient  de .7”  la  somme  des  termes  représentés  par 

• (—  ,)**•<**+—  0>‘a^T  » 

* . (1  .a.3. . .k)  (1  .a.3. ...i)fak**-‘  » 

en  donnant  à k et  i toutes  les  valeurs  eu  nombres  entiers  qui  satis- 
font à l’équation  k -f-  a»  = n. 


Corollaire  -'IV. 

97.  Soit  proposé  l’équation  <t  — x -f- _y<p  (•*■)  -fj**  0*0  +/>W , 
tp  (x)  , X(x),  /*(x)  étant  des  fonctions  données  de  x , on  trouvera 
par  des  calculs  semblables , 


4(x)= 

4 — 7*4' 

f 

4'] 

-■  : «• 

à { , 

• du 

ha*4'J 

/~\ 

d*  . 

, d itttÿ  ) , 

J(4'n 

\V 

. 1 . a . 3 . 4 da? 

1 . a da*  ' 

fa  -t 

I.adatj 

\.sr 

, d-(f>fcj/)  , 

• 

^ L»*a*3.4*5<fo+ 

\.a.Zda'~' 

""  1 . 3 da • 

1 .a  fa'  da 

+ etc. 

« 

La  loi  générale  de  celte  suite  est  telle  que  le  coefficient  de  j’  est 


* . 
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égal  h la  somme  des  termes 

(—  i ;*-«-[  ÇfW/.M/  ) 

formes  en  donnant  successivement  aux  exposans  k,  i,  l toutes  les 
valeurs  en  nombres  entiers  qui  satisfont  à l'équation 

n = À-  -f-  ai  + 3/. 

On  voit  qu’il  est  facile  de  généraliser  encore  davantage  ces  for- 
mules , en  admettant  un  plus  grand  nombre  de  termes  dans  l’équa- 
tion donnée  entre  æ,/  et  «. 

» 

Corollaire  V. 

« * 

» ” •’ 

98.  Soit  l’équation  donnée  F ( a)  — F (ar)  -f-/p  (x)  -f-  sX  (x) , 

F (x),  p(x),A(x)  étant  des  fonctions  données  de  x,  et  soit 
proposé  de  trouver  la  valeur  développée  suivant  les  puissances  de 
y et  de  a , d’une  autre  fonction  de  x désignée  par  4,  ( 'x ). 

11  suffit,  pour  cela,  de  substituer  dans  la  formule  générale  (1)  , 

f A(o),  ou  <p  -f~  X'  au  lieu  de  p , ce  qui  donnera  d’abord, 

en  faisant  ^ = À , 

. 4 fr)*= i — (jp+*)  A4'+  --k? A*' 

_ Ad(.Ad(yf  4-z>.yAV  e(c 

. ' ~ i.s.3  da‘  “ ■ 

Si  on  fait  ensuite  sortir  des  signes  différentiels  les  puissances  de 
y et  de  z , on  pourra  ordonner  ainsi  la  valeur  cherchée  de  4 (x)  > 

4W=4-rA*4’+  r.  + ce 

t-  iAA+.  Ü!£ m -r,.i±kyj£±£  + ett. 

(.) 

■ VXU(>’ Ai'  • 

z ■ ..a.3 da'  +etc- 

-+•  etc. 
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a”o  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

I.a  loi  de  cette  suite  est  manifeste  , et  ou  voit  qu’uu  terme  quel- 
conque sera  représenté  par 

(l  .2.3. . .k)  (l  .9.3. . .()  du 

Si  on  avait  F ( x ) = x , ou  si  l’équation  proposée  était  a — x 
(x)  + aA  (.r),  le  terme  général  deviendrait 

(-  Q**1^*1—  (gW) 

(i  .a. 3. . .A)  .a. 3. . .i)du'*‘~‘ 

9Q.  Etant  donné  la  fonction  •>}.  (x) , si  on  propose  de  la  dévelop- 
per suivant  les  puissances  d'une  autre  fonction  de  x désignée  par 
u , il  faudra  faire 

+ 00  = T-  + Tu  + T"  J + T'"  ^ + etc., 

et  on  aura  en  général  Tc*5  = '--^0--  , la  différence  m1'”'  étant  prise 

en  supposant  du  constant,  et  faisant  ensuite  dans  le  résultat  u=o. 
A l’égard  du  premier  coefficient  'IJ,  si  on  suppose  que  l’équation 
u — o donne  x=«,  on  aura  = 

En  supposant  le  problème  possible , toute  la  difficulté  se  réduit  h 
calculer  les  cocfficiens  successifs  , etc.  Ce  calcul  peut  de- 

venir prolixe  dans  beaucoup  de  cas  , c’est  pourquoi  il  importe  de 
faire  voir  comment  on  peut  changer  en  general  le  coefficient  , 

en  un  autre  qui  suppose  constante  une  autre  différentielle  dz.  Mais 
pour  cela  il  faut  supposer  que  s et  u s’évanouissent  à la  fois  lors- 
que x = 4i,  et  qu’en  même  temps  le  rapport  ^ n’est  ni  nnl  ni  infini. 

Dans  cette  hypothèse,  voici  deux  lemmes  qui  conduiront  au  résul- 
tat que  nous  cherchons. 

îoo.  Lemme  I.  Les  quantités  i,  et  u étant  des  fonctions  de  x 
qui  s’évanouissent  toutes  deux  lorsque  x = a , et  qui  sont  telles  que 
dans  le  même  cas  leur  rapport  est  égal  à une  quantité  finie  3 je  dis 
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. • CINQUIÈME  PARTIE.  § VU. 

qu’on  a en  général , 


1Z1 


(9) 


n.n—  i .n— a. . .(« — r+i). 


i 


pourvu  qu après  les  différentiations  on  fasse  z = o. 


En  effet , soit  ^ = p et  /7*~'  = A*  -f-  A 'z  A "z* . . . -f-A‘s‘4-  etc. , 

on  aura 

ur QV  = s'  ( A°  + A'î+AV..  . .+ A*s*4- etc.); 

un  terme  quelconque  de  celte  suite  AV-1-'  aura  pour  différence 
«‘"“'diviséepar  dz\  le  produit  (À-+r)(À-}-r—  i )...(k-f-r — n-f-i  ) A’s*"1’'-". 
Cette  quantité  sera  nulle  pour  tous  les  termes  où  A+r  est  < n j elle 
sera  nulle  aussi  pour  tous  les  termes  où  A + /’  est  >«  , puisque  la 
supposition  de  z = o rend  ceux-ci  nuis.  Donc  le  seul  ternie  auquel 
il  faut  gvoir  égard  est  celui  où  k + /•  = n,  et  on  aura 

n.n — i.n — 3. . . . i . A01- 1 r)  : 

• w 

-n— f t > 

mettant  au  lieu  de  A1"-'5  sa  valeur  ~r , il  viendra 


ds" 


ch." 


r i s d‘~'p‘ 

:n.n  — i.n—a...fn—r+i).-3ff= 


loi.  Le.wme  II.  Les  mêmes  choses  étant  posées  , je  dis  que  la 
quantité  d""(“ld'pn)  sera  égale  à d -(“-p  ),  en  faisant  z = o dans 
le  résultat. 

r tr  , ™ » u'd  (p,)  — « u'  „»-■  ‘Il  — n -7  d 

En  effet  on  a — nu  p — ^7  “ 1 dj 


= _2_  y ( A' + a A"s  -f-  3A'V + AA*3*-,+  etc.).  Le  terme 

général  de  cette  suite  est  ~7  Ala‘+r— ; or  tant  que  r + k sera 
plus  petit  que  n — i , la  différence  ( n — l‘)i'™‘  de  cette  quantité 
sera  nulle  ; lorsque  r+A  sera  pluj  grand  que  n-i,  cette  diffé- 


a3a  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL'. 

rence  sera  encore  nulle,  parce  quelle  sera  affectég  du  facteur  s et 

qu'on  devra  faire  : = o ; donc  il  faut  considérer  le  seul  terme  où 

r+Â  = n;  ce  terme  est  ou  simplement  bA"4'"', 

et  sa  différence  du  degré  n — i , divisée  par  dz"~  ' , donnera 
n.n — i.n  — a. . . . i . A'-*;  donc  ou  aura 


(10) 


d"~'  (u'dp") 
— 35Ï - 


= i . a . 3 . . . . n . A1 


_ d"  (»>*) 

’ Ai"  • 


cependant  cette  formule  n’a  lieu  quaulant  que  n est  > i» ; car 
si  on  avait  rz=n  ou  r > n , le  premier  membre  se  réduirait 
à zéro. 

Cela  est  manifeste  lorsque  r est  ;>  n , parce  que  les  puissances 
de  z , dans  les  différena  termes  de  - — ^ , ne  s’abaissent  pas 

au-dessous  de  s'-**1,  et  par  cpnséquent  s’évanouissent  lorsqu’on 
fait  2=0. 

Lorsque  r = »,  on  a —jjj-  — nz'‘pd-  •’  so*t  a^ors  log pz=  É°*t-L'3 
•+■  LV  + etc. , on  aura  ~ = L'-+-  aL"2  -b-  3LV  H-  etc.  ; donc 

££■  (rf.Ç.)  = ^(«LV-f-  a«L*s*+,>4-  3«LV+*-f.ctc.)  = 0. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  la  proposition  suivante. 

103.  Soit  X une  fonction  quelconque  de  x , je  dis  qu’on  aura 

/ \ d"X  _ A—  r/z  y dX~ 1 

s11'  du"  di"~'  l_\u  / iz_ J • 


la  différence  constante  étant  du  dans  le  premier  membre,  et  dz  dans 
le  second. 

En  effet,  soit  X = T*+T'«-f-T''.^  + T'.7-^-f-etc.,  et 

t d*X  d* 

soit  proposé  de  trouver  la  valeur  de  — T-jj-  ; cette  quantité  étant 
développée  devient 

'r  d"(uY) 


T.  d y 

1 dz" 


Ti  <*“  (uPn) 

1 ~3^~ 


i .a 


dz" 


-t-  etc. 


Mais 
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• CINQUIÈME  PARTIE.  § VII.  a"5 

• » . | d"  (u'p")  ■ d"~'pm~' 

Maison  a en  general  - = n.n  — i — r-f-  1 . — ^ ; 

donc  *■ 

^a=T-^+;rÇs:+^T«^ei+«,, 

expression  dont  le  dernier  terme  est  Tw,  et  l’avant-dernier 
On  trouvera  semblablement 

*-(£ip'  * ir  (T°^;  + 7i4’+  + **•} 

Substituant  dans  le  second  membre  les  valeurs  que  donne  la  formule 

d—'  (u'Jp‘) d'(u'p’) . _ d—p—' 

<!:.■  dj*  , da"  ' ’ 

il  viendra 


d-(XdP-)  _T„d*p*  n^d'-'p— 

5?  — 1 d»*  i A d&—  ‘ 


n.n— i rpi,  d"~ ’p"-* 
rû  rfi — 


I '■  ■ " 1 • " J fT» 

I.a.y  4 da— * 


, " -pc— ) 
i -3Ï* 


le  dernier  terme  est  ici  " T(,_l)  parce  qu’on  a - — = o. 

« 

De  ces  deux  formules  on  tire 

d*  (Xp«)  d"-'(Xdp»)  _ _ d*X  . 

2â*  da*  du*  ’ 

mais  le. premier  membre  se  réduit  à - — ^r— -»  donc  on  a 
d*X  _ d*-(p*dX) 

du*  ——  di*  ’ 

c’est  le.  théorème  qu’il  s'agissait  de  démontrer.  Voici  maintenant 
quelques  corollaires  qui  s’en  déduisent. 

io3.  Si  l’on  fait  — a et  u=  , on  aura  p = p(x), 

dz  = dx^  ce  qui  donnera  i et  comme  il  faut 

faire  ;=oour=n  dans  le  second  membre , on  considérera  p 

3o 


a?4  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL.  < 

et  X'  comme  des  fonctions  de  a,  et  on  aura 

_ rf— (g-*') 

du*  ilâ*~l  9 

m 

ce  qui  s’accorde  avec  la  formule  de  Lagrange,  dans  le  cas  où  l'on 
veut  développer  X suivant  les  puissances  de  u d'après  l'équation 
x — a — u<p  (x), 

104.  Soit  X = 4-  (-r)  » u — $ (x)  — <p  (a),  z — x — a , on  aura 


(1a)  4(J0  = 4(«)  + f (<?•*  — <Pa)  + 7^  (<P-r  — <Pa)* 

+ TT73  (*x  — a )‘+elc-  > 
et  l’expression  * générale  du  coefficient  Tw  sera  , en  faisant 


formule  où  il  faudra  faire  x — a après  les  différentiations. 
io5.  Si  dans  ces  dernières  formules  on  fait  f (a)  = o,  on  aura 

(i3)  4 (a?)  = 4 ~+~  T'px-f-  <p'x  -+- çs.r-f-etc., 

et  le  terme  général  T(,)  = ^ g 4"tQ  : c’est  le  dévelop- 

pement de  la  fonction  4(*r)  Sll‘vant  les -puissances  d’une  autre 
fonction  Qx , et  on  voit  qu’il  y a autant  de  développeméns  que 
l'équation  p (a)  = o a de  racines. 

Soit , par  exemple,  4 (x)  — b*  et  Ç (x)= xc”,  l’équation  xc'  = o 
n’a  qu’une  racine  réelle  x=oj  ainsi  on  devra  faire  a — o et 

Tw=  j~7  ( c~“b ' log  b)  = log  b.  ( log  b — n Jog  c)  b'c-“ 

= Ib  ( lb — nlc)'~ ! b*c~ ’*  ; faisant  dans  cette  expression  x = o , elle 
donne  Tw=  lb(  lb  — donc 

b1  = 1 + Ib.xf  + lb  (lb  — 2lo)~  + lb  (lb—  3 le)'  -f  etc! 


Digîtizecf  by 


CINQUIEME  PARTIE.  § VIII.  a35 

Les  formules  que  nous  venons  de  démontrer  sont  dues  à M.  Burmann, 
professeur  à Manheim.  V oyez  le  tom.  II  des  Mémoires  de  l'Institut , 
pag.  14  et  i5. 

§ VIII.  Formules  pour  sommer  un  nombre  donne  de  termes 
consécutifs  dans  le  développement  de  ( 1 4-  a)n. 


106.  Considérons  d’abord  la  suite 
i.n—  i.n—  3 - 


, n.n — 1 . , 

- na  -f- a -f- 


1 .a.3 


n.n—  1 . . .n— &-f-3  . 
. ax 

1.3.  . ,k — 1 


formée  par  les  A premiers  termes  du  développement  .de  ( 1 +n)*, 
et  supposons  que  ? ( A ) représente  la  somme  de  ces  termes,  il 
est  évident  qu’on  aura 

9 (A+ 1 ) — (p  (A)  = a • 

Considérons  pareillement  l'intégrale 

T (A)  = fx'-'dx  C«4-*)' , 

prise  depuis«.r  = o jusqu’à  x=a,  et  soit  A (A)  la  valeur  de  celte 
même  intégrale  prise  depuis  x = o jusqu’à  x = 00  , valeur  qui 

est , comme  on  sait  • 

9 * 

tris i.a.3. . ..A  — 1 r ( A ) r ( n — A 4-  ■ ) 

' ' n.n  — J.n  — a. . .n  — A -f-  i * r (n-f-  1) 

La  quantité  x1  (.i  + x)~"  a pour  différentielle 

frx*~'  dx  ( 1 -f-  — ( n — A)  xldx  ( 1 + x)~"~', 

laquelle  étant  intégrée  depuis  x=o  jusqu’à  x=a,  donne 

<j‘  (i  rf-a)— = AT(‘A) — ( n — A)  T (A  + a ). 

Faisant  dans  cette  formule  a =eo  «t  supposant  A </i , on  en  déduira 

o = AA  (A)  — (n  — A)  A ( A -f-  a ).  * ' 

Au  moyen  de  ces  deux  équations,  on  trouve  • 

T(A) 'T(ft-)-i)  __  _ w.n — 1 n— A-fi 


W)  A(A-H): 


AA  (A) 
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et  par  conséquent, 

♦ (»+., -f«-e+.rG$-î8£fl 

Celle  équation  aux  différences  finies  a pour  intégrale 

<P  (A)  +(«+<*)"  x$5  = consl-  = *(*)  + («+«)■  XTo  * 

mais  <p  (i)  = t el  T (i)  = fdx  ( 1 + x )-*-■  = - — ï 

de  T ( i ) résulte  , en  faisant  a = oo  , A (i)  = Substituant  ces 

valeurs  dans  l'équation  précédente , le  second  membre  se  réduit  à 
(i  -f-  a)*.  On  a donc  la  somme  cherchée 


(i)  . <p(X:)  = (i-hj)‘. 


(i  4fl)" 


x = o 
a 


> { 

d'où  l’on  voitqnccette somme dépendde l’in tégralt>yx,-,<fx(i-(-\r)-*— 
prise  depuis  ar=  o jusqu’à  .r  = <i,clde  la  quantité  A (A)  qui  est  la 
meme  intégrale,  prise  depuis  j=o  jusqu'à  x = oo  , et  dont  l’ex- 
pression en  fonctions  P est  généralement  A (A)  = 

107.  Par  de  semblables  calculs  on  trouvera  qu’en  faisant 

4 (A)  - I + ««-H  — “ +••  • Hü 737.73^, — " 


on  a 


c: 


a 


(a)  4(*)=(i— a)— — 

la  quantité  B (A)  désignant  l'intégrale  fxl~'dx(  1 — prise  depuis 
x = o jusqu’à  x s=  1 , laquelle  a pour  valeur  : 

B (*)  = JT$ry 

108.  Si  dans  l’équation -(ï)  on  met  n -f-  A — 1 à la  place  de  n, 
et  qu’on  change  a en  b , on  aura 

' ,+(„+*_,)*+  6- 
^ T i.a  - — 1 * 

=0 +*)*  «^-C«  +à)-+‘-  • fx*-'dx{x  +*)—*.  {zx  = °b 
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• • 

Dans  cette  intégrale , faisant  x = ] z » et  ensuite  b = - ^ , on 

aura  fxi~'dx(  1 -f-x)-'-*  fzl~'dz(  1 — z)*-1,  celte  dernière  inté- 

grale étant  prise  depuis  z — o jusqu’à  z — a.  Eu  même  temps  ort 
aura  1 -j-  b — (1  — a)- 1 et  (1  -4-  1 = (1  — a)-*- Compa- 

rant donc  l’équation  précédente  avec  l'équation  (3)  qui  contient  la 
même  intégrale,  on  en  déduira  ce  tapport  remarquable  : 

» + ( n+k-\)b+nïh-Un+k-=îb>+. . +n+k-î.n+k-z..:n+,hi_, 


, n.  o-4-l  . , 
i+noH ^ — a*  -f- . 


â^T=(l+r,i 

1 .a. . .h— 1 


c’est-à-dire  qu’en  faisant  a = r ou  b = — - — . la  somme  des  k 

1 1 -K»  1 — a 

premiers  termes  du  développement  de  ( i-f-é)'4'1- est  égale  à la 

saymne  d’un  pareil  nombre  de  termes  du  développement  de  (i— o)~", 

multipliée  par  (1  -f- i)*— 

Celte  formule  est  susceptible  d'en  produire 'plusieurs  autres  en 
changeant  soit  le  signe  de  n,  soit  le  signe  de  a . 

>09.  Reprenons  l'équation  . 

•P  (*)=>  + »«  H â — “ + H a »* 

si  à la  place  de  k on  met  k + m,  et  qu’on  prenne  la  différence 
des  deux  fonctions , on  aura 

I1!—  «■ + " ’.T.'.VCT*  +”” 

. n.n  — 1 ...  .n — è — m-t-a 

q r- — ; 

i.a k+m — » ’ 

substituant  la  valeur  de  <p  donnée  par  l’équation  (1)  , on  trouve  pour 
la  somme  de  la  série  précédente 

<±t:W*±})  f^jx  (1+x)— > ;0+")*r(H-0 

rAr(n-A+i)J  r(#i+/n)r(/i— m+i)-'  ' 

ces  intégrales  étant  prises  depuis’  x ■=  o jusqu’à  xxz  a. 

Cette  formule  donne  la  somme  d’un  nombre  quelconque  de  termes 
consécutifs,  pris  dans  le  développement  de  (1  -f-a)\ 
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• - • 
no.  Si  on  suppose  n entier,  et  qu’on  fasse  k-\-mz=n-\-  i— A,'  ' 

alors  la  quantité  p (n — A-f-i)  — p (A)  aura  pour  expression 

(i  4-o)*  rf  « + O f ( J*~‘  — a"~* ) dx  fx  = o 

~TITF(n^T+ïy  J (i+x)«+‘  ’ tx  = a 

c’est  la  somme  des  termes  qui  occupent  le  milieu  du  binôme  dé- 
veloppé (i  + n)"j  depuis  le  terme  N*a‘  jusqu’au  terme  N'a*-!! 
inclusivement.  * . 

On  peut  toujours  connaître , par  la  méthode  exposée  dans  la 
III"  Partie, -les  intégrales  définies  comprises  dans  ces  formules, 
avec  tel  degré  d’approximation  qu’on  voudra  ; et  pour  faciliter  les 
calculs , on  pourra  toujours  supposer  a < i. 

Remarquons  encore  que  si  on  fait  x = , l’intégrale 

r>  ‘ x\  ■ dx  sc  change  en  celle-ci  : 

(i  + x)"+l  b * 

/[s‘-’</o  (i  — z)'-l—z--ldz  ( i — 3)‘-1]  , 

laquelle  est  plus  sîmple , parce  qu’elle  est  prise  entre  des  limites 
plus  rapprochées. 

L’utilité  de  ces  formules  se  fait  particulièrement  sentir  lorsque  n " . 
et  A sont  de  grands  nombres  ; et  c’est  un  cas  qui  se  présente  assez 
fréquemment  dans  l’analyse  des  hasards. 

J IX.  Méthodes  pour  développer  en  séries  convergentes 
l’arc  dont  la  tangente  est  donnée  par  une  fonction  ration- 
nelle des  sinus  et  cosinus  d'un  autre  arc  indéfini. 

rit.  Lagrange  a traité  cet  objet  d’analyse  dans  les  Mémoires  de 
Berlin,  ann.-;i776;  mais  les  exemples  choisis  par  cet  auteur  pour- 
raient faire  croire  que  les  développcmens  ne  peuvent  être  obtenus 
en  séries  convergentes,  que  dans  certaines  hypothèses  sur  les  gran- 
deurs relatives  des  coediciens.  Nous  avons  donc  jugé  qu’il  ne  serait 
pas  inutile  de  démontrer  généralement  que  celte  sorte  de  résolu- 
tion peut  toujours  avoir  lieu,  quels  que  soient  les  coefiiciens  de  la 
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fonction  donnée.  Nous  ferons  voir  8’ailleurs  qu’on  peut  déduire 
de  ces  développemcns  , quelques  théorèmes  assez  remarquables  sur 
les  intégrales  définies. 

Exemple  I.  Soit’  tang  j = â * ° ®lanl  < *•  D'après  cette 

équation,  on  voit  que_y  augmente  indéfiniment  avec  x , et  que  ces 
deux  variables  coïncideront  entièrement  lorsqu’on  aura  x = o , 
TT,  27 r , 37r,  etc.  ; d’où  il  suit  qu’on  doit  avoir  en  général  y's.r-f- 9, 
9 étant  une  quantité,  périodique  : c’est  ce  que  le  calcul  suivant  met- 
tra en  évidence. 

Au  moyen  des  exponentielles  imaginaires , l’équation  donnée 
peut  s’exprimer  ainsi  : 

m ( e**'"’  — ) 

erv*— <— rv'-i  ex^-*  + e-J^_,-+-aa' 

»,  • • 

et  on  en  tire 

k17V,_,  ( i +m)e**-'+  (l  — m)  -P  sa 

(i  + m)  -J-  ( i — m ) -f-  aa  , 


Je  décompose  le  numérateur  en  deux  facteurs  de  la  forme  Ae*^- '-f-B, 

'+B'  ; et  pour  cela  faisant  A — — a + m’ — 1 ) » 

f h k 

j — > g = — 7~~  » ) aurai 

J m — î 7 ° m-f-i  7 ' • 

r.^_.  _ » +{•>”'-'  i -ger^-y 
1 fe~‘v  ‘ * i — ge* 

Mais  puisqu’on  suppose  o < i , il  s’ensuit  que  j.  et  g sont  tous  deux- 
plus  petits  que  l'unité  ; donnant  donc  à cette  équation  la  forme 


i + i» 

= . A 

i + j- 


i — ae'*'-' 


» r , » . • 

et  prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  , on  aura  , après 
avoir  divisé  par  a y/ — i , 

(î)  7=x-t-(g— j^sinar-f-î(g*+j-)sin ax+j^5— ^-)sin 3ar-f etc., 
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série  convergente  et  qui  aur5  lieu  quand  même  a serait  négatif, 

pourvu  qu’on  ait  <i<  i. 

’ • 

lia.  II  faudra  donner  à cette  formule  une  autre  forme  lorsqu’on 
aura  a * -+-  m'  < i , parce  qu’alors  h deviendra  imaginaire,  ainsi  que 

/ et  g.  Dans  ce  cas,  soit  »=  y/(f=^)  et  cos  g = , 

on  aura  j .=«  ( cos  C+ 1/  — i sin  , g-  = — /i(cos  £ — \/~\  sin£), 
et  la  formule  (i)  deviendra 

(a)  y—x — a«  cosfsinx-f-  î n’cos  a£  sinax — j n’cos  3€sin  3x+etc., 
série  toujours  convergente  ; car  m peut  toujours  être  regardé  comme 
positif,  puisque  si  on  avait  à résoudre  l’équation  tang  /= — c”‘  ' 

on  lui  donnerai^  la  forme  tang  (tr  — y')  — 


cos  x.-f-  a m 

Lorsque  a — o,  les  formules  (i)  et  (a)  donnent  également  pour 
l’équation  tang  y — m tang  x,  cette  solution  : 

y = * + fis sin  ax + * GtS  sin  **■ + i GtS)’  sin  ^ + etc-’ 

laquelle  s’accorde  avec  la  formule  connue  de  Lagrange  et  de 
Lambert. 


ri  3.  Exemple  II.  Soit  l’équation  tang/: 


, où  l’on  sup- 


coa  x -)-  a 1 

pose  a>  i. 

Ce  cas  est  essentiellement  différent  de  celui  de  l’exemple  I,  puis- 
qu’on voit  que  taug / ne  saurait  devenir  infini,  et  qu’ainsi  la  valeur 
de  y est  toujours  renfermée  entre  des  limites  données. 

Au  moyen  des  exponentielles  imaginaires,  l’équation  proposée 
donne 

ljV_,  . ( i -f-m)  e^-'  + ( i — m)  + ia  • 

(i  -f-  m ) -f.  ( i — r m ) -f-  2a* 

Soit  k = — a + ✓(«*+**—  O , ~~  —f»  =e>les  quan- 

tilés /et  g seront  toujours  plus  petites  que  l’unité,  et  on  pourra 

mettre 
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mettre  l'équation  précédente  sous  la  forme 

— 1 + i-ge-^- 

i -f -fe  *y~'  ' i — ge‘  V—  > ' 

Prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  et  divisant  de  part  et 
d'autre  par  a y1 — i , il  viendra 

(3)  7~(g  +/) sinar-f-; (§*—/*) «in  a.r-f  j (,?’+/’) sin  "x  + etc. 

Si  Ion  met  tt  — x au  lieu  de  x,  on  aura  pour  la  solution  de 
1 équation  lang^- —~ln  T.  cette  formule 

° u — COs  X 9 . » 

*(4)  J—  (/+^)sin  x+i  ^*)sin  ax+  3 (/’+»’)  sin  3x +etc. 

1 14 . Exemple  III.  Soit  proposée  l'équation  tang^'=n  + ilangx, 
on  en  déduira 

e,^~,  __  ( i,4-  + 

• ( 1 -f-  b — o — i-rav' — * 

Soient  ft  et  A deux  angles  déterminés  par  les  valeurs  tang  ft  = - ^ 
tang  ( X + /j.)  sa  ; soit  de  plus  /=  , ou  aura 

j + b 4-  a v'-r- 1 ' , . * " . 

T+b-rÇ^Ti  ~ cos  ^ + V/—  1 «"> 

— /(cosA+  t/— isinA), 


J — b— a \/—  1 , ». 

=/(cos  a — v/—  1 siu  X), 


donc 


eWv,-i  __  1 > "f"  f (cos  x -f-  \/ — 1 «in  A) 

* > -f- /(cos  A — y — 1 muj 

Prenant  les  logarithmes,  on  a la  formule 

(5)  jr  = x +/*  —/sin  ( ax  — A ) -f-  \f'  sin  ( 4x—  aA  ) 

— i./*sin((xr — 3à)  + c(c.  . 

Celle  série  sera  convergente  lant  quey^ sera  ^ i , ou  tant  que  b sera 
positif;  car  on  a /*  = 

Si  > 
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Si  l>  clait  négatif , il  faudrait  développer  autrement  le*  deux 
membres  de  l’équation  précédente  ; mais  il  est  plus  simple  de  faire 
jr  et  a négatifs  dans  l’équation  proposée,  afin  de  conserver  b po- 
sitif et  f < i.  Par  ce  moyeu,  la  valeur  de  y tirée  de  l’équation 
tang  y = a — b tang  x , sera 

(6)  y =n  — x+/sin(ax-{-A)  — {/'  sin  ( 4r  -|-  a*  y 

+ ÿ_/’3  sin  ( 6x  -f-  5a  ) — etc. 

115.  Exemple  IE.  La  formule  plus  générale  tang  y = " 

se  ramène  à celle  de  l’exemple  précédent  ; car  en  prenant  uue  in- 
déterminée m , on  a 

tan  » ( r-i-m)  = a -1- & tan6^ +(■+ r tang  j)  tang  m 
**  ' I e tang  Æ — (a  + b tang  x ) taug  in 

Soit  donc  tang  m — j , et  on  aura  l’équation 

taug  (y+m)  = r-Tc- f.g__tangx, 
qui  se  résoudra  par  la  formule  15). 

116.  Exemple  E.  Soit  proposée  l’équation  tang^  = a sin  x-f-4, 
laquelle  est  aussi  générale  que  tang  y = a sin  x -f-  b -f-  r cos  x , 
puisque  les  <lcux  termes  a sin  x -f-  c cos  x peuvent  se  réduire  à un 
seul  tenue  de  la  forme  a' sin  (x  -j-a).  11  est  clair  que  dans  ce  cas 
y ne  doit  pas  passer  y ne  certaine  limite,  et  qu'ainsi  l’arc  indéfini  x 
n’tytlrc  pas  dans  la  valeur  de  y.  On  aura  d’abord 

srv'-,  — i -M  y/—  ■ + ; <-*✓-) 

i — t y — i + y 

Il  faudra  ensuite  chercbcr  les  deux  facteurs  du  numérateur  ; pour 
cela,  soit 


sm*  <p  = 


1 + Q*+  y/[7  I 4-  a’+b'y— 4o’6‘]  , 

a b‘  ‘ 


cette  valeur  sera  positive  et  plus  petite  que  l’unité,  quels  quç  soient 
a cl  b ; car  elle  donne 

ros**  — WÜ +«*-*’)’ + +a'-b'  ) . 

COS  ? — , . 
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l'angle  <p  est  donc  réel  et  on  peut  le  supposer  < | ir.  Soit  de  plus 
f = iangi<p  et  tang^i  = A cos  p,  f sera  < i , et  la  valeur  de 
> se  décomposera  ainsi  : 

«V-i 1 4/i  JV'~  ’ ( — y/ — i »ryu)  î— :/~r7Jv'-'(rn«/t— y/ — i ;jn,«) 

•i+Z^-^-'O  ps^+V — iîin^)'i— — i si  i /.)' 

prenant  les  logarithmes  et  réduisant,  on  aura 


(7) 


y = u-\-  jf  cos u.  sia  x-f— yicos5lusin3x+*  /^cos5  jsin5x+etc. 
-f-/*si  n a/ucosajc-f*j  J*  si  n4/xcos4*'+i,/'êsi  uôjueos&r-j-e  te. 


117.  Exemple  VI.  Soit  proposée  l’équalion  tang y x=  a tang’a- , 
où  l’on  voitque^-  ne  peut  augmenter  indéfiniment  avec  x,  et  qu’il 
doit  être  compris  entre  les  limites  o et  j tt. 

Op  peut  traiter  ce  cas  directement,  mais  il  suffira  de  le  ramener 
au  cas  précédent.  Pour  cela,  soit  a = tang  a , on  aurg 

tang(x  tt  — * — y)  — 512.!-?**  -f-  -t-Î—  si  11  ({7 t — aar). 

o ' * J * sinu  sin  a«  ' 


Cette  équation  est  semblable  à celle  de  l’exemple  précédent  ; c’est 
pourquoi  faisant 

f = cos  a + sin  a.  — p'Ç  3 sin  a.  cos  et  ) , 
cos  p.  v/(  3 sin  a cos  et). 


on  aura 


(8) 


1 — cos^cosax  — ay,c(»3^ico»6jr+  ‘/"Vos  !ÿ* cnJ  iox — etc. 
—f'iin  Oft  co>4x  + i y*  f ÎDjj^cos  8x—  j/"#  fin  fy>  co»  1 ax-f-stc. 


x 1 8.  Exemple  VII.  Soit  tang^'  = 
aura  d’abord  • 


o -j -b  tang  x -f-  c tang‘.c 
a + b'  tang  x + l' tangx  ’ 


on 


,n,_l  a'  X-  a v — 1 ( b'  4-  h j/—  I ) tang  r ( r'  -f-  r y/ — 1 ) tang’.t* 

e ~~~  (c—o^  — *)  -t - (à‘  — b — 1 ) tang  x -J-  (c'  — c y/ — 1 ) tang*x  ’ 

ensuite  si  on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
‘-f-  e~ ty'~ 1 )*,  et  qu’on  substitue  pour  tang  x sa  valeur  en 
exponentielles  imaginaires , la  valeur  de  e‘n'~'  deviendra  de  cette 


O 
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forme 

_ (/- 4-  g !/-  1)  pw  ✓—  4-  h -M  y/—  1 -K  m + n y/—  1) 

(_f  — If  V — l ) iî— -t-  h — k y — 1 -t-(nt  — n V/  — 1)  ‘ ’ 

où  le  dénominateur  se  déduit  du  numérateur  en  changeant  dans 
celui-ci  le  signe  de  /—i. 

Maintenant  il  s’agit  de  trouverles  facteurs  des  deux  termes  de  cette 
fraction  , ce  qui  n’exige  que  la  résolution  d’une  équation  du  3*  degré, 
en  regardant  ou  ' comme  l'inconnue;  d’ailleurs  les 

facteurs  du  numérateur  étant  connus,  on  aura  ceux  dû  dénomina- 
teur, en  changeant  simplement  le  signe  de  \/ — ■ 1.  On  trouvera 
donc  un  résultat  de  cette  forme 


• «*«!-• 


c<w « 4-  y/ — 1 sin  « 1 -j- (cou  u — 1 / — 1 sin/*) 
cos« — V~—  1 91,1  * ' 1+  **■'-' (cos  « -t~  y — • 1 sin/*) 

1 — qe~ » — \/- — 1 sin  » ) * 

* ] — qe*‘  v'~ 1 (cos  ■ (/ — 1 siu  » )’ 


11  ne  s'agit  plus  que  de  prendre  les  logarithmes  de  ces  facteurs 
et  d’en  former  des  suites  convergentes.  Or  si  p est  plus  petit  que 
l’unité,  on  aura  , 

=/3sin(3JT — p) — i/>*sin(4.r — 2/a) 
-+-i^’sin(6x— ?3m) — etc. 


aV 


1 . 1 ■+-  pi’,iy'~'(cos/* — \/ — ) sin /*) 

— 1 îsin,») 


* 


Si  p est  plus  grand  que  l’unité,  le  facteur 
devra  être  mis  sous  la  forme 

ê • 


1 1 (cos« — \/ — isîn«) 

1 (cc$p-f~  V'— 1 


1 -4-  L e — 1“>  V'— a * 

: JA1—*?)  V—  ■ P 

e : , , 

, j.  v— 1 

p 

« * 

et  son  logarithme  divisé  par  i\/ — i, donnera  la  suite 


3X—  p — ^ sin  (ax-  p)  sin  (/,x—  2#) — sin  (6x—5p)  -f  e te. 

Il.cn  sera  de  même  de  l’autre  facteur.  Ainsi , dans  tous  les  cas,  la 
valeur  de  jr  sera  composée  de  deux  suites  semblables  aux  pré- 
cédentes. *v  * 4 ’ , 4 4 
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1 ig.  Elle  en  contiendrait  trois , si  le  termfc  tang’x  se  trouvait 
dans  la  ■valeur  de  tang  y , et  ainsi  de  suite  suivant  les  puissances 
de  tang  x. 

O f % 

Dans  le  cas  de  tang’x  , il  faut  remarquer  que  la  valeur  de 
pourrait  toujours  être  mise  sous  la  forme 

(a'+a^/ — i + b\/ — 1 ’+(c +ev/ — ‘ 

(a— a J/— b}/—  Oe^-'+(e'— cÿ—  i)e*v'-‘+(<f— dÿ— i)c“v'->> 

quantité  qui , à raison  des  trois  facteur»  de  chacun  de  ses  termes  , 
peut  s’écrîrç  ainsi 

i+fe~  ' t-aV->  + * 

Les  deux  premiers  facteurs  se  développeront , en  prenant  leurs  lo- 
garithmes, comme  dans  le  cas  précédent  ; quant  au  troisième  fâc- 
tpuï , si  h est  plus  petit  que  l’unité,  il  se  mettra  sous  la  fortne 

■ . 1 _ - __ 

• 1 * ' . 

0 P 

et  si  h est  plus  grand  que  l’unité , il  se  mettra  sous  la  forme 

l + i /M+OV'-I 

— {M+3»V— I '■ . 

t-  • • y 

‘ + jj  » ‘ . 

• * , * • 

prenant  ensuite  les  logarithmes  on  aura,  dans  les  deux  cas  , des  • 

séries  convergentes. 

lao.  En  général  si  on  a tang  y — — , P et  Q étant  des  fonc- 
tions rationnelles  et  entières  de  tang  x,  la  valeur  dev  pourra  tou- 
jours être  développée  en  un  nombre  k de  séries  de  la  forme 

A.r  + B±  f/sin  8 sin  (ax  -f-  <*)-+-  ï f'  sin  28  sin  2«) 

sin  58  sin  (6x-f-3«)-f-  etc.], 

k étant  le  plus  haut  exposant  de  tang  x dans  les  fonctions  P et  Q. 

#Si  la  valeur  de  tang  y est  donnée  par  une  fonction  rationnelle  de 


C 


v i 
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mu  x et  cos  x , on  fera  tang  | r = u,  et  substituant  les  valeurs 

. . au  1 — u‘  P 

si»  x — - cos  .r  = - ’ 011  Pourra  supposer  tang^-=— , 

P et  Q étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  u ou  de 
tang  4 x.  Ainsi  on  obtiendra  toujours  le  même  résultat  qu’on 
vient  d’énoncer,  avec  la  seule  différence  que  î x sera  mis  au 
lieu  de  x. 

isi.  Les  dcveloppemens  qu’on  peut  effectuer  suivant  la  mé- 
thode précédente,  en  fournissent  plusieurs  autres  noii(  moins  re- 
marquables, et  qui  peuvent  être  utiles  dans  la  théorie  des  intégrales 
définies. 


Soit , par  exemple  , l’équation  tang^-=  a sin  x -f-  h ; d'où  nous 
avons  déduit 

y = n -f-  a f cos  fi  sin  .r  -f-  4 f*  cos  3 fi  sin  5x  -f-  etc. 

« 

-f- y*sin  2jU  cos  ix  -f-  y'4  sin  /tu  cos  /^x  -f-  etc. 


Si  on  prend  de  part  et  d'autre  la  valeur  de  , on  aura  , en  éga- 
lant ces  deux  valeurs  : • * 


— — = of  et»  m cosx+af  let's^«cos3x4-a/'0cos5/«cos  5x4-Hc. 

fot  ' 

— ay“.-in?/4»inar — fin  4W  un  4r — y*  sin  biu  Gx-f-etc. 
D’après  celte  formule  , soit  proposé  de  trouver  l’iulégrale 

_ __  r adr  rn«  r cor  ("A4-  O r 

J 1 -f-  ( a *in  x + t>)'  * 

prise  depuis  .r=o,  x = tt , et  dans  laquelle  k représente  un 
nombre  entier  quelconque.  Il  est  visible  que  si  on  substitue  à la 

place  de  ,"r  ' , ..-r  sa  valeur  développée  en  série , tons  les 

termes  s’évanouiront  par  l’intégration  , excepté  le  seul  terme 

fd.i»  cos  * ( 2À  -f-  i ) x . a y** + ' cos  ( a/-  -f-  i ) n,  lequel  se  réduit , 

dans  les  limites  données  , à •jrJ%k'+  ' cos  ( ak  -f-  i ) /i.  Doue  on  a 
•• 

/ \ fadv  m (ofc-f-i)  r • / ? , \ Lraro 

(lO)  / r-T -T-lT~  = 7T  f*k+'c OS  (24-t-l  )fll  ^ 

' ' J i -f- C* siox-f"  by  J , ( x — #. 
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* on  aurait,  en  vertu  du  même  développement  : . • 

"ad. r cos  x sin  ah  r 


a4? 


00 


/a ci. t ce 
1 -f*  (<J 


■ 7T sin  îkfA. 


E-; 


(aainx -f-  6)“ 

J^cyft’sd’ailleursrexempleVpour  Indétermination  desquantités  f et  fx. 

§ X.  Tlicorènies  sur.wie  espèce  particulière  de  fonctions 
nées  du  développement  de  (i  — 2\z  -4-z‘)~  *. 


laa.  I.es  fonctions  algébriques  dont  il  s'agit  sont  celles  dont' j’ai 
fait  connaître  les  propriétés  dan»  mes  Recherches  sur  l'attraction 
des  sphéroïdes  et  la  ligure  des  planètes  (*).  Il  m’a  paru  que  ces 
fonctions  méritaient  de  trouver  place  dans  un  ouvrage  où  je  me 
suis  proposé  de  réunir  sous  un  même  point  de  vue,  les  résultats 
les  plus  intéressans  qu'offre  la  théorie  des  intégrales  définies. 

Si  on  développe  suivant  les  puissances  de  s la  quanti^..,. 

Z = ( i — sx:  + s*)-* , et  qu’on  appelle  en  général  X"  ( n étant 
un  indice  et  non  un  exposant  ) le  coefficient  de  s*  dans  ce  déve- 
j loppement , de  sorte  qu'on  ait 

Z = i + X'r  -f-  XV-+-  XV  + XV  + etc.  ; 
l’expression  géuéralc  de  X"  se  trouvera  de  la  manière  suivante.  . ' * 
Par  un  premier  développement  on  a •»  . 


Z — i -+•  (axs+s*)  + ^ (axs— «*)*  -f-  (ax:— =*)>+ etc.  ; 

or  dans  celte  suite  , les  termes  qui  renferment  z'  sont , à Compter 
de  la  plus  haute  puissance  , 

r ,y  + (axs— s*)*-’  + etc.  ; 

a.4.6 an  v J ^,3.4.6 an— a v > 


de.  là  il  est  facile  de  conclure 

- ?-*  £1  + » .fg-etc., 

- <•» 'M  ’ 


— s 


1 .9. 


y 


TT'*  •^v-TÏ^V1 

(*)  Savans  étranger» , toni.  X , Mena,  de  l’Acad. , ann.  .1784  et  >78.9 

A 
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1 — ) .n — 3.n — 3 


n 3 n~-rj'  4 CtC.\ 

k 3.4.3» — i.an — 3 / 


y -iüTl 

' ' 1.2.0 n\  a.  3/1— 

Faisant  successivement  n = o,  i,  a , 3 , etc. , on  aura  les  vtjjeurs 
suivantes  dont  la  loi  est  facile  Jt  saisir,  surloul  si  l’on  considère 
séparément  les  ternies  de  rang  pair  et  les  termes  de  raug  impair. 

x»=i, 

X'=x,  * 

v 3 ' 

X’~  - x* , . . • 

a a • • • 

VJ  5 , à e : 

X3=  - x x , 

a a . , 


X<=  ÜlZ  x' — ar*4-  — 

-3-4  3.49r^^4- 

X»=^x»-^ax’+^x; 
■a. 4 a.4  ^a.4  * 


V- 

V > 


• a . 4 • u 


?*4*  • 


.4  3x1+  3x'+  Zb-,  x , 

3. 4-0  3.4-0  3.4.0 

g."  '3. 15  . 7. 3.  n.. .3  1 1 _ 

3.4  6.8  * a.4. 6 8 4 +a.4.6  86x 


etc. 


,-E,  g>_  I 

3. 4. G. 8 ,4E  + a^.6.8b'1  3.4.68 


à 

5.7.0. 1 1 


4'M- 


1 .3.5.7 


9.  <.6.8* 

3.4.J.O, 


* Voici  maintenant  les  différentes  propriétés  qu’offrent  les  fonc- 
tions X",  datisdcsqucllcs  nous  supposerons  constamment  3L<.  1. 

ia3.  Théorème  I.  « Lorsque  .r=t  , on  a généralement  X’  = t ;{ 

» depuis  x—o  jusqu  a u = 1 , la  fonction  X*  est  toujours  plus  petite 
» que  limité.  n V ‘Wv  \ • ■ • * 

Eu  effet , i*.  si  dans  la  valeur  de  Z on  fait  x=  1 , on  aura 

Z = r : — 1 + *— f-  s*  -f- s’  -j-  c4 -p  etc.  f donc  X'=:  1 . lé 

1 * s % “ 1 

2*.  Puisque  x est  supposé  plus  petit  que  l'unité  , ou  toiil  au  plus 
égal  à l'imite , on  p.  ut  faire  r=eosp. Soit  donc  x = eosp4-y>' — 1 sin<p 

et  S = cos  <p — y/ — 1 si u tp  , ou  jmra  Z = (1  — az)~*(i  — £z)-*, 

de 


1 


r: 


’ 


* ♦ 


* 


yL* 


t- 


1 

'K 


. ♦ 


. * f- 
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de  sbrte  que  Z sera  égal  au  produit  des  deux  suites 

i -f-  - a:  + — «V  -f-  at5:5  •+■  ~l5-5  a4î4-4-  etc.  , 

' a a. 4 3.4.6  ■ 8.4.0.» 

t + 1 ez  + 14  e*z'  + ^44  cv 4- 44r£  ^s< + etc.  ; 

' 2 1 a. 4 a.sf.6  • 1 a-4-b.8 

or  si  on  cherche  , par  exemple,  le  coefficient  des4  dans  ce  produit, 
il  est  visible  que  ce  coefficient  sera 

Hxi  ^ (••+*>  +'  H ■ ■ ^ **e‘- 

Mais  on  a «£  = 1 , a’  -f-  ë*  s=  2 cos  3$  , a4  +■  ê4  = 2 cos  4P  ; 
doue 


X4 


> 3.5.7  . >-3.5  > , i.3  1.5 

= MX1  ‘ 2 C0S  ÎT6  5 4 2 C0S  2*  + M • M‘. 


On  voit  par  cette  expression  que  la  plus  grande  valeur  de  X4  a lieu 
lorsque  <p  =0  ou  jc=  1 ; et  dans  ce  cas,  elle  se  réduit  à l’unilé  : 
•dans  tout  autre  cas  , la  valeur  de  X4  sera  donc  moindre  que 
l’unité. 


On  trouvera  un  semblable  résultat  pour  la  valeur  générale  de  X*, 
qui  sera  toujours  de  la  forme  A cos  «p-f-B  cos(n — a)^-f-C  cos  (n — 4)P 
-f-e^c. , A , B , C , clc.  étant  des  coefficiens  positifs. 

Le  même  tbéorèmè  s’applique  aux  valeurs  négatives  de  x,  com- 
prises depuis  x =-o  jusqu’à  jr  = — 1 , puisque  ces  valeurs  sont  tou- 
jours représentées  par  cos  <p  , en  faisant  varief  <p  depuis  <p  = { 7 r 
jusqu'à  f — s.  D’ailleurs  ou  voit  immédiatement  qu’en-  changeant 
le ‘signe  do  x,  la  fonction  X*  reste  la  même  lorsque  n est  pair,  et 
qu’elle  change  de  signe,  .en  conservant  la  même  valeur,  lorsque/! 
est  impair. 

1 34.  Théorème  II.  * Le»  indices  m etn*étant  inégaux  , l’intégrale 
. » /X’-X’iic,  prise  depuis  x = — 1 jusqu'à  x — -f-  r , sera  toujours 
* « nulle;  si  ces  indices  Sont  égaux,  on  aura  entre  les  mêmes 

» limites,  /X"X*</x= — 

’ J ■ an  ■+•  i .* 


3a 
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En  effet , soit  proposée  l’intcgrale 

p ('*  dx  • /*  = — 1 

I . " //  ajs  , l x = + t 

J \/(l—  3rj:t+r*s->.  y/^i — + -p) 

• » * * 1 ^ T*Z*  y*  I 

Si  on  fait  i 4-  i'z'  — a rxs  = r*  , oux=  • — ■ — - «-  , on  aura  la 

1 J * arz.  7 


transformée 


— - fvxr-  * 


+ r‘  + i1  — r*i*  ) » 


d’où  résulte  l’intégrale  indéfinie 

P = C -f-  ï log  [ — /+  */(/*—  1 +.r*  + s’  — ‘r'!*0Î- 
Les  limites  de  x étant  x.=  — i , x = + i , celles  de  y sont 
y — î -j-  rz  , y i — /■;  ; on  aura  donc  l’intégrale  cherchée  t 

• r • 

• „ i a t — £ — 1 -+-rs  i,  i -K~ 

P = - JOg  —r = - log  . 

z ,0  f + i — i — rz  z bi  — z , 


OU. 


p = 3 + !«*+  •*=♦+  is‘4-  etc.. 


quantité  indépendante  de  r. 

Cette  intégrale  est  celle  de  la  différentielle 

dr  ( .-HrX'+:sr*X*+a’/JXsH-ete.)  (p + î X1  -H  JX'-U  pX’+etc) 

et'  puisque  r disparaît  entièrement  dans  le  résultat,  il  faut  qu’on 
ait  généralement,  tu  et  n étant  inégautf  ,/X‘'X‘rix  = o.  On  voit  en 

même  temps  que  m et  n étant  égaux,  on  aura /X*Xv/x  = * w 

conformément  au  théorème  énoncé. 

125'.  Lorsque  m et  « sont  l'un  pair,  l'antre  impair,  le  produit 
X"X-  est  une"  fonction  impaire  de  .r  ; alors  il  est  évident  que  l’in- 
tégrale /X*Xv/x,  prise  depuis  x= — i jusqu'à  .r  = -f-  i , doit 
être  nulle.  Mais  si  les  nombres  m et  n sont  totis  Jeux  pairs  ou  tous 
deux  impairSj  il.  n’est  plus  évident  que  celte  inK:grale  doive  s’éva- 
nouir, et  la  propriété  énoncée  dans  le  théorème,  pprait  Ircs-digne 
de  remarque  par  sa  grande  généralité. 

Pour  faire  abstraction. des  cas  évidens  par  eux-mêmes,  ou  peut, 
borner  le  théorème  H à l’énoncé  suivant. 
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• n Quels  que  soient  les  'nombres  entiers  « et  k , pourvu  que  k 
» ne  soit  ni  = o,  ni  > £ n,  l’intégrale'/X*  X'~,kdx , prise  entre  les 
» limites  x = o,  ,r  = i , sera' nulle;  si  Ion  a A‘  = o,  l'intégrale 

» y X"X"rir,  prise  entre  Tes  mêmes  limites,  = 

126.  H suit  de  ce  théorème  que  s»,£,y-,  etc.  étant  des  cocfli- 
ciens  con&lans,  011  aura  ,'dans  les  limites  , x = o , je  = 1 ; 

/(aX-»‘  + £X'~*  4-  >X”-i  4-  etc.)  X'dx  = o. 

Mais  le  polynôme  a\,-,4-  £X'~44-  >X*~S4-  etc.,  peut  aussi  être 
représenté  par.  un  polynôme  du  même  degré  formé  avec  les  puis- 
sances de  x ",  tel  que  a'j c*~*  4-  £'x“~*  4“  >/x*~ ‘ 4”  etc. 

i)onc,  quelles  que  soient  les  constantes  a’,  £',  y't  etc.,  on  aura 
aussi,  entre  les*limites  x=o,  x=  1 , 


f ( *' je"-*  4-  £ x"~*  4*  > 'x*“ 8 4-  etc.)  X’dx  = o , 

ce  qui  donne  les  équations  ’ 


(c)  fx"~‘X"ilx  = o , /x’~*X’dx  = o,  fx*~’X‘ilx  —o , etc., 

et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  que  l’exposant  de  x soit  réduit  à o ou 
à i^,  selon  que  n est  pair  ou  impair. 

• . 

• 1.27.  11  est  facile,  d’aprèp  le  théorème  précédent,  de  trouver  - 
.l’inlcgrale /X’.t^dx , prise  depuis  x=>o  jusqu’à  x = 1;  car  si  l'on 
4àit  X”  ='  Ax" — Bx*- ’4-  C.x"~* — etc.  ,oi  aura 


fX’X’dx  = /X’dx  ( Ax"  — Bx"- * 4-  Cx”-4  •—  etc.)  ; 


Le  pfemier  membre  se  réduit  à — ; le  second  se  réduit  à 

A fx’X’dx  ; d'ailleurs  par  la  ibrmule  (n)  , on  a A = f ~~  » 
donc  . * . ’ . 


M 


njpis  celte  formule  n’est  que  particulière,  et  on  peut  génértjement 
déterminer  l’intégrale  fxf’X’dx  par  la  proposition  suivante. 


*5a  EXERCICES  DE  CALCUCMNTÉGRÀL. 

128.  Théorème  III.  n Quel  que  soit  le  nombre  m , entier  on 
» fractionnaire  , pourvu  qué  1 -+//1  soit  positif,  ou  seulement  2 + /» 
» si  n est  impair  , l’intégrale  Jx"X“dx,  prise  entre  les  limites  x=o, 
u x = j , se  déterminera  généralement, par  l’une  ou  l’autre  des 
» formules  : 

. .m — ati+a 


/x"  X*‘  dx  = 
. fx”X‘l+'dJb  = 


m+i  .77i+3.m+5..’.  .m+a/c+i  * 
m — 1 .m — 3.71— 6.. . ,m — alc+i 
7H+2. 111+4 . m+6. . . .m+ali+a  * 

u ou  seulement  par  la  formule 

CO  fjrX’dx 


m — Ti+3 . 771 — 71+4. 171 — n+S . . . :m  — j ± J 

771+71  + I .771+71—  I .771+71— 3.  . . .771+  ^ y * 


» dans  laquelle  le  signe  supérieur  aura  lieu  si  n est  jpair  , et  le  signe 
>1  inferieur  si  n est  impair.  » 

Pour  démontrer  ces  formules  il  suffira  de  considérer  des  cas  par- 
ticuliers. Soit  donc  n = 6 ; on  pourra  supposer  X8  = Ax* — Bx4 
■+■  Çx*— » D,  et  on  aura  dans  les  limites  requises, 


/x-X't/x  = 


B 


771  + 7 171  + 


3 + 


c 


D 


771  + 3 771  + 1 ' 


Mais  duprès  les' formules  (c),  on  sait  que  celte  intégrale  doit 
s’évanouir  dans  les  trois  cas  m — o , /«'=  a , m = 4 » die  aura 
donc  la  forme  * • • • 

A'tti  ( m — a)  (m — 4) 

771+1  .771+3.171+5.771+7/  ' m 


ao  ; l’intégrale  — ^ — B 


771  + î 


Pour  déterminé  À'  faisons  m 

-I ^ ■ deviendra  — ( A — B -K  C — D ) , ou  simplement 

‘ m +3  771 -fl  m'  1 1 . 

-b,  puisque  A — B-f-C  — D est  la  valeur  4e  la  fonction  X8  lors- 
que x = i : donc  on  a A'  = i ; donc 

771.771 a.  771 --4  . f 


■ fx“X(dx 


771+1  . 771+3.771+5.771  + 7 " 


Il  est  visible  que  la  même  démonstration  est  applicable  à toute  aut^e 
valeur  de  n.  . 
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Si  dans  la  formule  generale  on  fait  m = n , on  aura , lorsque  n 
est  pair  , . 

fvX-dx  = i»-n— a.n  — 4 a 

■ ' n-f-  1 .n  -f- 3.n-4-5. . . .an  -+•  1 * 

et  lorsque  « est  impair,  * 

fx'X’dx  = — ; -r. • — . 

J n-f-  a. n -f-  4-n  -J-  b. . . .an-f- 1 

Ces  deux  cas  sont  compris  dans  la  formule 

fx'X'dx  = , 

J I.3.5.. ..an-t-i  ’ 

ainsi  que  nous  l’avons  déjà  trouvé  dans  l’article  précédent. 

iag.  Si  on  veut  exprimer  la  puissance  a r*  par  le  moyen  des  fonc- 
' tions  X",  X*-*,  X*-4,  etc.,  on  y parviendra  aisément  de  la  manière 
suivante.  Soit  en  général 

x’  = aX"  -f-  bX*~‘  -+-  cX-4  -f-  etc.  ; • 

• 

si  on  multiplie  chaque  membre  par  X"dx , et  qu’on  intègre  de  part 
et  d'autre  depuis  x = o jusqu’à*  x — i , on  aura,  en  vertu  du 
théorème  H,  f x'X'dx  = afX'X' dx  ; or  le  premier  membre 

= 1 " — , et  le  second  = — -, — ; donc 

1 .3.5 an  + i ’ an  -f-  i ’ 

î .a. 3. n 3.4.6 n — 

' i,3. 5. ...an  — 1 an — 1 .an— 3. . .n-f-l  Ti' 

On  aura  de  même,  en  multipliant  par  X*~*</x  la  valeur.de  x*  et 

intégrant , fx’X’~‘dx  = b fX—X"~‘dx  = Mais  le  premier 

' , 4.6.8..... n — {±î  j , an — 3 

membre  = —H Î— — r » donc  b— a : on 

an — 1 . an — 3 . an — 5 h + } j ' a 

trouvera  de  même  , en  multipliant  par  X‘~*  dx  , c—  an  ^ ^"~7  à, 

et  ainsi  de  suite.  L.a  loi  de  ces  différen»  termes  est  facile  à saisir  , et 

on  trouvera  en  général  qu’en  faisant  A ==Q  ,4  <;  • • ; • ■ — ? 

1 ’ 0 * an-pi. an — i.an — 3. . .n-f-  ±’ . 

on  a 

*■=  A[(a,,+,)X'+  (2» — 7jX“* 

O?)  * +"+l"7i'1 — («— )x-m-«c.3  t 
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i3o.  Théorème  IV..  « La  fonction  X*1  est  en  général  décompo- 
» sable  en  k facteurs  de  la  forme  x* — et* , x*— - G',  x* — y‘,  ^c.  , 

» G , y , etc.  étant  des  racines  réelles,  inégales- et  plus  petites 
» que  l’unité;  la  fouclioti  X*14"'  est  composée  de  A' facteurs  de  même 
» forme  , et  en  outre  du  facteur  x.  » # 

En  effet,  prenons  pour  exemple  la  fonction  X'  ; puisque  l'inté- 
grale f'X.'dx,  prise  depuis  x — .o  jusqu’à  x = 1 , est  nulle,  il  faut 
que  la  fonction  X*  change  de  signe,  au  moins  une  fois,  dans  cet 
intervalle.  Il  y aura  donc  une  valeur  x=  et  qui  fendra  X'=o,  et  cette 
racine  sera  moindre  que  l’unité.  Soit  X*  = { x* — a")  P , oq  aura  par 
l'équation  ’(c),y*(x* — a*)X*rL r = o ou  /(x' — a.'  )*P</x=o. 

Puisque  cette  intégrale  est  nulle,  il  faut  que  la  fonction  P change 
de  signe,  au  moins  une  fois,  dans  l’intervalle  dex=ô  à x=i.* 

.Soit  S la  valeur  de  .r  qui  rend  P = o,  on  pourra  supposer 
P = ^x* — £*)Q,  ce  qui  donnera  X‘=:(x* — a*)(x*  — £*)Q. 

■ Mais  par  l'équation  (r)  on  a encore  /(x*  — et* ) (x* — £‘)X*dx=o  , 
ou  f(x' — a*)*(x* — G'j*  Q<Ar=:  o;  donc  la  fonction  Q doit  encore  • * 

s'évanouir  depuis  x = o jusqu’à  x = i . Soit  y ]a  valeur  de  x qui 
rend  Q nulle  ;*on  pourra  faire  Qs=(x*  — y')  R,  ce  qui  donnera 
X*  = (x* — x')  (x* — G')  (x* — y')  R.  Enfin  on  aura  encore  par  l'équa- 
tion (c),  /(x* — 2'y  (x* — G‘)  (x*- — >’)  X*<Ar  = o,  ou  /(x*  — a’)* 

(x*—  G‘)‘  (x* — y.*)*R<ir  = o.  Donc  la  fonction  R doit  s’évanouir 
dans  l’intervalle  dex  = oàx=i.  Soit  J' la- valeur  correspondante  . 

de  x,  et’on  aura  R==(x* — S‘)  A,  A étant  constante,  puisque  X* 
est  un  polyfiome  du  huitième  degré.  Donc  enfin  ce  polynôme  se 
décompose  en  quatre  facteurs  de  la  forme  x*  — a*  , de  sorte 
qu’on  a » * • • 

’ X’  = A (x-*—  a*)(x*—  €')  (x*  — >*)  (x*— /‘J, 

et,  G,  y , tf  étant  des  racines  .plus  petites  que  l’unité.  Quant  au 
coefficient  A.,  il  est  égal  à celui  de  x"  dans  X.*,  c’esl-à-dire-qu’on  a 

k q . 1 1 . 1 3 . 1 5 , » 

A a. 4. 6.8  . 

Je  dis  de  plus  que  les  racine*- «t  ,•  G,  y±i  cf  sont  inégales 
entr’clles;  car  si  on  avait,  par  exemple,  a.  — G , cë  qui  donnerait 
X*=A(x* — a.' )'  (x* — >*)(•** — J‘) > il  faudrait , d’après  l’équa-  • • 
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tion  ( c ) , qu’on  eut  /'(  a-*  — >*)  ( æ*  — «f*  ) X.'  dx  e=  o , ou 
f (.r* — a*)* (or*  — y')'  (x' — c T*)*  dx  — o,  ce  qui  est  impossible. 

La  même  démonstration  aura  lieu  pour  toute  autre  fonction  X"; 
il  faudra  seulement,  lorsque  n sera  impair,  joindre  le  facteur  .f  aux 
facteurs  ar* — a‘ , (x' — a*)  (.r* —-£*),  etc.  employés  dans  la  dé- 
monstration précédente. 

i3i.  I4,a  valeur  de  X"  donnée  par  la  formule  («*),  prend  les  deux 
formes  suivantes,  selon  que  n fst  pair  ou  impair: 

,.e.  a/t-^.24+3...44 — i / h ak — i 4.4 — i ait — i.a4— 3 

x ÏT6— S-Cf  -TV6- 

Ci— I at+i.âft-i 

a .4.6. . . . .ait  \ i‘44+i  ~ i.a  44+1.44+3 

Soit  x'  —j  , les  polynômes  compris  dans  ces  expressions,  étant 
désignés,  l’un  par  Y,  l'autre  par  xY'f  on  aura 


(0 


Y — v*—  - Qfc~‘  v‘-4- g 

’ i'4k—iJ  ^ 1.3  '4* — 1 .4* — 3-^ 


Y'—v*--  aA±V 


k.k — t a4+i.a4 — 1 , 
i«a  '44+1.4/: — 1? 


4.4—  i.4^— 3.a4— -i.a4— 3.a4 — 5 
r7aT3  ’44—i  .4*?--3.44=5-y" 

4.4—  1. 4 — a a4+> -ik  — 1.24—3 
i.a.3  '4I+1 .44 — 1.4* — 3^ 


Or  il  résulté  du  théorème  de  l’article  précédent,  que  les  équations 
Y==o,  Y’==o  auront  toujours  un  nombre  k de  racines  réelles, 
inégales,  positives  et  plus  petites  que  l’uiiité  : c’cst^  ce  qu'il  serait 
peut-être  difficile  de  démontrer  par  la  seule  considération  de  la  loi 
suivant  laquelle  les  polynômes  Y et-Y'  sont  formés. 


i3a.  TnÉoaÈME  V. 


« L’intégrale  f- — — , prise  depuis 

**  ( 1 -f-  ctj:8)  "t’a 


0 >1  x = o jusqu’à  x = 1 , est  égale  à — 

. (aA  + .)(i+o)A 

Pour  trouver  l’expression  générale  de  cette  intégrale  que  je  dé- 
signe par  V*,  considérons  l'intégrale  suivante  que  nous  supposerons 
prise  entre  les  mêmes  limites 

VV  — C dx  f L 1 1 ~| 

J (,+ar*)*  LvC>  — a*ï  + *')  T VO  + M4  + *‘)_r 


(-«)* 


) 

) ■ 

’+etc. 

’+elc. 
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Si  l’on  suppose  a = , la  valeur  de  W pourra  se  déve- 

lopper en  série  de  cette  manière  : 


W 


r dx  f , p*x*  , p'Xi  . ' . \ 

“4+^rl  + 1+ai‘  + <*+“*)* + ) ; 


de  sorte  qu'on  aura 

W=V*+  p'V  ‘ + p*V‘  -f-  p'  Vs  -A  etc. 

Ainsi  pour  déterminer  les  quantités  V%  V‘,  V*,  etc. , il  s’agit  que 
d’avoir  la  valeur  de  l’intégrale  W qu’on  déveldppera  ensuite  suivant 
les  puissances  de  la  constante  p.  . , * 

Pour  cela  soit 
transformée 


-f-  ax‘) 


m=J,  ou  JC 


— Z 


VU-ay'Ÿ  pn  aura  Ia 


r iJy 

f *dy  “If 

L V (1  +p'—*py—apy) 

Soit  » +apy=:u,  et  ensuite  u=  */(>  + a -+-  ap‘) . cos  '<p  , on  aura 

fv ("+]>' -%y-apy).— ~ Wv~a > donc  si  on  aPPcÿ  r r Je» 

limites  de  <p  , l’intégrale  précédente  sera  =±  Mais  on  a dans 

les  deux  limites  * 

cos  r = ‘ ‘ cos  »■  = ( 1 + " >~.î. 


d'où  l’on  déduit 


tang  <p°  = i/o.  /(  > +P')  , tang  ? 


\/o 


“/»*)  ’ 

pVa 


■ — K'+°) 


l + 


/>« 


.♦  VT'  + a) 

A 


or  par  la  valeur  de  tang  <p‘,  on  voit  que  si  on  fait  tang  a= 

• fi  pl/û  • 

et  tang  6 = , on  aura  tp'  = a — & ■}  par  conséquent 

l'intégrale 

f V^(*  +P*  — *py  — ap'y' ) apj/a 

• Changeant 
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CINQUIÈME  PARTIE;  § X. 
Changeant  le  signe.de  p,  on  aura  de  même 


357 


/( 


\dy 


V(‘  +P'+  *py  — ap‘y‘) 


— op*y*  ) ) un  l/a  ^ ^ ^ 


Donc  l'intégrale  cherchée  W substituant  l’expression  de 

l’arc  6 en  fonction  de  sa  tangente  , on  aura 

^=i^raO-5-T^+5-TÆ7-'“-> 

Comparant  cette  valeur  avec  celle  que  nous  avous  déjà  exprimée 
par  les  intégrales  V’ , on  aura 

(-«)*  . . 


V*  = 


(a* + 0(1  +<0 

conformement  au  théorème  qu'on  voulait  démontrer. 

Au  reste  ce  théorème  n’est  remarquable  que  par  la  simplicité  du 
résultat  ; car  si  au  lieu  de  X“  on  prend  un  polynôme  quelconque  P 


Pil  c 


de  la  forme  Ajc'1  + B.e,s—  -f-  Cac*‘-< -f-  etc. , l’intégrale  f- 

J (i+ax*)  T* 

pourra  toujours  se  réduire  à la  forme  fYdj , où  Y sera  de  même  un 
polynôme  de  la  formel 'j‘i+  Bj**-*  -+-  etc.;  il  suffit  pour  cela  de 


our  = 


— : ainsi  cette  iutégrale,  prise 


faire^^^^ 

entre  des  limites  quelconques,  sera  toujours  une  quantité  algé- 
brique. 

1 35.  Considérons  de  nouveau  la  fonction  Z = (i  — axi+s*)~3  ; 
si  on  la  dillérentie  successivement  par  rapport  à x et  par  rapport 
à s,  et  qu’on  fasse  pour  abréger,  1 — 0x2  + s*  =D*,  on  aura 

¥ dZ  z dtt'/â  x.» 


__  _ _ 3x* 

Hc  D'  ’ dx‘  ~ ' ’ J>  » ’ 

dZ j— 1 ilJZ 1 3(Ir 

dx  O’  • rfx»  î>5  H jjr 


»)*. 


* de  là  résulte 


U3 1 


' dx 


dz 


UJ  » 


35 


Ù 
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donc  la  fonction  Z satisfait  à l’équation  aux  différences  partielles  : 

, ■ , ddZ.  (TA  , , ddZ  . dl' 

(»  — •*■*)  -3?—  “E  + * + ’» 

que  l’on  peut  mettre  sous  celte  forme 

(*) 


rf.fi— jr*)<«  , rf.WZ 

— *(- — — = O. 


rfx* 


rf*‘ 


Si  on  substitue  dans  celte  équation,  au  lieu  de  Z , sa  valeur  dé- 
veloppée 

Z =.  i + sX1  + a*X*  + i’XJ + a*X*  + etc. , 

le  coefficient  de  3",  que  nous  désignons  par'X",  satisfera  en  général 
à l’équation  différentielle  du  second  ordre 
W.(  i — r‘)d\- 


-|~h(»-J-i)X"  = o, 


" ,v  A/.V 

C«  !*f  ) "3pr 


• ax. 


SX 


i—  + n ( n + 1 ) X*  = O : 


*1 
OU 

(0 

c’est  ce  qu’on  pourrait  vérifier  immédiatement  par  la  valeur  géné- 
rale de  X’  que  donne  l’équation  (fl). 

i54-  L’équation  précédente  donne,  par  d^s  différentiations  réi- 
térées 

oër  ■ -4-  + (— 0 ("+*)  -ir=  » » 

c '-*)*£  - **  2‘ + M = ° - 

et  en  général  on  a entre  trois  cocfliciens  consécutifs  de  la  fonc- 
tion X",  celle  équation, 

( ■ — x*)  — a(n.—r)x  ^!+(n— nH-a)(n+«-i  = o , 

laquelle  peut  se  mettre  sous  cette  forme  : 
d(  \—.r'yH’X‘ 


V-,  *~'Xm 


0 (/«-HO 


: O. 


i35»  .TiironÈME  VI.  « Les  indices  m et  n étant  inégaux  , l’in- 
tégrale  j -g—  . -^r7  (i  — x*Vdxv  prise  enlre  les  limites  orr= — i, 

X = + I , sera  toujours  nulle  ; si  ces  indices  sont  égaux  , on 
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« aura  dons  les  mêmes  limites  • 

» f*zr • -d£:(I-x‘>ir= ("+r)  («+»— O- • • •(«  h-i)  » 

JrY*  , . 

En  effet  soit  P = ( i — oc*  )r  -jp,  l’intégration  par  partie* 
donnera 


rfo.-'’ 


Dans  cette  expression  , la  quantité  Lors  du  signe  étant  affectée  du 
facteur  ( i — x*)',  s’évanouit  aux  deux  limites  de  l’intégrale  j de  plus, 
en  vertu  de  l’équation  (#n) , on  a 


g = -(„  + r)  («  - r+  i)  (>  - x*  y~‘  ^ S 

donc  en  remettant  la  valeur  de  P , 

/-dÿ  • ë*"( 1 — x-*)'dx=(«+r)(/.-r+ . )/^-  ■ ( 1 —x')~'dx. 

Faisant  successivement  /•=  i , a,  3 , etc.,  on  aura  les  équations 

f = „ (<*+. )/X"Xv£r  , 

f # . 4c-^= e-0C+»)/Ç  • 


rf'-'X' 


etc. 


Donc,  i*.  siaielasont  inégaux,  auquel  cas  /’X"X"<£r=o,  il  s'ensuit 
qu’on  aura  en  général  ^ j—  . -jp  (’  — .r*)'<£r  = o. 

a».  Si  «»  = «,  auquel  cas /X"X"da  = an^_-  , on  aura  succes- 
sivement 

fJ^r-J^~^l~x‘^dx  — n-n  + '-SiTir r» 

et  en  général  , • 

/■d'X"  a * 


a(5o  EXF.RCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

. 1 36.  On  peut  faire  sur  le  théorème  VI,  la  même  observation  qui 
a été  faite  sur  le  théorème  II.  Lorsque  m — n est  impair,  ou  lorsque 
l'un  des  nombres  m et  n est  pair  et  l'autre  impair  , les  coeflicicns 

-Jp-  , sont  des  fonctions  de  T,  l'une  paire,  l'autre  impaire; 

donc  le  produit  (*  — **/  esl  une  fonction  impaire  de  x ; 

or  Q désignant  une  fonction  impaire  quclcouque  de  x , l'intégrale 
JX)dx,  prise  depuis  .r  = — i jusqu'à  x = -f-  i , est  nulle.  Ainsi 
lorsque  ni  — n est  impair,  le  théorème  n'ofl'rc  qu'un  résultat  évident 
par  lui-même;  mais  lorsque  //«  — n est  pair,  ce  théorème  cesse 

d'être  évident  ; alore  le  produit  (i — x*)'  est  une  fonc- 

tion paire  de  j;  or  une  telle  fonction  étant  désignée  par  P,l’inte- 
grale  fVdx , prise  depuis  x = — 1 jusqu'à  ,r=-f-i  , sera  double 
de  la  même  intégrale,-  prise  depuis  x = o jusqu'à  x =-f-  i;  donc 
en  écartant  du  théorème  les  cas  qui  sont  évideus  par  eux-mêmes  , 
on  pourra  l'cnonccr  ainsi  : 

« Les  indices  m et  n étant  inégaux,  l'intégrale  . * jp-(i— x*)rdx, 

» prise  depuis  x=o  jusqu'à  x=  i , sera  toujours  nulle.  Si  ces 
» indices  sont  égaux  , on  aura  dans  les  mêmes  limites  , 

/d'Xm  «/'X*  . i 

-JJT-  Jjr  ( I— x*)'d*T=  . (n+r)(n+r—  i)(n+r— a) . . . (n— r+i). 

.157.  Tiiïorème  VU.  « Si  P est  une  fonction  rationnelle  et 
» entière  de  x,  de  dimension  moindre  que  n — r , l'intégrale 
d'X' 

» /(  « — -g-r  P dx , prise  entre  les  limites  x = — 1,  x=-J-  f 

a sera  nulle.  » 

En  effet , si  on  différence  la  quantité  V = (t x')f^^P 

et  qu  on  mette  au  lieu  de  — — — •—  sa  valeur  douuée  par  l’équa- 
tion (m)  , on  aura  * 

<ty=:(i  —x')'  ^7.  j-t<Lx—(n  -f-r)  (/»— H- 1 ) ( t — x'*)'—  - P dx  ; 

intégrant  de  part  et  d’autre  depuis  x=.  — 1 jusqu'à  x = 4-  1 , et 


1 

: *’ 


. * 


V 1 


. • 

Qi|lflZO<TOV  Gl 


-I 


. ft  • 
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observant  que  dans  ces  limites  V = o ; mettant  ensuite  r + 1 à 
la  place  de  r , ou  aui'a 

("—'■)  («-+-H- 1 )/(  i —X')'  P dx  =/(  i —x')'*'  ^£1.  ~ dx. 

On  aura  semblablement , en  mettant  ^ au  lieu  de  P , et  /•  + i au 
lieu  de  r , 

, w . . \rt  .w^'X'rfP  , „ ,v+.rf'X-  ddV, 

{n—,—  i )(«+H-a)/(  > 

On  peut  continuer  ainsi  indéfiniment , et  on  parviendra  à la  for- 
mule générale 

w A.-^y^tdx=in,-r ■r‘ÇS-£*'.  {:z+\ 

dans  laquelle  on  suppose  n > r’-f-  i , et 
A = (n — r.n — r — i .n — r — a. . . . n — r — i-f-i)  (n-f-r+i  .ii+r-f-a. . . ,n-f -r-f-Q. 

Maintenant  soit  / la  plus  haute  dimension  de  x dans  P,  laquelle, 
par  hypothèse,  satisfait  à la  comiilion  le  coefficient 

f/*P  • ^ » * r • * 

y-  sera  constant  ; mais  par  le  théorème  VI  on  a,  eu  faisant  m=ot 

i — x')’ dx  = o , éqnation  qui  a encore  lieu  en  mettant  r-f- • 

à la  place  de  r ; donc  si  le  polynôme  P est  d'une  dimension 
»<r  — n,  l’équation  (p)  donnera  , « 


(7) 


rf'X" 


/(  « — *•)'  JTT  Vdx  = o , 


• (x  = — 


• * • • • 

La  fonction  étant  paire  ou  impaire  comme  le  nombre  n — r, 

si  les  fonctions  P et  -j—  sont  l’une  paire,  l’autre  impaire , l’équa- 
tion ( <j ) est  évidente;  mais  si  ces  deux  fonctions  sont  toutes  deux 
paires  ou  toutes*  deux  impaires  , alors  J’éqjuation  ( q ) cesse  d'être 
évidente  , et  elle  a lieu  également  pour  les  limites  x — o , x = i ; 
donc  P'  étant  une  fonction  de  x paire  ou  impaire,  mais  de  même 

dx’ 


espèce  que  la  fonction  , on  aura  la  formule 


(r) 


rf'X* 


(x  = ° 
\x  = 1 
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1S8.  Si  la  dimension  la  plus  élevée  de  x dans  P égale  ou  snrpasse 

. , </~'X"  d-X‘  ' _ _ 

n — r,  soil / + ;=/! , alors  ou  aura  ^ = i .3.5. . .an— i; 

et  l'équation  ( p)  donnera  , eu  substituant  la  valeur  de  A et  ré- 
duisant , 

Soit , par  exemple  j P = ax*—  -f-  bx" -(-  ex*-'-*  -f-etc. , on  aura 

y-.Z  = l.a.5 n — r.a,  et  fdx  (î — jc*)*=  a. :?'!?’■*’' an  ; 

donc  entre  les  limites  x — — 1 , ,r  =*f-  i , on  a 


CO 


A—*rgr*-ït!-l£ 


3.5.7. . .a'>+> 


.30. 


Si  l’on  a simplement  P = ax’~'  -f-  ex"-'-*  ex"~'~*  -f-  etc.  , 

• t d’X“  . 

ensorte  que  les  fonctions  P cl  d-r  soient  toutes  deux  paires  ou 

toutes  deux  impaires , la  formule  précédente  aura  également  lieu 
pour  les  limites  x = o , x = 1 , pourvu  qu’on  prenne  la  moitié  du 
second  membre  ; alors  on  aura 


(0 


-,  ...  d'X"  n,  i,a.3. . . .’n+r 

/(*— x)  -2F  Prfx  — 5.5.7...an+T’"’ 


|x=o 
l-r  = 1 

159.  L*s  fonctions  X"  olfrent  encore  une  autre  propriété  fort 
remarquable.  Si  l’on  fait  x = cos  ai  cos  4 -+-  sin  u sin  4 cos  ô , et 
qu’on  prenne  l’iutégrale  fX'Jh  depuis  6=0  jusqu’à  0 = tt  , on 
aura  successivement  . 

fX'tfl)  = 7 T cos  U COS  4 > 

/X\/0  = -7T  (4  cos’i)  ï ) C I C0S*  4— t), 

/X5*/©  = 7T  ( { cos’a»  — | cos  û>)  ( | COS’4  — { COS  4 ) y 
etc. 

En  général  si  on  fait  cos  ai  =p  , cos  4 = y , et  qu’on  désigne  par 
P",  la  même  fonction  de  p que  X*  est  de  x , et  par  Q"  une  fonction 
semblable  de  q , on  aura  généralement , 

(.r)  . /X*<Æ.=  ,tP-Q«.  {1=1 
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Celte  belle  propriété,  très-utile  dans  la  ibéorie  de  l'attraction  , se 
vérifie  facilement  dans  les  premiers  termes  que  nous  venons  de 
rapporter  ; elle  sera  d'ailleurs  démontrée  avec  toute  la  généralité 
nécessaire  dans  le  chapitre  suivaut. 

5 ' XI.  D’urte  autre,  espèce  de  fonctions  plu t générales , et 
tirées  de  la  même  source. 


i4o.  Soit  V = (/■* — *jrz  + a*  )~  • ; si  dans  cette  fonction  nous 
regardons^  et  r comme  seules'  variables,  nous  aurons  d'abord, 
eu  vertu  de  l'équation  (k)  du  { précédent; 

d C î — y*  ) rfv  , d ( rd\ ) 
dy  1 d?  ' 

y est  une  variable  qu’on  suppose  comprise  entre  les  limites  i 
et  — î ; elle  peut  par  conséquent  être  assimilée  au  cosinus  d’un 
arc  qui  varie  depuis  zéro  jusqu'à  la  demi-circonférence.  Supposons 
que  cet  arc  soit  le  troisième  côté  d'un  triangle  sphérique  dont  et 
et  4 sont  deux  côtés  et  8 l’angle  compris,  on  aura 

. y = cos  » cos  4 -+-  sin  et  sin  4 cos  0. 

Cela  posé , si  dans  la  valeur  de_/  on  considère  4 et  8 comme  seules 
variables,  et  qu’on  fasse  cos  4 = ^ , les  différentes  partielles  pre- 
mières et  secondes  de  la  fonction  V donneront  les  résultats  suivans. 

1'.  D’après  la  relation  cos 4=  x>  on  a,  quel  que  soit  V, 


JV  _ _i_  dV 

dx  sia  4-  ' dx  ’ 

d , d\  dd\ 


cos  J. 

»io  v 


d\ 

dp' 


a*.  E11  comparant  les  différentielles  prises  par  rapport  à 4»  avec 
les  différentielles  prises  par  rapport  à y , ou  a les  équations  : 


d\  dV  t « û * 1 \ 

'JT  = J-  (cos  ^ SI  II  ù)  COS  b Sltl4  COS  4»)  , 

( cos  4 s*»  » cos  0 — sin  4 cos  v)1  — y . 


dV 
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3*.  Enfin  les  différentielles  prises  par  rapport  à fl,  déduites  des 
différentielles  prises  par  rapport  h y , donnent  semblablement 

•gj-  = — sin^sin  û»sin  , 

~jjjr  — sin*4sin*aisin*0  •~^r  — sin->j.  sin»  cos  0 . 

Au  moyen  de  ces  équations,  il  est  aisé  de  trouver  que  la  quantité 

rf(i  — r’)<n’  i djv  . rfrfV  dV 

d? hnnqr--^»se  rcduit  a — 

_ </( i_v»yrfv 

ou  dy* i el  comme  en  vertu  de  l'equalion  (a1),  celle 

dernière  quantité  = ^ jr,  ^ , on  aura  l’équation  suivante  , où  V 

est  considérée  comme  fonction  des  trois  variables  x , fl  et  r, 

{!>')  d(i  —x‘)d\  , I ddV  , d . r*dV 

(f  L J 


I ddV 
— x‘  * ~2ê* 


dr* 


- = 0. 


Cette  équation  ne  change  pas  eu  mettant  6 — f à la  place  de  fl, 
et  regaulant  <p  comme  constante;  ainsi  nous  pourrons  la  regarder 
comme  exprimant  une  propriété  générale  de  la  fonction  V , daj|S 
laquelle  on  a fait  y = cos  u cos  4 -f-  siu  a sin  4 cos  ( fl  — $ ) et 
cos  4 = x.  " 

11  restera  dans  celte  hypothèse , trois  quantités  considérées  comme 
constantes  dans  Ja  fonction  V,  savoir  z,  en  et 

t4«.  Maintenant  si  dans  lequation  (b')  on  substitue  au  lieu  de  V, 
sa  valeur  développée  i + iY'  + ^ Y*  -f-  £ Y3  -f-  etc. , Y-  étant 

la  meme  fonction  de  y que  X"  est  de  x,  suivant  les  dénomina- 
tions du  § précédent , on  trouvera  que  chacun  des  cocfliciens 
A \ Y etc.  est  assu]’éli  à une  condition  particulière  , et  que 
l'expression  générale  de  celle  condition  est  J» 

(0-r 


d(i-.r)rfY»  , , dé Y-  , , , 

d^~^tT=^-dF'  + m(m+l)Y  =°- 


Mais  puisqu'on  a_y:=cos  ai  cos  4 -f-  sin  ai  sin  4 cos  (9 — p),  et 

* . que 
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que  Y"  esl  un  polynôme  de  la  forme  Aj"  -f-  Çy"-<-f-clc. , 

il  est  clair  qu’on  peut  supposer 

Y-=L”.’+L".’cos(0— 4»)4-L"'*cos(afl— a?»)...+L--cos  (wfl  — w<p). 


Substituant  cette  valeur  dans  l'cquation  (i)  , on  trouvera  que  le 
coefficient  L*>*  doit  satisfaire  à celte  équation  aux  différences 
ordinaires  : 


/ns  </(i — xx)  JL"'-1  h'  , , , . T „ , 

(<?)  — 7—  L ’ + m ('"+’)  L ' = 0 


1^2.  Pour  prendre  une  idée  exacte  de  la  fonction  Y“  ainsi  déve- 
loppée, il  est  bon  de  jeter  un  coup  d'oeil  sur  le  tableau  suivant , 
qui  contient  les  premières  valeurs  de  cette  fonction  : 


Y‘  = cos  a;  cos  •>[. -f- sin  &> sin -\J,  cos  ( £ — fl)  , 

Y*=  cos *<a  — ^f^cos‘4 — ^ +3cosacos4sinct>sin->|,cos(p — 0) 

J 

-f-  - sin*  cù  sin“  4 cos  ( ap  — 20) , 

4 K 

Y'  = cos’a  — l cos  cos’4  — l cos  4) 

+l(5  cos*o) — i)(5  cos’4  — j)sin  a>  sin  4 cos  (<p  — 0) 

-f-  — cos  a>  cos  4 sin*«  sin*4  cos  ( ap  — a0  ) 

-+-  | sin1®  sin3  4 cos  — 50)  , 

Y<  = fôcM^-^aco^nH-^^cos^^cos^+i^). 
-I-  etc. 


Ce  qu'il  y a de  plus  remarquable  dans  ce  tableau , c’est  que  chaque 
terme  contient  deux  facteurs  semblables,  l’un  fonction  de  l'autre 
fonction  de  4 ; propriété  très-intéressante  et  que  nous  allons  dé- 
montrer d'une  manière  générale.  ..  - , 

11  esl  visible  que  le  coefficient  L”'*,  en  général,  sera  de  la 
forme 

l ** 

L"-*  = (i — xj.)* -f-  b'x"~ *-+-  c'xm~l~* l-|-elc.  ). 
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Or  si  on  substitue  cette  valeur  dans  l’équation  (<f) , on  trouvera 
que  les  coetficicus  b',  c',  etc.  se  déterminent  par  le  moyen  du  pre- 
mier de  la  manière  suivante  : 


£'  = ■ 


m — k.m — k — i 


-k— a . m — k— 5 


a (am — î)  ’ 4(am  — 3) 

Désignons  donc  par  F*  ( x ) ou  F*  la  fonction 


b' , etc. 


F ‘ (x)=(  î — xx)  * Çx"~l — - 

+ - 


i — k.m — k — î 
a (am — i) 
i — k.m — k — î ,m 


a . m — k — 3 


— 7~i r, -ïk x"~‘_< — etc.), 

a . 4 (am — i ) (am — 3)  ) 

m . • a'r# 

et  nous  aurons  Ln’,  = /i'F‘(jr)  , a1  étant  une  constante.  Mais  comme 
a>  et  4 entrent  de  la  même  manière  dans_y , et  par  conséquent  aussi 
dans  Y"  et  dans  !.“•*,  on  peut  échanger  entr'elles  les  quantités  a> 
et  sans  changer  la  valeur  de  Y”,  ni  celle  de  L“>‘;  d’où  il  suit 
que  si  le  coefficient  Z"’*  est  divisible  par  F*  (x) , il  doit  l’être  aussi 
par  F‘(b)  en  faisant  cos  m — p.  Donc  on  aura  1 1 ;=  rt"F‘(x).F‘(/>), 

a"  étant  un  coefficient  numéiiquc  qui  ne  dépendra  plus  que  des 
indices  m et  k.  Ainsi  il  est  démontré  que  chaque  terme  du  déve- 
loppement de  Y"  se  partage  réellement  en  deux  facteurs  dont 
l’un  est  fonction  de  a- , et  l’autre  une  semblable  fonction  de  p. 


i43.  Soit  F*(x)  = (i  — xx)*G*(x),  la  fonction  G*  (x)  sera 
toujours  rationnelle  et  entière,  et  il  est  aisé  de  voir  qu’on  a gé- 
_i JG‘(x) 


néralement  G*+'  (x)  : 


G*(x)  = F°(x) = x'* 


Hx 


-+ 


Mais  lorsque  k= o, 


a — i.m — a.m-3 

Y m — ■*— 


•etc.; 


a(im — 1)“  ' 3.4(2111 — ij(am — 3)' 

d'où  l'on  voit  que  la  fonction  F°  ( x ) a un  rapport  très-simple 
avec  la  fonction  X”,  et  que  d’après  l’équation  ( a ) du  paragraphe 
précédent , on  a 


1 .3.5 an  — 1 


F»(x). 


k* 


i.a.3 .n 

Au  moyen  de  la  fonction  F°(x)  ou  F”,  on  aura  successivement. 
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par  la  différentiation , 

F-  — P— dIl 
X W — m ’ dx  > 

F*  r r'i  — P—' x*y  ddïl 

' ' m.m — 1 ’ dx‘  * 

FJ  (x)  = , 

v y m.m— i -m — a 

et  en  général  , 

F.  (■-«)*' 

' ' m.m — 1 . . wiii  ■ /t -t*i  * lit* 

j 44.  Il  ne  reste  plu',  qu’à  déterminer  la  constante  <i",  pour  que 
la  valeur  L”"  * = a'T*  (x) . F‘  (p)  soit  entièrement  connue.  On  peut 
pour  cela  se  servir  d’un  cas  particulier  ; si  on  fait  a = tW  , 1 ins- 
pection des  valeurs  de  Y*,  Y*,  etc.  suffit  pour  s’assurer  que  les  termes 
alternatifs  disparaissent  , et  qu’il  reste  seulement  ceux  dans  lesquels 
m-\-k  est  pair.  On  aura  dans  ce  cas  , y ==  sin  4 cos  ( ® — 9 ) j 
faisons  de  plus  x ou  cos  4 infini , ce  qui  est  possible  analytique- 

I 

ment,  sin  4 scra  pareillement  infini  et  se  réduira  à ( — x*  )*  ; 


donc  la  valeur  de  Y”  deviendra  - 


1.3.5...  am — 1 , . 


i.a.3 m 


( — * x*  )*  cos"(0 — P)  ; 

mais  d’après  la  formule  connue , 

a”-'  cos* ( 9 — <?)  — cos  m (8 — ?)  + racos  ( m — 2)  (8  — <p) 


+ 


cos  ( m — 4)  (®  — 9 ) + etc.  ; 


Y . V *A 

~ Jt.- 


le  coefficient  de  cos  k ( 6 — <p  ) dans  la  valeur  développée  de 
cos“(8  — <p),  est  donc 

m.m—  i.m — 1 
r^.3 j (m  — k)  *a“-V 

1 v - •* 

quantité  qui  devra  être  réduite  à moitié  lorsque  k = o.  On  aura 
donc  avec  cette  seule  exception  , 

* « ‘ 

. 1 1.3. 5..  .9m — 1 m.m — 1 .m — a . . . ] (m+A)  + 1 f — t’)* 

L .’  — ’ i7a.3 m T7aT3.. . . . . .\{m— k)  . ‘ a—  * 
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D'un  autre  côté,  L">‘  = F*  (o)  F‘(x) ; or  en  faisant  x=o,  et 
supposant  toujours  m -f-  k pair  , on  trouve 

f*  m = ig-*:.*-*JS-* . _ tzi)ZL . 

v ' a.4*b’...m — A a m — i.am — 3.. . .m+A-i-i 

# * 
D'un  autre  côté,  en  faisant  ar=ao,  on  a F1(or)^=( — i )*x*; 
donc 


L-‘=n".' 


».3.  • .m — h 


‘a.  4.  G. . .m — h ' a m — i . am— 3 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  L”-*,  il  en  résulte  le  coefficient  cherché 

n i .3,5. . ■ am — 1 am—  i .am  — 3. . .m-f-^  + i 

n 2 'a  .4.(1. . . -m-t-A  ' i.a.3... m-k  * 

cl  celle  valeur  devra  être  réduite  à moitié  lorsque  ft  — o,  ce  qui 
donne  alors 

,1 /1 .3.5. . ,.am — 1\* 

\ 1 . a . 3 .m) 


ces  formules  n'ont  lieu  , comme  nous  l’avons  déjà  dit , que  lors- 
que m -f-  k est  pair. 


«45.  Pour  avoir  la  valeur  de  n"  lorsque  m À*  est  impair  , j’oh- 

<A'“ 

serve  que  si  on  prend  le  coefficient  différentiel  -t-,  et  quou  fasse 

dans  celte  fonction  Cos  ai  = o,  tous  les  termes  où  m-\-  k est  pair 
disparaitrout , et  il  ne  restera  que  les  termes  où  ni  -+-  À est  impair. 

Faisant  ensuite  x — ao,  et  comparant  les  deux  valeurs  de  ^ ' . 
il  en  résultera 


„ 1.3.5 am — 1 am— 1 .am — 5. . .m- f-ft-f-a 

*3.4.0'.  ...m — k—  1 i.a.3 m—k  ' 

Les  deux  valeurs  de  a"  paraissent  donc  de  forme  différente , selon 
que  m k est  pair  ou  impair  ; mais  en  les  examinant  avec  plus 
d'attention,  on  trouve  qu’elles  peuvent  être  représentées  par  une 
seule  et  meme  formule , savoir  : 


/1.3.5  ...am — 1\*  m.m — 1 ■ . ..m — 

\i  .a. 3 m/  ' m-J-i  .m+a. . ..m+A* 
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Lorsque  A:  ■=  o , il  faudra  prendre  la  moitié  seulement  de  celle 
valeur  , ce  qui  donnera 

146.  On  voit  maintenant  que  la  valeur  complette  de  Y”  peut 
se  développer  ainsi  : 


Y™  =(1  j:l::.a.T^)tF>Faj-|~  aF'pF'-r  COi 


— m m — 1 — aF'pF'r  cos  (a9 — 3f) 
m-fi.m+a  r * 


+ ^r.m4^m-j33F>F,JC°,(3a-3^+etc) 

Mais  nous  avons  déjà  observé  qu’on  a 


a--!-£î-*r5  r-*,  Fx=t^\îï, 

1 .a.3 m ’ m <tx 

1 

i — xx  d' F’x  T>, (1 — xx)*  d?  F«x 

F • ”j~3“  > F x — — — — - — - . -- 1 , - } etc. ; 

m.m — 1 (fjr  ’ m.m — î.m— a a.c*  J 9 

*;•  x. 

désignant  donc  par  P"  la  même  fonction  de  p ou  cos  a , que  X* 
est  de  .r  ou  cos  4 > on  aura  généralement  * _ 

y p.v.  , a*in»>in4co»(«-g)  dP^  dX^ 

i _r  a -t-  m.m+t  .*  dp  ' dx 

, a sin\»  sin*  ^cos  (a-— a^)  ddVm  ddXm 
(f)  m — i.m.»H-t.m+a  ‘ dp‘  dx* 

a «in3*  *in14'  cos  (38 — 3$)  fi’ P 01  eTXM 

m — a.m — î.m.m-f-i.ni-f-a.  m+3  ‘ dp 1 ' dx? 

’ + elc.. 

t47-  Maintenant  si  on  fait  <p  =0,  ce  qui  suppose^  =cos  a cos  4 
~f-  sin  a>  sin  4 cos  6 3 et  qu’on  veuille  avoir  l’iulégrale  fY”d6,  prise 
depuis  fl  = o jusqu’à  9 = tt  , il  est  visible  que  la  formule  précé- 
dente donnera  immédiatement 

(g’)  /¥-<#  = ttP-X- : 

r frgf--  « « 

c’est  le  tbéorème  très-remarquable  ddnt  on  a fait  mention  dans 
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l’art.  i38,  et  qui  se  trouve  ainsi  de'montré  très-simplement  et  dans 

toute  sa  généralité. 

Si  on  ne  faisait  pas  ? = 0,  et  qu’on  eût  plus  généralement 
y = cos  ai  cos  -\J.  -f-  sin  oi  sin  4.  cos  (0 — p),  alors  l'intégrale  devrait 
être  rapportée  aux  limites  0=  o,  0 = air  , et  ou  aurait 


(h')  f Ymdù  = aaP-X".  ^ {;-°x 

Mais  cette  formule  n’est  que  particulière , et  on  peut  généralement 
trouver  l'intégrale  cos  ( A0 — A.p),  prise  entre  les  limites 

0=o,  6=3*;  cette  intégrale  se  déduit  immédiatement  de  la 
formule  (/')  qui  donne 


/Y"  d9  cos  ( A0  — k<p  ) 

( i'  ) . mu*  » ’>in*'p  d" P"1  if*X"  _ 

' " m-f-k—  1 .m+k — a.  . . .m — A+i’  dp"  ' dxm  ’ 


si  A était  > m,  il  est  visible  que  cette  intégrale  serait  nulle. 

Lorsque  <f  = o , l'intégrale  / Y "c/0  cos  A0  peut  être  prise  sim- 
plement entre  les  limites  Ô = o , 0 = tt  , et  alors  on  aura  la  moitié 
du  résultat  précédent;  ce  qui  donnerait  une  formule  générale  dont 
la  formule  (g')  est  un  cas  particulier. 

148.  Non-seulement  la  valeur  de  Y"  donnée  par  l’équation  (J') 
satisfait  à l’équation  différentielle  (c');  mais  il  résulte  de  l’équation  (rf') 
que  chaque  terme  de  cette  valeur  , tel  que  L”>*  cos  (A0  — Ap)  satis- 
fait séparément  à l’équation  (c').  On  peut  donc,  avec  des  coellicicns 
constans  quelconques  , former  une  fonction  beaucoup  plus  générale 
que  Y”,  et  qui  satisfera  toujours  h l’équation  (c).  Cette  fonction  que 
je  représente  par  T“  pour  la  distinguer  de  Y”,  sera 

T“=aX“-4-(A,cos0-|-c'sin0)<^-sin4-t-(A*co«8-)-c*sin20)^p-sin*4' 

(kf)  . {PY* 

-f-(A  "cos  30-f-c'''sin36)  *inJ4  +etc. 

Considérons  une  autre  fonction  Z."  formée  suivaut  la  même  loi, 
de  sorte  qu’on  ait 
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Jv  n 

Z"  = aX*  -f-  ( 6'  cos  8 -f-  y'  sio  8 ) sia  4 

+ ( S"  cos  28  + y"  sin  28)  sin*4 

-f-  ( 6'  cos  a9  + y*  sin  59  ) sin’4 
+ etc. 

Nous  allons  démontrer  que  si  les  indices  m et  n sont  inégaux , on  a 
en  général  fTm7,’dÿdx  = o , celte  double  intégrale  étant  prise  entre 
les  limites  o et  27T  pour  8 , — 1 et  -f-  1 pour  x. 

D'abord  il  est  visible  que  l'intégration  par  rapport  à 6 , peut  être 
effectuée  immédiatement , et  ce  premier  résultat  étant  obtenu,  il  ne 
restera  plus  à trouver  que  l’intégrale 

fi7rdx(aa.XmX."-\r  — x*)  ( A'C-f- c'5/ ) 

laquelle  doit  être  prise  entre  les  limites  x = — 1 , x = + 1.  Mais 
d'après  les  théorèmes  des  articles  124  et  1 5 i , les  different  termes 
de  celle  dernière  intégrale  sont  nuis  lorsque  les  indices  m et  n sont 
illégaux.  Donc  on  a , dans  cette  hypothèse  , 

<0  . {î=*  c:;: 

Si  l’on  a m — n,  alors  en  appliquant  les  formules  que  donnent 
pour  ce  cas  les  articles  124  et  i34>  on  aura  dans  les  mêmes 
limites  : -,  5A* 

/ 1 -Z'dxÙi  = £«.+  i n («+ 1 ) (b'C+c'y') 

+ \ («-.’)»  (n+i)  (n-f  a)  cV) 

+i(n— a)(n— On("+>J(n+a)(A+3)(4,'C’+H'r*)-f«tc] 

* ; ’ .i  JlM'~  ■ BiA' 

Cette  intégrale  dépend  , comme  on  voit , des  termes  semblables  qui 

se  trouvent  dans  T*  et  Z";  elle  serait  nulle  si  aucun  des  termes  de 
T*  n’avait  son  semblable  dans  Z*.  * 

. W-,  i ^ 

i49-SupposonsZ"=Y*,  ce  qui  donnera  a = P”,  6=^. 2— 
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___  dPn  a sin  u *in  ç>  ç, aar~  a fin-  « cos  n<p 

~~  dp  " n.n-f-i  ’ dp'  * n — 1 .n.n+i  .n+a  ’ 

tuant  les  valeurs  de  ces  cocflicicns  dans  la  formule  (ni"),  on  aura 

fT'Y’Mdx  = 2n+\  ~dp  s*n  * cos  ? -f-  c'  siu  9 ) 

ddVn  • \ 

-f-  sin’a;  (&’'cos  ap-f-  c"sin  2^)  + ctc.J. 

Mais  la  quantité  renfermée  en  parenthèses  n’est  autre  chose  que  la 
fonction  T",  dans  laquelle  on  aurait  mis  p à la  place  de  x et  p à la 
place  de  Ô;  cette  fonctiou  qui  avant  le  changement  pouvait  s’indi- 
quer par  T"  (-sJ, , G),  sera  après  le  changement,  T *(û>,  ip  ).  Ainsi 
nous  aurons  cette  formule  très-simple  et  très-remarquable , 

(n')  fY"Y"<l^dx  = —~—  T*  (ai,  p).  \[  = 0 P~7  ‘ 

i5o.  Soit  cucore  T"=  Y",  il  sera  aisé  de  voir  ce  que  devieut 
T*  ( a>  , p);  car  Y"  est  une  fonction  de  y : or  si  dans  la  valeur 
y = cos  ca  cos  ->j.  -(-  sin  a>  si  11  cos  (6  — p)  , on  fait  •\J,=a>etG=(p, 
on  aura  y = 1 ; donc  aussi  Y*  et  T*  ( » , p ) — 1.  Ainsi  on  aura  la 
formule  • 


dd  P» 


a >in‘  *>cos  vf 


etc.  j en  subsli- 


(P) 


/Y"Y\/Ur=— . 

J M + l 


Pour  faire  voir  comment  on  pent*parvenir  à celte  formule  par  une 
autre  route,  proposons-nous  d’intégrer  entre  les  limites  données 
la  quantité  y'''dh(Lr.  Il  faut  d'abord  développer  la  puissance 
y"  — ( cos  a cos  -J,  -|-  sin  ai  sin  ^ cos  (G  — p')  )*" , et  intégrer  les 
ditférens  termes  par  rapport  à fl,  depuis  G = 0 jusqu'à  G=2ît, 
ce  qui  donnera 

— - cos’"- ’«cos:*— "'à  sin’«  sin’v . i 

, an.  an — i.an — a. an — 3 ...  • 1 *-3  . . N 

H cos-  '«cos’"  — , -fetc.  ) 

i.a. J. 4 a. 4 / 

Il  faut  ensuite  multiplier  par  d.r  et  intégrer  depuis  x=  — 1 jusqu'à 
2T=-f-  i ; or  en  substituant  les  valeurs  cos‘4  = -v",  sin*-|  = i — x‘, 

on 
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ou  a dans  les  limites  assignées  : 


>7* 


fx"dx  — — J— ; 

J Sn-f-J 

A“~*  (•  - *•)  dx  = ^ ^ . 

-x*)V/x  = ^ . ^~^-n=S, 

/X— ‘(l  —xtydx=  . an — , _ jn^_3 . an— 5 » elC’  ’ 


donc 

fy"dbdx  = (cos”*+  ^ 

4 


an.  an — 1 1 

a ' a’  an — i 


an.an — î .an — a. an — 3 i .3  a./(eos**~<win<«  , \ 

î .a. 3. 4 'a.4‘  an — i . an— 3 / 


le  second  membre  se  réduit  à -T—  (cos’»+  sia*  a»  ou  simple- 


4* 


ment  üi+ï  » donc  on  a 

h».  fy"cfàdx  = -^7  7 ■ 

an -J-  i 

et  ce  résultat  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Jj'"(fàdx  = vrrfy%,,dy  , 


l'intégrale  par  rapport  à y devant  être  prise  depuis  yz= — i jusqu’à 
î.On  aurait  également  pour  une  puissance  impaire  d ey, 
jy  "*'d^dx  = ïTrfy“*'dy , car  alors  l'un  et  l’autre  membre  est  zéro. 
Soit  donc  P un  polynôme  quelconque  en  y , on  aura  générale- 
ment fVdfklx—  i7T  J~Pdy,  il  suit  de  là  que  fY’Y’cfàdx  — 27rfY"Y,dy 

— — , ce  qui  s’accorde  avec  la  formule  (p1). 

i5i.  Si  l’on  avait  à évaluer,  entre  les  mêmes  limites  que  ci- 
dessus  , la  double  intégrale  /QT’dBdx , dans  laquelle  Q est  une 
fonction  entière  et  rationnelle  de  cos  , sin  4/ cos  9,  sin  4-  sin  6; 
il  faudrait  préalablement  réduire  Q à la  forme  T“-f-T*4-T‘4-etc.  , 
et  c’est  ce  qu’ou  pourrait  toujours  obtenir  au  moyen  des  coefficiens 
indéterminés , puisque  la  forme  générale  de  la  fonction  T*  est 
connue. 
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§ XII.  Du  développement  de  la  puissance  (t-J-a*—  aacosp)-" , 
n étant  un  nombre  fractionnaire. 

m 

j 5a.  On  peut  toujours  supposer  a < 1 , car  si  on  avait  a > i , 
on  ferait  a—'~,  et  la  quantité  (i  + o*  — a a cos  <p  )“’  se  changerait 
en  a"  (î  a*  — a a cos  i p*)-*,  où  l’on  a a < i. 

Cela  posé , on  a vu  dans  la  III*  Partie  , pag.  373  et  suiv. , que  si 
on  fait  1 -f-  a* — aa  cos  p = D,  et  qu’on  suppose 

D_*=  P.-f-  aP,  cos  p-f-  aP,  cos  39  ■+-  aP,  cos  3 p -f-  etc. , 

la  valeur  du  coefficient  général  P (A)  pourra  être  exprimée  par  une 
intégrale  définie,  de  cette  manière  : 


<0 


■M-;/ 


dp  cos  Kp 

Ti“  * 


On  a trouvé  de  plus  que  ce  même  coefficient  peut  s’exprimer 
par  la  formule 


P (A): 


n.n-f-i  .n-f-fl...  ,n+A — i 


1 .3.377. 


'(>- 


f ■ * — " 
(*  + , 


1 — n A-f-i—  n 


A-f-i 


(») 


t 1 — n.  2 — n A-f- 1 — n.A-4-2 — n , 

+ ■ . — a* 

~ i.a  A-f- 1.  A-f- a 


1— n.a— n,3— n a-+*i—  n .A+a— -n.A-^-3— ■ — n 5 . . \ 

1 .2.3  * à+i  ,A-f-a.A-f3  a * /' 


Cette  suite  se  termine  d’elle-mème  lorsque  n est  un  nombre  entier, 
et  nous  verrons  ci-après  qu'on  peut  la  mettre  sous  une  forme  telle 
qu’elle  se  termine  encore  lorsque  n est  un  nombre  entier  négatif  ; 
ainsi  le  développement  de  D-"  n’est  sujet  à aucune  difficulté  lorsque 
n est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif.  Il  n'en  est  pas  de  même 
lorsque  n est , comme  nous  le  supposons  , un  nombre  fractionnaire  ; 
alors  la  suite  qui  exprime  la  valeur  de  P(A)  , s’étend  à l’infini,  et  on 
ne  peut  plus  déterminer  que  par  approximation  les  coefficiens  suc- 
cessifs P. , P, , P, , etc.  qui  deviennent  dans  ce  cas  des  transcendantes 
d’une  nature  particulière.  Nous  allons  rechercher  les  propriétés  de 
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ces  transcendantes,  afin  de  simplifier,  autant  qu’il  est  possible  , les 
calculs  nécessaires  pour  leur  détermination. 

i53.  Si  on  change  le  signe  de  n dans  la  formule  du  n*G3,  p.  375, 
IIIe  Partie  , on  aura  une  autre  valeur  du  coefficient  général  P (A)  , 
laquelle  est 

P w = A + ".  . 2i±iL±j±i  + 

v J i.a....A  \ 1 A-f-i  i.s  A-f-i.*+a 

, n.n+i.n+a  n+A.n+>+i .n+A+a  . \ 

+ ~r''  a+i.A+a.a+i  •c+clc> 

Cette  Formule  renferme  une  suite  moins  convergente  que  celle  de  la 
formule  (a)  , mais  elle  jouit  de  quelques  avantages  particuliers;  elle 
fait  voir,  par  exemple  , que  n étant  positif,  les  coefficiens  différen- 
tiels successifs  , etc.  seront  tous  positifs. 


i54.  Soit  V = -frrzr  , on  aura  en  différentiant  cette  équation. 


D- 

:/fC< 

TF- 


...  xdf  co»  >jp  sa  f n — 1 ) fin  a . . 

d\  = — -.dç  Sin  A <p  , 


et  en  réduisant  au  même  dénominateur , • 

_(x_„+0û.é?£2LyL±L)f: 

intégrant  de  part  et  d’autre  depuis  $ — o jusqu’à  ? = 7T , et  obser- 
vant que  dans  ces  deux  limites  V s'évanouit,  on  aura  d’après 
l’équation  (1)  , 

(4)  '(A-H_«)P(A+.)— (i±^)  AP  (A)  +(A — i-f-n)  P(A-i)  = 0. 

Cette  équation  donne  la  loi  générale  qui  lie  entr’cux  trois  termes 
consécutifs  quelconques  de  la  suite  P.,  P,  , P,,  etc.;  elle  fait  voir 
qu'il  suffit  de  connaître  deux  termes  de  çette  suite  pour  déterminer 
tous  les  autres  ; mais  il  y-  a des  précautions  à prendre  , suivant  les 
diflérens  cas , pour  que  l'erreur  qui  peut  exister  sur  les  deux  termes 
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connus,  11e  se  multiplie  pas  dans  le  calcul  des  autres  ternies, 
de  manière  à rendre  bientôt  les  résultats  entièrement  défectueux. 

i55.  Si  on  fait  P (A) = n-:  — ~y'  a ' ' ' n>  • A(A)  , et  qu’on  substi- 

tue cette  valeur  dans  l’équation  (4)  , on  aura 

(5)  (i  + o*A(X+. ) (i-t-a*)  A(A)-f-A(A — î)  = o. 

Celte  équation  exprime  pareillement  la  loi  qui  règne  entre  trois 
termes  consécutifs  de  la  suite  A. , A,  , A,,  A,,  etc.  Eu  supposant 
cette  suite  connue , le  développement  de  D~*  serait  donné  par 
la  formule 

D-'  = A.+  aa. ” A,  cos  p + aa*. A,  cos  ap 

, - n,/i4-i  .«-f-a  a _ 

+ 2<r . — t ~a  g A,  cos  3p  + elc. 

Lorsque  A est  très-grand , l’équation  (5)  donne  à très-peu  près 

A (A+  i)=  — ^«°-  A (A)  — i A (A  — i); 


d’où  l’on  peut  conclure  que  la  série  A.,  A, , A,,  etc.  doit  se  con- 
fondre *dans  les  termes  éloignés  avec  une  série  récurrente  dont 

l’échelle  de  relation  est  ~ r— , — A ; celle-ci  aurait  pour  terme 


général  * -f-  € , a.  et  S étant  des  coefficiens  constans.  Ainsi 

lorsque  A est  très-grand , on  doit  avoir  aussi  A (A)  = a -f-  € . 

Mais  comme,  d’après  l’équation  (a  ),  la  valeur  de  A (A)  ne  doit 
contenir  aucune  puissance  négative  de  a , il  s’ensuit  qu’on  a € = o. 
et  qu’ainsi  A étant  très-grand,  on  aura  A (A)  = a , ou  A (A)  égal 
à une  constante.  Celte  constante  se  détermine  en  faisant  A infini 
dans  la  valeur  générale  de  A ( A ) donnée  par  l'équation  ( 3 ) , 
laquelle  est  . 


et  op  a par  cette  supposition  A (>)  = ( i — Mais  ce  résultat 
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n’est  que  le  premier  terme  d'une  série  propre  à exprimer  la  valeur 
générale  de  A (A.)  , lorsque  A est  très-grand.  Voici  comment  oa 
parvient  à cette  série. 

i56.  Faisons  pour  abréger,  A + 1 = A' , A 4-  2 = A",  etc.,  et 
supposons 

A (A)  = «(.  + £ + £.  + 3^  + etc.), 

c,  c",  c'",  etc.  ctaut  des  coefficiens  indépendans  de  A ; cette  valeur 
donne  r 

A (A)—  A (A-H)  = 4-  + etc.)  , 

A (A+i)  — A(A+a)  = a(^+ ^ + etc.)  ; 

multipliant  le  second  membre  de  la  dernière  équation  par  A',  et 
observant  que  A'  = A'”  — 2 = A”  — 3 = A*  — 4 , etc. , on  aura  , 
après  avoir  divisé  par  A', 

A(A4-i)— A(A+a)=a(~  + + ^ËFsnr  + fr^r+ctc) 

Maintenant  si  on  met  l'équation  (5)  sous  celte  forme  i 
o = A (A)  — A (A4- 1 ) — a‘  [ A(A4- 1 ) — A (A4-a)]  4-  a*  A (A-f-a), 

et  qu’on  substitue  les  valeurs  précédentes,  on  aura  une  équation 
qui  devant  être  identique,  donnera  les  équations  de  condition 
(1 — a”)  c'  =(«*—«)  a*, 

2 (i — «*)  d'  = («* — n — 2)  a’c, 

3 (1 — a*)V"  = (n* — n — a . 3)  a*c", 

4 (1— a1)  c"  = («* — n — 3.4)  aV"  , 

• etc. j 

d’où  l’on  déduit  les  valeurs  des  coefficiens 


d'  = 


. n — 2 


, n-f -a.n — 3 a*  „ 


€tc.  ; 
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donc  on  a la  formule  générale 

, . n — t.n — a n.n-f-i  / o*  \* 

' î.a  ' A-f-i . A-)-a  \i — nV 

n— ij,— a n— 5 n.n+l  .n+a  / a*  V ■ *1 

^ 1.9.3  •»+i.A+a.vf3'\i  — ûV-t" 

Cette  suite  a l’avantage  de  se  terminer  d' elle-même,  toutes  les  fois 
que  n est  un  entier  positif  ou  négatif;  mais  si  n est  fractionnaire  , 
comme  nous  le  supposons , elle  s'étendra  il  l’infini  et  ne  sera  con- 
vergente dans  toute  son  étendue  et  pour  toute  valeur  de  A , que  lors- 
qu'on aura  u*  < i — o*  ou  a*  < 

4 

i57.  Dans  tous  les  cas,  si  A est  fort  grand,  on  aura  une  valeur 
très-approchée  de  A (A)  par  les  premiers  termes  de  la  série,  qui  dé- 
croîtront alors  d’une  manière  rapide.  Dans  celte  hypothèse,  si  on 
prend  le  logarithme  de  A (A) , et  qu’en  négligeant  les  termes  qui 
ont  pour  diviseurs  As,  A*,  etc.,  on  réunisse  deux  termes  tels  que 


- -4-  ~ en  un  seul  — 
a ‘ a‘  a . 


, on  aura 


log  A (A)  = n log  ( i a*  ) -f-  ■ 

D’un  autre  côté  la  valeur  de  P (A)  peut  en  général  se  mettre  sous 
la  forme 

•■«“FÜlîTTT)  ■'*(»):  • 

et  puisque  A est  supposé  très  - grand , on  a par  la  formule  de 
la  page  63,'  _ • . 

, r(A+n)  ' . . . i? — n (n* — n)  fl — an) 

log  — : — < = (n  — i J log  AH f-  i • 

* “r(A-+-i)  y J 9 I aA  r iaAi  > 

donc  on  aura 

, r Aloga-4-(n — i)logA  — nlog(i — a*)-— logTn 

(8)  log  P (A)  = < n’-n  -l 


T 


3A-+ 


an  — i 1 A(l  — a’  ) -)-  i 
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valeur  qui  doit  être  exacte  aux  quanlite's  près  de  l’ordre  A, 

dans  laquelle  il  faudra  multiplier  les  deux  termes  algébriques  par 
0,45429»  etc. , si  on  veut  que  les  logarithmes  de  cette  équation  soient 
considérés  comme  logarithmes  vulgaires. 

O11  peut  donc , à l’aide  de  cette  formule  , connaître  d’une  ma- 
nière aussi  prompte  que  facile , un  terme  éloigné  quelconque 
dans  la  suite  P.»  P, , P, , etc.  Si  par  exemple  on  fait  A ==  too, 
a — ^ , n ==  ï , on  trouvera  log  P ( 100)  = 8. G430984  et  P ( 100) 
= 0.043964' 2 ! cesl  1*  valeur  très-approchée  du  joi"*  terme 
de  la  suite  dont  il  s'agit. 

i58.  Revenons  au  calcul  effectif  des  coelficiens  P.»  P,,  P,,  etc; 
Lorsque  a sera  assez  petit,  on  pourra  se  servir  des  formules  (a) 
ou  (5)  indifféremment,  pour  calculer  les  coelficiens  successifs  qui 
seront  donnés  alors  par  des  séries  convergentes  ; mais  il  suffira 
de  calculer  directement  par  ces  séries  les  termes  alternatifs  P.,  P,, 
P4 , Pt,  etc. , et  on  en  déduira  les  intermédiaires  P, , P,,  Ps , etc.,  au 
moyen  de  l’équation  (4)  qui  donne  en  général  ; 

P W =7p?[(>  + ’-f)  p (*+■)  + (■.  + T-l'  * 

cette  équation  est  d'un  usage  également  sûr , soit  que  a soit  très- 
petit  , soit  qu’il  diffère  très-peu  de  l’unité. 

Si  on  se  bornait  à calculer  les  deux  premiers  termes  P. , P,  par 
les  séries  qui  les  représentent , et  qu’ensuile  on  se  servit  de  ces  deux 
premiers  termes  pour  calculer  les  suivans  par  l'équation  ( 4),  les 
erreurs  se  multiplieraient  dans  ces  diverses  opérations,  avec  d'autant 
plus  de  rapidité , que  a serait  plus  petit.  En  effet,  les  erreurs  abso- 
lues sur  P,,  P3,P4,  etc.  pourraient  croître  suivant  la  progression 

-1  — . • — 1»  etc.:  et  comme  ces  termes  eux-mèmes  décroissent  à peu 
a af  a'J  ’ r 

près  suivant  la  progression  a , a*,  «5,  etc. , l’erreur  relative  pourrait 

augmenter  d’un  terme  au  suivant , à peu  près  dans  le  rapport  de  1 

à A,  erreur  qui  ne  tarderait  pas  à produire  des  résultats  entière- 
ment défectueux.  • * , 
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Lorsque  a sera  très-près  de  l’unité,  les  séries  comprises  dans  les 
formules  (a)  et  ( 3)  seront  très-peu  convergentes  , et  il  faudra  en 
calculer  un  grand  nombre  de  termes  pour  avoir , avec  un  degré 
d'approximation  suffisant , les  deux  premiers  coefliciens  P„ , P,  ; mais 
dans  ce  cas,  on  pourra  se  servir  de  l’équation  (4)  pour  calculer  les 
coefficicns  suivans  P,  , P, , P< , etc. , cl  il  ne  sera  pas  à craindre 

que  l’erreur  augmente  notablement  d’un  terme  au  suivant. 

• » 

i5q.  Au  reste  on  peut  éviter  les  longueurs  du  calcul  par  séries , 
en  déterminant  les  deux  coefBciens  P»,  P,  par  les  quadratures  qui' 

représentent  les  intégrales  - , 'n.J' ~ » prises  depuis  p = o 

jusqu’à  p — 7T.  Mais  dans  le  cas  où  a est  peu  différent  de  l’unité, 
la  quantité  D devient  très- petite  lorsque  p est  très-petit;  ainsi  l'or- 
donnée de  la  courbe  qu'il  faut  quarrer  , serait  très-grande  vers 
l’origine  des  'abscisses.  Pour  obvier  à cet  inconvénient , nous  obser- 
verons que  l’intégrale  Ç ’-f  ^ — peut  en  général  être  déterminée 
par  l’intégrale  fD’~'  dp  cos  Xp  , puisqu'on  a ( pag.  5y6,  IIP  Partie) 


ros 

D" 


1 — n . 2 — n . 3 — n 


. 1 
. . . . A— n 


(t— *»*)•—  fD"~ 'dp 


cos  Xp. 


Soit  donc  f D*~ ' dp  cos  Xp  =r  tM  (A.)  , et  on  aura 

p \ _ n.n-pt  -n-f-a n+A — i M (a) 

' ' A — n . A — n — i .A —a — a — n ‘ (î — a':)-"-1' 


Ainsi  tout  se  réduit  à trouver  la  quantité  M (A)  pour  les  deux  valeurs 
A=o  , A = i , et  on  aura  les  deux  coefliciens  cherchés  ;~ 

p Ma  p n M, 

(i— o*)"-''  ' »— r*  (î— o*)"-*' 


Or  quelque  petit  que  soit  t — a,  on  pourra  toujours  trouver  par 
les  quadratures  , des  valeurs  aussi  approchées  qu'on  voudra  de  M. 
et  M,  ; mais  pour  faciliter  les  calculs,  il  sera  bon  de  supposer  »>  i, 
afiu  que  l’ordonnée  D"-1  cos  Xp  de  la  courbe  à quarrer,  reste  très- 
petite  lorsque  <p=o,  ce  qui  n'arriverait  pas  si  n était  < i. 
Cette  condition  au  reste  est  facile  à remplir  dans  tous  les  cas  ; 
car  on  verra  bientôt  que  le  développement  de  D~"  peut  tou- 
jours 
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jours  se  déduire , par  un  calcul  très-simple  , du  développement 
de  D— 


rGo.  Il  y a encore  One  autre  manière  de  calculer  les  cocfiîcicns 
P (A) , laquelle  a l’avantage  de  réussir  également  lorsque  a est  tri-s- 
, petit  et  lorsqu’il  est  très-près  de  l'unité.  Supposons  qu’on  veuille 
prolonger  la  suite  P, , P, , P, , etc.  jusqu’au  terme  Pc.)  ; on  calcu- 
lera directement  les  valeurs  de  A(m — i)  et  A (m)  , par  l’une  ou 
l’autre  des  formules  •* 


...  , n n +a 

A>.)=H — . — —c 

i Aq-i 

(9) 


n . 1 a-pA . 1 

i.a  A-f-i.A-j-a 


a*-p  etc.  , 


A(A)=Ci_>)-—(,+ir?.  î±i-îa‘4 


A-j-  J . A-f-U 


-a- K* 


,c.) 

Ces  deux  termes  étant  connus  , on  en  déduira  tous  les  précé- 
dons , depuis  A (in — a),  A (m — 3) jusqu'à  A„ , au  moyen  de 

la  formule  (5)  qui  donne 

A (A-i)  = AW+a'  [A (X)  - A(A-f-i)]  + a'A  (>.+  ,). 

Il  ne  restera  plus  qu’à  substituer  ces  valeurs  dans  la  formule 


km  fl  1 . | - Tl  m n I I 

= A0  + 2a,  î A,  cos  <p  -f-  2a  , — A*  cos  rj.ç 

laj--  A a cos  3<p  + etc. , 

et  on  aura  le  développement  cherché  de  D—  \ 

Dans  cette  méthode,  les  quantités  A,,  A,,  A,,  etc.  sont  évaluées 
avec  un  degré  presqu’égal  d’exactitude,  parce  que  la  formule  dont 
on  fait  usage  ne  permet  pas  que  l’erreur  augmente  beaucoup  en 
calculant  les  premiers  termes  par  les  deux  derniers.  11  arrivera  donc 
que  les  coeflicicns  successifs  P,,  P,,  P,,  etc.  seront  déterminés  de 
plus  en  plus  exactement  à mesure  que  la  série  se  prolonge  plus 
loin  ; car  les  erreurs  absolues  étant  les  mêmes  à peu  près  sur  les 
coefficiens  A (A),  elles  seront  atténuées  progressivement  dans  le 
rapport  de  i à a , sur  les  coef'Hciens  P (A). 


3G 
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ïGr.  Ayant  représenté  le  développement  de  D ' par  la  formule 

jy—  — po  4-  2P,  cos  ^ + 2P,  cos  ap-f-aP, cos  elc<> 

supposons  qu’on  ait  semblablement 

D— — = Q,+  yQ,  cos  <p  ■+•  aQ.  cos  *2<p  + 2Q3  cos  3 <p  + » 

Q (À)  étant  la  même  fonction  de  n ■+■  1 que  P (A)  est  de  n.  Nous 
allons#faire  voir  que  ces  deux  suites  se  déduisent  aisément  1 une 
de  l’autre.  . ..... 

8in  Aâ 

En  effet , si  on  différentie  la  quantité  V = -g-  > <>n  aura 


. dp  cos  >4> 


d\r  — X 


-f-  na. 


df  cos  ( A -f-  Q f 


COS  ( > I ) t m 


~îy>  ' ' — D*+' 

intégrant  de  part  et  d’autre  depuis  tp  = o jusqu’à  <p  =7r,  et  ob- 
servant que  dans  ces  limites  V s’évanouit,  il  viendra,  d’après 
l’équation  ( i ) , 

O = AP(A)  + «a  [Q(A  + 0 — Q(A— i)], 
ce  qui  donne 

(10)  P(A)  = “[Q(A  — * ) — Q ( > — H *)]  : 

ainsi  on  a successivement  . 

P,  = na  (Q. — Q.),  * 

v r.=  = (Q.-Q»),  . 


na 

fl 

P,  = ^(Q.-Q4), 
etc. 


A l’égard  du  premier  terme  P0 , il  n’est  point  déterminé  par  Cette 
formule  ; mais  comme  on  a D_*  = ( i + a*  — 2 a cos  ip  ) D-”-',  si 
on  multiplie  la  suite  Q.  -J-  2Q,  cos  $ + etc.  par  1 -f-«*  aacosp, 
et  qu’on  réduise  les  produits  de  cosinus  en  cosinus  linéaires , on 
trouvera  que  le  terme  indépendant  de  <p  est  (i+n*;  Q,  2uQ, , et 
qu’aiasi  on  a * 

(11)'  P,  s=  (il  +**)  Q.  — JWQ’»  ' 


Digitized 


CINQUIÈME  PARTIE.  § XII.  a83 

Ces  formules  offrent , comme  on  voit , un  moyen  très-facile  de 
déduire  les  coefficiens  P. , P,  , P. , etc.  qui  répondent  à l’exposant  n, 
des  coefficiens  supposés  conpus  Q0,Q.,  Q»  » etc.  qui  répondeut  à 
l’exposant  n -f-  1 . ... 

163.  Réciproquement  si  pn  veut  déduire  les  coefficîens  Q ( A ) 
qui  ré  (fondent  à l’exposant  n -+-  i , des  coefficiens  P (*)  qui  ré- 
pondent à l’exposant  n , il  faudra  d’abord  déterminer  Q„  et  Q,  au 
moyen  des  trois  équations 

P.  = (i  +a*)Q.  — 

P,  = /w(Q.  — Q,),  * 

(,_»)Q.  = i-±^Q,-(«+»)Q.. 


Ces  équations  donnent 


(i — a‘)*Q.  = (i-f-a*)P.  H — aaP.  , 

(,  _ n*)*Q,  = a«P.  + ^ 0 + «*)P.  , 

• • 


ou  plus  simplement  encore 

/ 

Q.  4-  Q.  = (i  — a)‘ 

n — l 

Q.  Q,  ~ - +ay 


(,a) 


p.  + p- 


P n V p 


Connaissant  Q„  et  Q,,  on  calculera  les  termes  suivans  Q,,  Q,,  etc., 
au  moyen  de  l’équation  (4),  dans  laquelle  il  faudra  changer  n 
en  » + i et  P(A)  en  Q(A),  ce  qui  donnera 


(i5)  _ (A  — n)  Q (A  -f  i } = AQ  (A)  — (A-f-n) Q (A—  i)- 

i63.  Mais  on  peut  pour  le  même  objet  contraire  des  formules 
plus  commodes  et  qui  serviront  à calculer  immédiatement  les 
coefficiens  Q(\),  Q(v+i),  parle  moyen  des  coefficiens  corres- 
pondaus  P(à),  P(A-f-i)-»  P(A— -f).  ' . . » . * 
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Pour  cela  je  lire  de  l'équation  (10), 

AP(à)  = na  [Q(A— i)  — Q(M-0]> 

(A+.)P(A+«)  = ™[QW  - Q(A+a)]._ 

D’ailleurs  l’équalion  (i5)  donne 

(A  — n)  Q(A-f-i)  = — XQ(*)  — (A-j-n)  Q(A — l^, 

(Â-f-i — «)Q(A4-2)  = (A-f-i)Q(A-J-i) — (A+i+«)Q(A). 

De  là  résultent  deux  valeurs  de  Q(A)  exprimées , l’une  par  les  deux 
termes  P(/>) , P(A-f-i)  y l'mitre  par  les  deux  termes  P(A — i),  P(A); 
ces  valeurs  sont 


Q(A) 


- (M-rQO+QWA)— (x+i—  w)-»oP(A-4-i) 
n(  i n*)*  * 


__  (A+n—  ■ ) xi)‘(A- ■ )- (A — n)( ! +«-)I‘(A) 

«(!—«)* 

La  combinaison  de  ces  deux  formules  en  donne  uue  troisième  plus 
commode  dans  la  pratique , savoir  : 

[(^ -Ha»— . )pc A—  ■ )—  (a-,-  _a„+ , , 3^].  • 

Dans  le  cas  de  n = i,  celle  formule  se  simplifie  el  donne  ce 
résultat  remarquable , . ai  • 

{.6j 

164.  Nous  observerons  que  les  équations  (14)  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme  suivante,  plus  commode  pour  le  calcul  numérique. 


(*7) 


Q®  + «»+0  = 

qç>o  - «>+.) = t(iüh.r,).p<’+,>- 


Dans  le  cas  de  n — î,  ces  formules  se  simplifient  encore  et 
deviennent 

Q(A)  + Q(M-i)  = [PW  - P(^+')3, 

QW  - Q(A+.)  =*  <~y,  [P(A)  4-  P(A+.)j. 


(*8)  • 
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‘Le  cas  de  n — J-  qui  donne  lieu  à diverses  simplifications , est 
celui  qui  s'applique  spécialement  au  calcul  des  perturbations  des 
planètes  ; il  est  susceptible  d’ètre  résolu  complètement  pur  les 
fonctions  elliptiques. 


• — 

(i  -HO*  ’ 


0D 


iG5.  En  effet,  si  l'on  suppose  — arj/  et  c 

aura  D = (i+«)*(i — c‘siu‘4)  , elles  valeurs  de  P.  et  P,,  données 
par  la  formule  (1),  seront 


p.  — i f 

wJ  (i  + ")t/(i  — c*sin,4')  * 

, p I f ai/^coia^ _ 

or,  par  les  formules  de  la  première  Partie,  on  trouve 


t4'  = o 

4 = i- 


09)-  ... 


_*=,Fc_ 

* — tl+u)  ’ 

p _ (M  o‘)F'r  — (i+apE’c 

1 wa(i-Hi) 


Les  fonctions  complètes  F'c,  E'c  sont  rapportées  au  module  c; 
mais  il  conviendra  de  les  exprimer  par  des  fonctions  semblables 

rapportées  5u  module  c'  = a,  puisqu’on  a c = Or  par  le» 

formules  de  la  page  68 , première  Partie  , on  a 


F'c  = (i+c*)F'c*  = (î-(-fl)F'a, 
E'c  = (i-fi)E'c*  — b¥‘c=z  — 


-E'a  — (i — o)F'a, 


valeurs  qui,  étant  substituées  dans  les  formules  (19),  donnent 
plus  simplemeut 

£P.  = F / 

(ao) 

?p.=  *(F'«-E-4  . 


166.  Nous  rappellerons  ici  que  pour  calculer  les  quantités  F 'a, 
E 'a , il  font  d’abord  former  la  suite  décroissante  a,  a*,  a",  etc., 
par  la  même  loi  que  1a  suite  des  modules  c,  c”,  c°°,  etc.  Faisant 


s86 

ensuite 
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K 


aÿa°  #4/°“*  ayV” 
a a°  a*° 

a°a** 


etc. , ' 


TT  ir  /a*  . a°a"  . , . N 

H = RU  + “T  + ~r~  + elc0* 
on  sur»,  suivant  les  formules  démontrées  dans  la  première  Partie, 


F‘a^K, 

De  là  résultent  ces  valeurs  très-simples  des  deux  premiers  coeffi- 
ciens  P.,  P, , 

* * P.  = K, 

P.  = 2(K-Ph){ 


ensuite  par  l'équation  (4)  on  trouve  le  troisième  coefficient 
p.  = ;«p,  + }H. 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i a)  et  fi5),  on  en 
déduira  les  valeurs  suivantes  des  trois  premiers  coefficient  Q„, 
#.  , _ 1 * 

Q,,  Q, , nécessaires  au  développement  de  D *,  m 


Q.  = 


R — a‘Il 


Q.  — K.  — H , 

i Q.  + ï Q. 


Ces  formules  sont  disposées  de  manière  à rendre  le  calcul  'numé- 
rique des  premiers  coefliciens  aussi  facile  qu’il  est  possible.  Nous 
en  donnerons  bientôt  des  exemple*.  . . 

Les  valeurs  précédentes  supposent  que  la  différence  i — a n'est 
pas  très-petite,  et  dans  cette  hypothèse  on  n'aura  jamais  à calculer 
qu’un  petit  nombre  de  termes  de  la  suite  a,  a*,  d“,  etc.  , pour 
parvenir  à des  résultats  aussi  approchés  qu'on  voudra.  S’il  arrivait 
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que  , — a fùl  très-petit,  on  ferait  usage  des  formules  (19),  où 

1 c est  encore  beaucoup  plus  petit  que  1 — a,  et  on  substituerait 

dans  ces  formules  les  valeurs  de  F'c  'et  E'c,  calculées  suivant  les 
méthodes  que  prescrit  pour  ce  cas  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

167.  Nous  avons  fait  voir  quels  sont  les  procédés  les  plus  simple^ 
pour  calculer  les  divers  coefliciens  P(a),  Q(A) , qui  servent  à dé- 
velopper les  deux  puissances  consécutives  D~%  D-"-,.'  Si  on  avait- 
à développer  un  plus  grand  nombre  de  puissances  successives,  telles 
que  D-",  D"~ *,  D-"-*,  D-"-3,  on  commencerait  par  la  puissance 
la  plus  élevée  , et  faisant  n = m -f-  5 , on  calculerait  les  coeflîciens 
successifs  P.,  P»,  P,,  etc.,  qui  répondent  à cette  valeur  de  n. 

Connaissant  le  développement  de  IJ-’,  il  faudra  en  déduire  suc- 
cessivement celui  des  puissances  précédentes  D— D— etc. 
Pour  cela  il  faut  observer  que  si  on  a égard  à la  variabilité  de  n, 
la  fonction  P(A)  devTient  une  fonction  de  deux  variables  et  devra 
être  désignée  par  P(A,  n).  Or  les  coefliciens  P(A,  n — 1)  se  dé- 
duisent des  coefliciens  P(A,‘  n ) au  moj-en  de  la  formule  (io),  qui 
peut  être  exprimée  ainsi  : 

* * | - 

(ai)  P(A,  n— .1)  = [P(A — 1 , n)  — P(A+i,  n)]. 

Cette  formule  ne  ferait  pas  connaître  la  valeur  de  P(o,  n — 1); 
on  y supplée  par  I’équatioi»  (1 1)  , qui  donne 

(aa)  P(o,  n—  1)  = (1  +n*)  P(o,  n ) — a«P(i , n ). 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  on  déterminera  les  coefliciens 
P(A , n — 1),  en  supposant  connus  les  coefliciens  P(A,  n)-h  on  cal- 
culera de  même  les  coefliciens  P(A,  n — a),  par  le  moyen  des 
coefliciens  P(A  , n — 1),  et  aiusi  en  rétrogradant,  jusqu’à  ce  qu’on 
ait  les  coefliciens  de  toutes  les  puissances  de  D dont  on  demande 
le  développement. 

. Nous  proposons  de  commencer  par  la  puissance  la  plus  haute, 
parce  que  les  puissances  inférieures  se  déduisent  avec  facilité  des 
supérieures,  au  moyen  des  formules  (ai)  et.(aa). 

168.  Oiî  pourra  aussi,  si  on  le  juge  à propos,  suivre  une  marche 


• l 
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iuversc,  c'est-à-dire  calculer  les  coefliciens  P(A,  n-J-r)  par  le 
moyeu  des  coefliciens  P(A,  n)  supposés  connus.  C’est  ce  qu'on 
exécutera  par  les  formules  (17),  qui  peuvent  être  mises  sous  cette 
forme  : Jfc 


\*r 


P(A,  n-f-l  )— J— P ( A— f—  1 , «-+-*)  : 


(A-t-n)P(A,  n)—  Ç^i  -«)  P(A-4-.n) 
ntl— a)* 


p(a,  «+o-p(a-4-.  , u+t) =^)P(A- 


Il  est  visible  que  les  mêmes  formules  serviront  à déduire  les  coefli- 
ciens P(A,  n+a)  des  coefliciens  P(A,  «-f- 1)  ; ainsi  le  développe- 
ment connu  de  D_*  fera  connaître  le  développement  des  puissances 
successives  D-*,  D— D_*~*,  etc. 


169.  Ona  vu  que  deux  transcendantes  connues  dans  la  suite  P,,  P, , 
P,  , ctê.,  suflisent  pour  déterminer  toutes  les  autres  représentées  par 
P(A)  ou  P(A,n),  et  par  conséquent  pour  avoir  le  développement 
complet  de  D“ Ces  deux  mêmes  transcendantes  suffiront  donc 
aussi  pour  détermiift-r  tous  les  coefliciens  représentés  parP(A,nzfcX), 
et  par  consétfucpt  pour  aVorr  le  développement  de  la  puissance 
D-*^,  k étant  u»  entier  quelconque. 

De  plus,  si  l'on  compare  cntr’elles  les  deux  «valeurs  de  A (\) 
ou  A ( A , n ) , données  par  les  formules  (9)  , on  trouvera  immé- 
diatement 

A(A,n)  = (i — n*)1- ' '*A(A,i — n); 
d'où  résulte  la  formule 


(*4) 


P (*.  «)  __  «.ii-4-i  ■"+» n+A— t . _ 

P (*,  1 — «)  1 — n.u — n.  3 — n....A: — n'  ' ’ 


laquelle  revient  h l'équation  générale  de  la  page  37G , III*  Partie. 
En  vertu  de  ce  théorème,  on  connaîtra  toujours  exactement  le  rap- 
port des  deux  fonctions  P(A,«),  P(A,  1. — n);  de  sorte  que  l'une 
peut  être  déterminée  par  l’autre.  Ainsi  le  développement  de  D-'"*-* 
peut  être  déduit  immédiatement  du  développement  de  D~ ",  et 
réciproquement.  . . 

Donc  les  deux  transcendantes  qui  suflisent  pour  déterminer  en 
général  les  diverses  valeurs  du  coefficient  P (A,  n],  suffiront  aussi 
- . pour 
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pour  déterminer  toutes  les  valeurs  du  coefficient  P(A,  1 — «)  , et 
par  couséquent™ncore  toutes  celles  du  coefücieut  P (A,  ± k — n), 
k étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Combinant  ce  résultat  avec  celui  qu’on  a déjà  trouve , on  voit  que 
les  deux  transcendantes  qui  servent  à former  le  développement 
complet  de  D~",  suffisent  en  même  temps  à former  le  développe- 
ment tant  de  la  puissance  D~ ,:C*  que  de  la  puissance  D""*,  A étaut 
un  entier  quelconque. 

Voici  maintenant  quelques  exemples  qui  serviront  à faire  voir 
plus  clairement  l’usage  de  nos  formules. 

170.  Exemple.  /.  Soit  a = — , et  soit  proposé  de  développer 

les  deux  puissances  D-»,  D-»  ; le  tableau  suivant  donne  les  valeurs 
des  coefliciens  successifs,  jusqu'à  ce  qu’ils  deviennent  trop  petits 
pour  entrer  dans  le  io”*  ordre  de  décimales. 


A 

P(*,i)- 

O 

i .ooa5i  4'Gog  100 

1.03285  64089  598 

1 

o.o5oi8  8G804  878 

o.i5a85  4°6oü  973 

2 

0.00376  57283  i43 

0. 01908  27992  044 

3 

3i  38764  871 

. 222  49281  242. 

4 

3 74676  494 

25  02099  79* 

5 

247 22  960 

a 75161  704 

6 

2266  407 

39803  823* 

7 

• 210  461 

319a  836 

8 

19  732 

33q  205 

9 

1 864 

35  7 58 

.0 

• 3 759 

• 

Les  termes  de  la  seconde  colonne  ont  été  calculés  par  la  formule  (a), 
en  faisant  n=f  , et  donnant  à A les  valeurs  paires  o,  a, 4 »G,  8,  10  ; 
on  eu  a déduit  les  termes  intermédiaires  par  la  formule  de  l’art.  1 58. 

37 
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La  seconde  colonne  étant  ainsi  formée  , on  s’en  cstjervi  pour  calcu- 
ler la  première  au  moyen  des  formules  (a.)  et  («fOn  connaît  donc 
par  ce  petit  tableau  , le  développement  des  deux  pu.ssanees  conse- 
cutives lH  , D-î,  pour  le  cas  de  « = * ; de  manière  que  l'er- 
reur de  la  série  ne  pourra  jamais  s’élever  à une  unité  décimale  du 
dixième  ordre. 

,7i.  Exemple  II.  Soit  a = et  soit  proposé  de  développer  les 

deux  puissances  D"  • , D-  *.  . ; 

On  pourrait  exécuter  les  calculs  comme  dans  l’exemple  precedent, 
parce  que  les  suites  tirées  de  la  formule  (a)  seraient.encorc  suffisam- 
ment convergentes  ; mais  si  on  veut  obtenir  des  résultats  exacts 
jusqu'à  la  douzième  décimale  environ , on  y parviendra  plus  prompte- 
ment par  les  formules  de  l’art.  1G6.  • 

En  prenant  pour  module  u = i = sin  |,  la  théorie  des  fonctions- 


elliptiques  donne  les  valeurs  suivantes: 


K = 1.07318  20071  494, 

II  = o.o3855  o3887  041  ; 


de  là  on  déduit,  par  les  formules  de  l’article  cité. 


P(o,i)  = 1.07318  20071  494 
P(i  , = 0.27793  30989  634 

P (2,  i)  = 0.10549  44958  fy2 


P(o,  i)  = 1.89074  66177  3o5 
P(l,|)  = 1.29025  ooi5o  107 
P(2,  |)  = O.779OI  322l8  77O 


Qn  continuera  le  calcul  des  quantités  P (A,  ï)  par  la  formule 


(aX-i)P(A+i,i)  = 5xP(A,î)-(2X+i)P(^-*,!), 

et  on  en  déduira  les  valeurs  de  P ( A , \ ) par  la  formule  ( ai  ) , 
ce  qui  donnera  les  séries  de  ces  cocüiciens,  comme  on  les  voit 

dans  le  tableau  suitant. 

*■  ■ . 
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A 

O 

1.07318  20071  494 

1 .89074  56177  3o5 

I 

0.27793  00989  634 

1 . 29025  001 5o  137 

2 

0.10549  44958  892 

0.77901  33218  770 

5 

0.04422  91324  002 

0.44629  4°479  °°8 

4 

0.01942  35009  568 

0.24826  3653o  744 

5 

0.00876  28991  069 

0. i355i  80539  1 i5 

6 

0.00402  "37244  6gG 

0.07300  565og  967 

7 

0.00187  076173  266 

0.05894  86456  4'° 

8 

0.00087  78723  217 

0.02062  44486  5a5 

9 

0.00041  49*57  923 

o.oioS5  67213  472 

IO 

0.00019  7a258  5i8 

o.oo568  75521  3o5 

I I 

0.00009  4*871  684 

0.00396  7697a  755 

1*2 

o.ooi54  53167  ai5 

17a.  On  peut  vérifier  ces  résultats  en  calculant  les  derniers  termes 
s),P(  *3»  t)  Par  la  formule  (a)  , ou  encore  mieux  par  la 
valeur  de  P (A)  que  fouruitTéquation  (7)  , savoir  ; •. 


PW.= 

05) 


n.n^- 


-1  ax  f _ , n — 1 n a* 

’ (1  —a1)*  v ' !—*+.•  i-«* 


A-J-l  1 — Q* 
.n— 9 n.n-f-t 


‘A-fi.A+a 


+e,c)‘ 


On  trouvera  de  cette  manière  , en  poussant  l'approximation  jusqu'à 
la  treizième  décimale  , • 


, P ( n , s)  = 0.0000g  41871  680  , 

P ( 1 2 , J ) = 0 . 00 1 54  33167  407- 

I .'erreur  des  résultats  précédens  ne  se  fait  donc  remarquer  que 
dan%  le  1 1""  ordre  de  décimales  sur  P(ia,|),et  dans  le  1 3"*  seu- 
lement sur  P ( f 1 , ).  Elle  pourrait  être  plus  considérable  , sans 

qu'il  y eût  une  erreur  d'uuo.  unitc  sur  la  dernière  décimale  des 
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valeurs  de  P.,  P,,  P,,  d'où  l’on  a déduit  toutes  les  suivantes  P,, 
P4 , etc. , parce  que  la  formule  (4  ) qui  sert  à faire  ces  calculs,  a 
riuconvénicnt , comme  nous  l’avons  déjà  remarqué  , de  faire  croître 
les  erreurs  absolues  suivant  une  progression  à peu  près  géomé- 
trique dont  la  raison  est  au  moins  ^ ; d’où  il  suit  qu’aprçs  un 

nombre  de  termes  peu  considérable  , les  résultats  deviendraient  en- 
tièrement défectueux.  C’est  au  reste  ce  qu’on  éviterait  en  suivant 
la  route  indiquée  art.  1G0  , mais  les  calculs  seraient  plus  longs. 

En  jetant  un  coup  d!a-il  sur  le  tableau  précédent,  on  voit  que  les 
deux  séries  tendent  de  pins  en  plus  à se  confondre  avec  une  progres- 
sion géométrique  dont  la  raison  est  j ou  a.  On  prévoit  dès-lors  de 
quelle  grandeur  à peu  près  seraient  des  termes  beaucoup  plus  éloi- 
gnés , tels  que  P(ai,-j),P(aa,  j ) ; ces  termes  se  trouveront 
directement,  et  avec  une  approximation  assez  grande,  par  la  for- 
mule (8)  qui  donne 


P ( a t , J ) = o . ooooo  0067 1 55 , 
P (22,  j)  = o. ooooo  141205.  , 


On  voit  de  cette  manière  jusqu’où  il  faut  prolonger  les  deux  suites, 
pour  que  les  tenpes  deviennent  plus  petits  qu’une  limite  donnée. 

*173.  Exemple  III.  Soit  o = 0.7233523  , et  soit  proposé  de  déve- 
lopper jusqu’à  neuf  ou  dix  termes  les  puissances  D-*,  D"ï. 

On  calculera  d’abord,  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  les 
modulesdccroissansa , a",  a*0,  etc., et  leurs  complémensi,  £%i”,e te.; 
Ce  qui  donpera  les  logarithmes  suivans  : 


a 9.85953  78587  0774 

9.26264  53(74  3o8o 

a”....*.  7.93060  a4a35  499a 
a"*....  5.25916  o63\8  Sioq 
fl*°*°..  • 7.92323  06436  2327 


b 9.83916  57438  4'32 

b° 9.99259  66675  9680 

b’° 9-99998  42257  9754 

b°"-  • • • 9-99999  99999  a8^7 
bM“  ...  o . ooooo  ooooo  0000 


On  voit  que , quoique  a soit  assez  près  de  l'uniuT,  il  ne  faut  ce- 
pendant prolonger  la  suite  des  modules  que  jusqu'au  quatrième 
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ternie  , ppur  avoir  les  quantités  cherchées*  K et  II  approchées  jus- 
qu’à la  quatorzième  décitnale.  *• 

Calculant  en  effet  ces  quantités  par  les  formules  K=y/Q . 

ir  lt  (a°  i a°a“°  . o”u'"«w’° \ 

II  = K — H g — J,  on  aura 

logK.  s=  0.07670  85737  4°7°> 

K = 1.19518  71668  9482,  . 

H = 0.10969  09434  8484. 

En  partant  de  ces  valeurs , et  suivant  la  même  marche  que  dans 
l’exemple  précédent,  nous  avons  formé  le  tableau  suivant  qui  con- 
tient les  valeurs  des  coefliciens  calculés  avec  dix  décimales,  jus- 
qu’au neuvième  ou  dixième  terme.  . 


A 

P(A,U* 

P(*,î).  • 

O 

1 . i93  18  7166c) 

4.99626  29628 

l 

0.47120  69097 

4.43583  71725 

a 

0 26378  97665 

3.69338  48434 

3 

0.16167  i4479* 

2.97708  98367 

4 

0. io339  4a358 

2.35232  944 2 5 

5 

0.06779  SaSqq 

1.83555  74847 

6 

o.o45i8  70701 

1.41 5og  4°952 

7 

o.o5o47  27436 

1.08390  91672 

8 

9 

0.03073  o»563 

0.82529  82164 
0.62556  34889 

Le  peu  de  convergence  de. ces  séries  exigerait  quelles  fussent 
poussées  très-loin,  pour  que  les  coefliciens  devinssent  négligeables.  . 
On  on  jugera  par  la  formule  (8)  qui , étant  appliquée  au  cas  de 
A=5o  , donne  . 

P (5o, ;)  — 0.00000  ooio5  733 , 

P (5o, |)  = 0.00000  11659  555. 


ag4  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL.  . 

174.  Puisque  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  peut  faciliter 
beaucoup  la  détermination  des  coefiiciens  P ( A,  i)  et  P , f)  , 
dans  le  cas  où  a est  très-peu  différent  de  l’unité  , il  importe  d exa- 
miner avec  soin  les  conséquences  ultérieures  qu’on  pourrait  déduire 
de  cette  théorie. 

Soit  donc  proposé  la  quantité  D‘  = ( 1 -f-  a*  — aa  cos  <p  )*  ; je  fais 
*=a4.—  yr,  c = 7^>et  j’ai  D»  = (i  + a)  ( 1 — c*  sin*4)- , ou 
D» _ A,  en  faisant  A = \/(  1 — c*sin*  4)- 

Du- module  c qui  a pour  complément  b = \/(i  — c*)  > on  déduit 
le  module  suivant  c*  parla  formule  c“  = , laquelle  donne  dans 

ce  cas  c'  = <i,*et  son  complément  4°  = %/ ( * — a *)•  enspite  on 

prend  une  nouvelle  amplitude  4°  H11*  satisfasse  à l’équation»  tri— 
gonométrique  lang  ( 4»  — 4 ) = b tang  4 , ou  qui  soit  donnéé  par 
la  suite 

4*  = 34  — a sin  a4  + ï «*  sin  44  — T "3  sln  ®4  4-  clc-  > 

on  aura  la  transformée  suivante,- où  A”  représente  \/(i — c"sin‘4”) , 

c”  cru  4-°  + A* 

A = T+c*  ; 

- • 

de  là  on  tire,  en  observant  que  c°  = a , 

1 » " 

D»  = AB  + a cos  4* , 

(^6)  D-i=  ^=^cp°. 

biais  si  on  fait  , D*=  . cos ?,  p=3f-7r, 

on  aura  semblablement  ( D*  )»  = ( 1 ■+■  <*”  ) A%  ou  A’  = 7^7°  '* 
"donc  D * ou 

’ ' I. 

• ( 1 -t-n»-— ao»  co»  »")*.+  a Va°  • ; »*. 

(27)  • (i-f-o* — aacosf)  * — (1 — o ) 

j ?5.  La  relation  directe  entre  p et  <f , par  laquelle  on  obtient 


X 
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fcelle  transformation  , est  contenue  dans  l'équation 

tang  ( 7 9 — T V J = b col  i Q. 

Mais  pour  qu’il  n’y  ait  pas  lieu  à ambiguité , quand  on  veut  déter- 
miner <p‘  par  le  moyen  de  <p  , il  faut  imaginer  que  l’arc  <p  augmente 
indéfiniment  depuis  la  valeur  zéro  jusqu’à 'tant  de  circonférences 
qu’on  voudra.  Cela  posé , l’arc  <pa  devra  satisfaire  à l’équation 
sin  (<p  -f-  j 7r  — j ) = a sin  ( j K -f-  v <?")  ; d’où  l’on  voit  qu'en  dé- 
signant par  6 le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  a pour  sinus,  la  quantité 
•+-  j 7t  — J sera  toujours  renfermée  entre  les  limites  — f—  fl  et 
— 0 , de  sorte  qu'on  pourra  supposer  <p°  = ap  -f-  7r  -f-  fl  sirr  À , 
A étant  un  angle  qui  varie  avec  <p  ; c’est  aussi  ce  qui  résulte  de 
la  série 

j = ~ t + <p  -f-  a sin  <p  -f-  -J  a*  sin  ap  -f ■ ja1  sin  ô<p  -|-  etc. 

Maintenant  comme  a°  sera  toujours  plus  petit  que  a,  puisqu’on  a 
a”  = ^ » 1®  fonction  (D3)*  se  développera  en  une  suite 

L.  + aL,  cos  -f-  aL.cosap3  -f-  aLj  cos  3<p3-f-etc., 

dans  laquelle  le  coefficient  L (A)  est  en  général  la  valeur- de  la 
fonction  P(  k,  n) , lorsqu’on  fait  « = — j et  qu'on  met  au 
lieu  de  a. 


Dans  le  cas  de  l’exemple  III,  on  a a’  = o.  i83o8  ; ainsi 'la  suite 
L. , L, , L, , etc.  doit  être  fort  convergente  ; on  trouve  en  effet  le 

terme  L,„=  o.-ooooo  00007  7^3. 

• * . 

Cette  suite  étant  trouvée,  le  développement  de  D *,  ordonné 
suivant  les  cosinus  des  multiples  de  , sera 

. . 1 fL„+at,1cos?°-|-aLlcoj9?“-$-aL3Cos3?0+etc.  j 

(a»)  u l—  (i _„•)(,  +o«)'l  +2i/a».!in  i ?"  / 

On  pourrait  , pour  plus  de  symétrie  , mettre  au  lieu  du  terme 

a j/ a3,  sin  j <p’ , sa  valeur  • 

* 

4 1/«° / acosf"  acoso?3  acos3?°  \ 

'•  » A1  rr-  5.7  . e,cv* 
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mais  cette  suite  n’étant  pas  suffisamment  convergente  , il  vaut  mieux 

ne  rien  changer  à la  formule.  • 

_ 1 

176.  Si  on  voulait  avoir  le  développement  de  D *.,  on  le  de’dui- 

I 

rail  aisément  de  l’équation  (1  — a*)  D *=A<’ — a cos  -«J," , qui , étant 
élevée  au  cube  , donne  , 

( , D"  ' — A*  (a”+  3«*  cos*  4*) — a cos  4°  (3  A**+  o*  cos*  4")- 

Mais  on  a A**  = 1 — a*  -f-  a'  cos*  4%  d’où  • 

* A*  (A**  4-3<i* cos*  4*)  = 3A*5— 3(i  — 
a cos  4“  (3A*’  4"  °*  cos*  4°)  = cos  34"  *4“  3a  cos  4*  * 

donc 

( i — a*  )’  D~  * ss  4A'S  — 5 ( 1 —-a*)  A*  4*  3a  cos  4*  4-  a1  cos  3 4*. 


Substituant  les  valeurs  A°=  4 °=*j4-ï  «1  vient  enfin, 

(1— a*)1  D"*  = ^4^—  — Za  sin  * ? + flï  siu  * **• 


Or  on  a déjà  fait  (D*)  'sdj.-f-aL , cosp’-j-aL.cos  asp°4-3L3cos  3<p*4-elc.^ 
supposons  qu’on  ait  semblablement 
s 

(D*)*  =a  M,4-  jM,  cos  ip°  4-  aM,  cos  a$*4-  aM}  cos  3ç>*  4-  etc. , 

on  pourra  déterminer  les  coefficiens  M„ , M, , M, , etc.  d’après  les 
formules  (8)  qui  donnent  f 

M.  = (1  4-  a°‘  ) L. — ao*  L, , 

M,  = — -J  a”  (L.  — L.)  , 

M.  = — | «°  ( L,  — Lj  ) , 

. * M3  = — | a*  ( L,  — L4  ) , 

• etc. 

* ' _!  * f • . 

On  connaîtra  donc»le  développement  de  D * par  l'équation 

(,_«*)•. 
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(1—  a’)’  D"“'=^-^:ys(M.4-2M1cos^°-f-2M,cosa$'>-t-2MjCOs5$',-+-etc) 

Ca9)  — aL.cos^+aL.cosay+aLjCosj^+etc.) 

— 5a sin  j ç!,-f-a3sin j 

et  ces  séries  exprimées  par  l’angle  tp°,  seront  "en  général  beaucoup 
plus  convergentes  que  celles  qui  sont  exprimées  immédiatement 
par  l’angle  <p.  ~ . 

177.  On  pourrait  ultérieurement  réduire  le  développement  de 

I t 

D * à celui  de  ( D*3)*  , da'ns  lequel  les  coefllciens  décroîtraient 
encore  plus  rapidement , puisque  a"'  est  beaucoup  plus  petit  que 
et  il  serait  facile  de  continuer  à volonté  ces  réductions.  Ou  a en 
effet  les  équations  successives.  • , • 

( t — «*)  D-i  = a sin-  i <p°  -f-  (D*)?  , 

(D*)ï  = — a'  sin  a 

I a»o  t 

' _(D“)ï==-a--sinAr'-+7i7^(D-")*, 

etc.  * . 

d’où  résultent  ces  valeurs  de(i  — <j*)D  * , 

(«—'**)  D"ï=asinA^—  8iniip~4-_^.-^l:(D“)ï  * 

(1  — •*)  D~»  = asiBAy*- Sj^-sin  sin  a $•” 


a y a*  a y a*0  a\/a0* 


Mais  à cause  du  décroissement  très-rapide  de  la  suite  a,  a*,  n”, 
<2”“,  etc.,  les  quantités  D%  D“,  D°°°,  etc.  tendront  non  moins  rapi- 
dement vers  leur  limite  qui  est  l’unité  ; et  à ce  terme,  le  produit 

. — — . — — -r.ctc.  sera  ce  que  nous  avons  désigné  par  c-,  donc 

ai /a  a y a a y a • 1 . * K 

on  aura  généralement,  .'  . .. 

(3o)  (1— «*)D"*=^4-<»sinAr— î^-sini?"— ' — ^"“-sinifp*"— etc. 

58 
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Cette  formule  a beaucoup  d'analogie  avec  celle  qui  donne  la  valeur 
d'un  arc  d'ellipse;  elle  forme  une  suite  trcs-convergente  dont  il 
s u dira  toujours  de  prendre  un  petit  nombre  de  termes,  et  au  moyeu 
de  laquelle  on  exprimera  en  quelque  sorte  rationnellement,  la  quau- 

« * mmJL 

tité  irrationnelle  — aacosp)"*.  Mais  ce  développement  a l'iq-  ; 

convénient  d'être  formé  avec  des  variables  % *,  p°',  etc. , toutes  diffé- 
rentes les  unes  des  autres , et  par  cette  raison , la  formule  est  plus 
curieuse  qu'utile.  Il  n’en  est  pas  de  même  lorsqu’on  s'en  tient  à la 
première  transformation,  et  il  est  permis  de  croire  que  l’expression 


que  nous  avons  donnée  de  D * en  fonction  de  l'amplitude  $*,  pour- 
rait s’appliquer  utilement  dans  quelques  cas  difficiles  de  la  théorie 
des  perturbations  des  planètes. 

178.  Si  l'on  fait  <p=o , il  en  résulte  <p”=7 r,  p”=3 tt,  p**°==77r,ete., 
et  l'équation  (5o)  donne 


a t/n’  , o t/  q*q°°  , 0 j/u^a0  a“* 


-f-etc. 


Ainsi  on  a en  général  cette  valeur  de 


1 

K : 


1 a t/a*  fl  v/(fl°fl°°)  o t/(a°fl*°o*°°) 

K — 1 ~ 4 8 etc' 

Cette  formule  qui  résulterait  également  de  la  supposition  <p=z  tt,  peut 
se  déduire  facilement  des  formules  déjà  conuues  ; en  effet  on  a 

a = \ , a*  = —.-—z  , etc.  ; ainsi  les  différons  termes  de  la  suite 

I -4-  Û 9 1 -f-  ÉT 

précédente  peuvent  s’exprimer  comme  il  suit  : 

qy/n°  0*  ay/Ca”fl°°)_  fl°r  -,  fl  t/(a°q°°ae”)  <i~° 

a 1+0°'  4 i+a°.i+a~’  8 i+u*.  i+a'°.  1 +ïï“““,B,C' 

On  aura  donc 

1 n*  o~  aM  , ' 

- — — t M ■ — — . — - ■ , . — ■ M — — Pif* 

K i+a“  i+fl“.i+a«“  i+o°. 1+0°*.  i+o“’“ 

Cette  série,  selon  qu’on  l’arrête  au  antenne  , au‘3““,  au  4“*,  etc., 
donne  successivement  les  résultats  : 


1 1 

i+a“  ’ 1 +a“.i  +«F' 


1 . 

1 + a'1. 1 + a*.  1 + u°~  ’ 


etc. 
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Ainsi  on  aura  en  général*^.  = ( i -f-a'  ) ( i -|-  a")  (i  -{-a"*),  etc., 
ce  qui  est  la  valeur  connue  de  cette  quantité. 

179.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les  coefficiens  diffé- 
rentiels de  la  fonction  P (A) , pris  par  rapport  à a. 

Puisqu’on  a en  général  P (X)  = ~J'~  , si  oa  différentie 

cette  équation  par  rapport  à u,  on  aura  . . 

dP  00  a»  cas  xp  , . . r 

-à2  =~  T J -fD^- (—  C05!^> 

ou  • • ' 

</P(>0  n r /dp  cm  (A — j)  t , dp  cm  (a-H)»  mdp  cm>p\ 

~a  ij  \ D**‘  D"+>  / 

Appelons  comme  ci-dessus  Q (A)  ce  que  devient  la  fonction  P (A) 
lorsque  n se  change  en  n -f-  1 , nous  aurons 

(3i)  * ^ = «[QCA-i)  + Q(A-t-i)~3nQ(A)]; 

Ainsi  en  supposant  connus  les  coefficiens  Q,  , .Q,,  Q, , etc.  qui 
appartiennent  au  développement  de  on  connaîtra  les  valeurs 

successives  du  coefficient  différentiel  ; il  n’y  a pas  même  lieu 

à excepter  le  cas  de  A = o , parce  qu’alors  on  a Q ( — 1 ) = Qr , 
et  qn’ainsi  la  formule  (3i  ) donne  „ 

— n (aQ.  — a*Q0- 

180.  Si  l’on  veut  déterminer  les  coefficiens  différentiels^—^, 

sans  supposer  la  connaissance  des  coefficiens  P(x»«-f-i)  qui 
répondent  à l’exposant  n -f- 1 , et  que  uous  avons  désignés  par  Q (*), 
voici  commcut  on  pourra  y parvenir. 

L’cqualion  (10)  étant  mise  sous  cette  forme 

g PM  = « [Q(*-0--Q(*+‘  )]> 

• * 

si  on  la  différentie  par  rapport  à a , on  aura 

y-ar^-QC*—  0— Q(  +>)+"[_ — d« & J • 
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substituant  au  lieu  de  , sa  valeur  tfônnée  par  l’équation  (3i)  , 
on  trouve  • 

• « * _ , P 

— i) ,IQ  (a+Q (a — Q Q (A — 1)+  (*-f ')  Q (H-0 a^Q 

da  T.  « ’ 


dT 


Puisque  n n’entre  pas  dans  cette  équation  , on  peut  mettre  P (*) 
au  lieu  de  Q (à)  , et  on  aura  également  cette  formule  générale  : 
,T_N  ^(A-,)  <tt(A+,)_  (a-i)P(a-i)  + (a+i)P(a+i) 

(3a)  ~Ta T « aAnj‘ 

Elle  donne  successivement 

Ï-S=Î(2P*+4P4)-6Pj,  . 

etc.; 

d’où  l’on  voit  qüe  pour  calculer  les  coefficiens  différentiels  suc- 
cessifs ^ > etc.  , il  suffit  de  connaître  les  deux 

. . rfP„  rfP, 

premiers 

i 

181.  On  a pour  cet  effet  les  deux  équations  ‘ • 

. ■ ïf  = n (2Q,—  aaQ»)  a ‘ . ' . ^ 4 

^ = »(Q.+Q.-2«Q.), 

dans  lesquelles  il  faut  substituer  les  valeurs  de  Q. , Q, , Q,,. expri- 
mées en  P„  et  P, , d’après  les  équations  du  n°  16a  ; cette  substi- 
tution donne 

îr^7S?0,'  + “I>.-;p.). 

Mais  on  peut  mettre  ces  équations  sous  1a  forme  suivante,  plus 
commode  pour  le  calcul  numérique  , 
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dPc  d P. 

da  ‘ da 

di\ 

WP, 

— ' V( 

da 

da 

i+«L' 
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^[(^-OP.-^p.  + ip,].. 

Ces  formnlcs  se  simplifient  encore  dans  le  cas  de  n = £ , et  donnent 

/B /\  Ol'o  L dPt  1 

' " da  ~~~  i — a*  * i la  a * da  ^ 

C’est  aussi  ce  qu’on  trouverait  immédiatement  par  la  différentia- 
tion  des  équations  (20) , en  observant  qu’on  a ~ ~~^1 

18a.  Si  on  vent  avoir  la  valeur  générale  du  coefficient  différen- 
tiel -£p->  exprimée  par  les  fonctions  P seulement,  on  la  déduira 

aisément  des  équations  (3i)  et  ( i4);  mais  voici  un  moyen  d’y 
parvenir  qui  nous  fournira  en  même  temps  de  nouvelles  formules. 

Nous  avons  déjà  trouvé  K = — an  C°^ C<M  **  ; on 

a semblablement  «^£'1  = - . de  ,• 

résulte 

— a -jj1  — -j  f j [(“ — coiî)'coiAÿ  4.  (a— cos^))inÿsinx«J. 
Le  second  membre  se  réduit  à • 

. ...  . ' 

et  au  moyen  de  l'intégration  par  parties , il  se  réduit  ultérieurement  à 
ain(M-i)e— . an+*  rdfcm*}  C co»(*4"»J# 

*D*  ^ » J D*  \ <tr  ) J ~ D* 

La  partie  Lors  du  signe  est  nulle  dans  les  deux  limites  de  l'in- 
tégrale, cl  l’autre  partie  = (an+^)P(A) — P(A-f-i);  donc 
on  aura  la  formule 

(35)  a A)p(A)_(>-±i)p(A-H). 

Si  ou  change  le  signe  de  A et  qu’on  observe  que  la  formule 
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P(A)  3=  i donne  P( — AJ  = P(A),  on  aura  semblablement 

(36)  • - « ^T  - (an“A)  PW  + ^ p(*~  >)• 

Ces  deux  équations  donnent  par  leur  différence  la  formule  (3a); 
mais  pour  en  déduire  la  valeur  du  coefficient  cherché  il  faut 

encore  recourir  à l'équation  (4)  , dont  la  différentielle  est  , 
.rfPfA+i)  /i  , JV'frW 


(*_,+„)  + (*  4-1  — 3r 

et  par  la  combinaison  de  ces  trois  équation^1  on  aura 
(37)  (.-«‘)  ^ = (»->  + n)  P(a— .)  - (a  4.  i - n)  P(a  + i)  4-  3noP(A). 

D'où  l'on  voit  que  le  coefficient  différentiel  sc  détermine  as- 
sez simplement  par  les  trois  termes  consécutifs  P(A — t),  P(A), 
P(A-f-i);  il  pourrait  se  déterminer  par  deux  seulement  de  ccs 
termes,  en  éliminant  le  troisième  à l’aide  de  l’équation  (4)  $ mais  . 

la  formule  qui  en  résulterait  serait  moins  simple  que  la  précédente. 

. % * " « * / 
i83.  Au  moyen  de  l’équation  (37)  on  pourrait  trouver  la  valeur 

du  coefficient  différentiel  —jjj,— , exprimée  par  les  fonctions  P( A); 

mais  celle  expression  serait  fort  compliquée,  et  la  complication  aug- 
menterait encore  dans  la  valeur  des  coefficicns  différentiels  des 
ordres  supérieurs.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  pourra  former 
successivement  les  coefficients  différentiels  de  chaque  ordre,  à 
compter  des  deux  premiers  termes  où  l’on  a A=o  et  A=i,  par 
la  méthode  suivante,  analogue  à celle  que  nous  avons  suivie  pour 
les  coefficiens  différentiels  du  premier  ordre,  dans  les  art.  180  et  181. 
De  l’équation  (3a)  on  tire,  par  la  différcutiation , 

ainsi  on  connaîtra  les  valeurs  successives  de  , si  on  connaît 

da‘ 

, * ddf„  dd  P,  • ' 

les  deux  premiers  termes 
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Or  par  la  différentiation  des  équations  (33)  on  a ces  deux  for- 
mules : 

• <->(ï+ï)=K£+£-ï)+£- 

• . . - ddPa  ddP.  « s • . 

ainsi  on  voit  que  les  termes  -j~r  > se  déterminent  par  des 

quantités  connues,  puisqu’on  est  censé  avoir  formé  la  suite  des 

locfliciens  différentiels  du  premier  ordre,  avant  de  passer  à ceux 

du  second  ordre. 

184.  On  peut  encore  simplifier  cette  détermination  et  celle  des 
coefliciens  différentiels  des  ordres  supérieurs,  par  les  considéra- 
tions suivantes.  On  tire  d’abord  des  équations  (39) 
ddPD  ddP,  c/P, 


ddP,  ddP . ^ /d  P0  Pft\  qPt  . 

. -xf  “ * s?  - a"  Car  - t)  + -r* 

d’un  autre  côté,  les  équations  (35)  donnent 

</P„  «fl*,  / NT, 

rfP,  rfP.  T>  P, 

^-"dû=3nP‘-  ai 

combinant  entr’elles  ces  quatre  équations,  on  en  déduira  les  deux 
équations  différentielles  suivantes,  pour  déterminer  séparément  les 
fonctions  P,  et  P, 

(«•— (4"+»K]^ f ’-[,-K4«*—  «kF.-o,. 

i* 

De  là  on  voit  que  le  coefficient  du  second  onW-r-î  se  détermi- 


nera directement  par  le  moyen  des  deux  quantités  et  P„,  et 
que  le  coeflicient  se  déterminera  de  même  par  le  moyen  d« 


S •> 
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1 85.  Les  mûmes  équations  feront  connaître , par  des  différent 
tiations  répétées,  les  coeflicicns  différentiels  des  ordres  ultérieurs. 
Ainsi  l'équation  relative  à la  fonction  P,  doune  successivement  : 

(“—«*) ^ +[3 — (4"  +5K3 2“r*—  (4"*+  i a»-pa}<»  — (8n»— a)  P,=c, 

(« M" -I- 8)0*3^'— «n+aon +i ») o (' an‘+ « an)^-=c, 

MO  rf‘p 

etc. 

Ces  équations  dont  il  serait  facile  de  trouver  l'expression  générale  , 

font  voir  que  la  série  des  coefficiens  différentiels  Sr-  S1» 
rf  P • 

■jJ- , etc.  peut  être  prolongée  aussi  loin  qu'on  voudra , et  que 
chacun  d’eux  se  déterminera  toujours  par  les  trois  précédens. 


JjD  J'p  i4p 

i )a*]  -jrJ  — (4n'4  a8n+a8)u  — ( 1 6n‘+3an+i 


18G.  Connaissant  les  coefficiens  différentiels  delà  fonction  P, , 
on  pourra  en  déduire  ceux  de  P.  par  les  équations  successives 
dP„ 


(43)  == 


a da 

(MP, 

lûï  — a~3a~ 
JP, 


da 

ddP, 

æ?0 

da 
£ Po 

da* 

etc. 


-f  ( an  — i ) P, , 


da' 

d>P, 

da * 


JP, 

2n-&> 
( a n> 


* / da * 

, . i d’P, 

( 3*  + 3 ) 


équations  dont  la  loi  est  manifeste. 

On  peut  aussi  déterminer  directement  ces  coefficiens,  à compter 
du  second  ordre,  par  les  équations  successives 

JJne  J p • 

+ On*]^  -4«*aP.  = 0 , 

+ 4)a^-(4"’+8n+!.)a^-4n*P„=o , 

(o — o,)-^-4-[3 — (4«  + (4n*+i6n+io)o^?î— (8n*+8n+a)^  = a 

(Q— +[4—(4"+i  oK]^*— Mn‘+24n+24)a<^T— (,an*+a4n+ia)^~=o , 
etc; 

187. 
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187.  Connaissant  les  deux  premiers  termes  du  second  ordre 


on  calculera  les  suivans  par  l'équation  déjà  trouvée 


Cette  équation  étant  dilTércntiée  successivement , donnera  les  for- 
mules suivantes  : 


Par  les  équations  (4«)  , (42)  > (43)  , on  connaît  pour  un  ordre  quel- 
conque k,  les  deux  premiers  coefliciens  différentiels  ; on 

pourra  donc  , par  les  équations  précédentes  , continuer  indéfi niment 
le  calcul  des  autres  coefficicns  différentiels  du  même  ordre  k. 

Toutes  ces  formules  sont  disposées  de  manière  que  les  quantités  a 
et  1 — a%  entrent  comme  diviseurs  au  moindre  degré  possible  ; «lies 
seront  sujettes  à quelques  inconvéniens , lorsque  n sera  très-petit  et 
lorsqu'il  sera  très-près  de  l’unité  ; dans  le  dernier  cas  , les  valeurs  da 

coefficient^^  deviennent  de  plus  en  plus  grandes  à mesure  que 

k augmente  ; mais  les  formules  précédentes  donneront  toujours  à 
peu  près  le  même  degré  d’exactitude  relative  sur  la  valeur  des  quan- 
tités qu'on  cherche  ; c’est-à-dire  que  le  nombre  de  figures  exactes 
par  lesquelles  elles  sont  exprimées,  sera  toujours  à peu  près  le 
même. 


188.  Lorsque  a est  très-petit , on  peut  éviter  tout  à fait  l’emploi 
des  équations  précédentes,  et  déterminer  directement  les  valeurs 
des  quantités  P(a)  et  de  leurs  coefliciens  différentiels  de  divers 
ordres,  parle  moyen  de  la  formule 


PM" 


n.n-H  ...n-M- 1 , n A r n , 


n . n-f-i 

1 .a 


A 4“  n . A-J-n  + 1 
A-f-1  .A-f-a 


ax-^+etc.). 

59 
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En  effet , si  pour  une  valeur  donnée  de  a,  on  calcule  les  diffë- 
rens  termes  de  cette  suite,  que  nous  désignerons  par  Co* , C'a"*"1,  etc., 
ensorte  qu’on  ait 

P (a)  = Ca1  -|-  C'a*'+*  + CV*4  -f-  C*«x+6etc.  ; 
les  cocfïiciens  différentiels  successifs  de  P (a)  se  détermineront  im- 
médiatement par  les  formules 

— ,^==ACa'-'-H*+a)C'«,‘+'+(A+‘0c,'«’‘+î-l-(A+6)CV+s+ctc.1  . ’ 

du 

i5)  — r=  a.a— i.Ca',— ’+A-f-a.A+l  .CV+A+4- A+S.Co'^-t-etc. , 

au* 

■■  = a.a— i^— a.Co>‘~^4-A-t-a.A4-i.ACa,'— ,-4-A-J-4-A+3.A+a.C'a,,+,-H'tc. 

da‘  , 

etc. , 

et  on  voit  que  les  calculs  seront  faciles  à cause  de  la  convergence  des 
séries,  et  de  l'emploi  répété  des  memes  coefficiens  C,  G',  G1',  etc. 

189.  Nous  remarquerons  que  les  calculs  sont  susceptibles  de  quel- 
que simplification,  si,  ayant  à calculer  les  coefficiens  différentiels 
de  la  fonction  P (a)  qui  répond  à l’exposant  a,  ou  connaît  déjà  les 
valeurs  de  la  fonction  Q(a)  qui  répond  à l’exposant  «4-  1.  Eu  effet  , 
d’après  la  formule  (3i)  , on  aura  successivement 

aoQ.  ) , 


Sr  = «(Q.4-Q.-MQ.), 

==  « (Q,  4-  Q,  — anQ.  ) , 
etc. 

Pour  avoir  une  expression  semblable  des  coefficiens  différentiels  du 
second  ordre , je  diffërentie  l’équation  (3i) , et  j’en  tire 

am = ..[«£=!> + i22±o «]. 

J’observe  ensuite  que  si  on  met  n 4-  * a la  place  de  n , et  Q à la 
place  de  P dans  les  équations  (35)  et  ( 36) , on  aura , en  ajoutant 
ces  équations, 

^'aa^=^+OQW+^QCA-.)--^Q(A+.)f 
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substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente  , on  aura  la 
formule 

(46)  ^=a»(3«+.)Q(A)+=  [(A-.)Q(A—  1)— (X+,)Q(X+,)]. 

Ainsi  on  voit  qu’au  moyen  des  fonctions  Q (A)  ou  P (A,  h+ 1)  , 
on  pourra  déterminer  les  coefficicns  différentiels  du  premier  ordre 

par  la  formule  (5 1 ) , et  les  cocfliciens  différentiels  du  second 

ordre  '■  par  la  formule  (46). 

190.  Dans  le  cas  de  n = |,les  deux  formules  (3i)  et  (46) 
donnent 

= HQ(*-0  + Q(M-0]-«QW» 

'47)  dJV(>.)  _ (*-1) <?(*-■ )-(>+,) Q(H-0 

t/a*  V / ■“  2a  * 

Voici  l’application  de  ces  formules  au  cas  de  l’exemple  III,  dans 
lequel  on'  a déjà  calculé  les  premières  valeurs  de  Q (A) , désignées 
P*r  P (A,  ï). 


A 

éP(A,l) 

da 

dd\>(\tj) 

daJ 

rfP(*,U 

da 1 

O 

0.82187  87994 

3.86002  3358a 

28.2772a  297  1 

I 

1 . i56a3  95937 

3.76360  5o553 

28.681 t6  475  j 

2 

1.02491  89510 

4.27932  65397 

29.10017  3 1 7 

J 

0.86944  1 904 1 

4>556io  29643 

30.93666  4a3 

4 

0.70380  77947 

4.54116  70062 

33.19201  a35  ■ 

5 

<; 

7 

0.55744  o4i63 
o.455i 5 00594 
o.336i6  96444 

4.30219  87330 
3.92264  82209 

34.93111  169  | 

I,a  troisième  colonne  a été  calculée  par  les  formules  des  art.  i85, 
18G  et  187. 

191.  On  voit  par  le  tableau  précédent,  que  a étant  peu  différent 
de  i’uuité , les  cociücicns  diflércntiels  successifs  —Jjp-  > 


-•tiÿ 
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??  ^ , etc.  augmentent , d’une  manière  fort  rapide  , d’un  terme 
au  suivant.  Cependant  dans  le  même  ordre  k , les  divers  coelliciens 
I'-  ne  peuvent  passer  un  maximum  après  lequel  ils  décroissent 
continuellement,  et  Unissent  par  être  aussi  petits  qu’on  voudra. 

On  pourrait  trouver  une  valeur  assez,  approchée  de  — , lorsque 

a est  très-grand.  Pour  cela  il  faudrait  faire  usage  de  la  formule  (7) 
qui  donne 

) r-  a*  n—  1 n a'** 

i)L(i— ot"1’  « ’a+i'cj— «■)■+• 

■ î.n — a n.n-f-i  u’-4-» 
ï.a  ' A-f-i,A-J-a‘ (1 — a"/' 


p/Xl r 

(,j8)  ^ ' r«r(Aq- 


etc.^. 

Soit  donc  — — = F ( ft , z ) , F (ft,  y)  désignant  une  fonc- 


(»9) 


da‘ 

lion  connue  de  a et  des  exposans  fi  et  r ; on  aura  en  général  : 

rf‘P(A)  r(A+n)  r . n — 1 n 

— j-.- — — i- — -A;.  F (> , n) d . — .F  (A4-a,  n-f-i) 

rfa*  TfllXA+l)  L ‘ a+i  x t > -r-  z 

.n — a n.n-f-i 


+ 


i.a  ’A-f-i.A-fa' 


F (a+4  > n+a)  + etc 


] 


Lorsque  A est  très-grand,  comme  nous  le  supposons,  cette  suite 
est  assez  convergente  dans  ses  premiers  termes,  pour  qu’on  puisse 
négliger  les  termes  suivans  ; la  question  est  donc  réduite  à trouver 
la  fonction  F pour  un  ordre  donné  k , ce  qui  n'aura  aucune  difficulté 
tant  que  k sera  d’un  petit  nombre  d’unités. 

iga.  11  ne  sera  pas  inutile  de  présenter  sous  un  même  point  de 
vue,  les  principales  propriétés  de  la  fonction  P (A,  «),  que  nous 
avons  démontrées  dans  ce  chapitre. 

I.  Celte  fonction  est  purement  algébrique  lorsque  n est  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif.  Dans  tout  autre  cas  , les  fonctions  P (A,  n) 
forment  un  genre  particulier  de  transcendantes  , qui  a de  l'analogie 
avec  les  fonctions  elliptiques  complcttes  de  la  première  et  de  la 
seconde  espèce,  et  qui  se  réduit  à ces  fonctions  lorsque  an  est  un 
nombre  impair. 

II.  Si  on  considère  les  valeurs  de  P (A,  «),  qui  répondent  tant 
aux  différentes  valeurs  du  nombre  entier  A , qu’à  toutes  les  valeurs 
de  n qui  ne  diffèrent  entr’elles  que  d’un  nombre  entier,  toutes  ces 
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valeurs  peuvent  se  déterminer  par  le  moyen  de  deux  transcendantes 
seulement , pour  lesquelles  on  peut  choisir  deux  termes  consécutifs, 
tels  que  P (A, n),  P ( £ + i , fl  ) ou  P ( k,  n ) , P ( k,  n -f-  i ). 

III.  Il  en  est  de  même  des  coefBciens  différentiels  '!P  ^ * 1 " \ 

da 

~ ; » elc-  a l'infini  > lesquels  peuvent , dans  les  mêmes 

cas  , être  déterminés  entièrement  par  les  deux  mêmes  transcendantes. 
Celte  propriété  que  les  fonctions  P ( A , «)  partagent  avec  les  fonc- 
tions elliptiques  complettes  F'e,  E'c,  n’a  pas  lieu  dans  un  grand 
nombre  de  transcendantes  , et  notamment  dans  les  fonctions  logTfl, 
dont  les  coefficiens  différentiels  successifs  offrent  des  transcendantes 
différentes  de  la  fonction  principale. 

IV.  Les  deux  mêmes  transcendantes  qui  déterminent  les  diverses 

valeurs  de  la  fonction'  P ( A-,  n k ) , K et  k étant  des  entiers  qqel- 

conques,  peuvent  aussi  servir  à déterminer  la  fonction  P(A,  i— «=fc  A), 
ou  simplement P ( * , dt  £ — n). 

Ainsi,  en  général,  les  deux  transcendantes  par  lesquelles  ou  peut 
effectuer  le  développement  de  D~",  serviront  aussi  à effectuer  le  dé- 
veloppement d'un  terme  quelconque  de$  deux  suites 


D-"*3,  D-'+*,  D— +t,  D—  , D——,  D— D—-3 * 

D***  , D’*’  , D"  , D-'*",  D-**",  D~<+*. .. . . . 

V.  Quel  que  soit  l’exposant  »,  pourvu  qu’il  soit  positif,  la  valeur 

du  coefficient  différentiel  d’un  ordre  quelconque  sera 

toujours  positive. 

VI.  La  plus  simple  des  transcendantes  désignées  par  P (A , n ) , 
eslP(o,  n);  si  on  la  désigne  par  4(w)  ou  4>  sa  valeur  sera 
donnée  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  formules  suivantes  : 


(55) 


+(^)v+(^=îy.'+(' 


’n — I .n — 3\* 

770  ) 


a'-f-etc 


3 


VII. Il  résulte  de  la  deuxième  propriété  qu’au  moyen  des  deux  fonc- 
tions consécutives  4 (n) , 4 («4*  0 » on  pourra  en  général  exprimer 
* exactement  la  transcendante  P (A,  «),  et  plus  généralement  k ira  ns- 
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cendante  P (A  , =b  n -f-  À ) , le  étant  un  entier  quelconque.  Il  en 
sera  de  même  des  coefTicieus  différentiels  de  cette  transcendante. 

ig3.  Puisque  la  fonction  P (o , n)  on  4"  (n)  est  la  plus  simple  des 
transcendantes  désignées  en  général  par  P(A,  n),  et  qu’elle  sert 
à exprimer  ces  transcendantes,  nous  examinerons  succinctement 
les  propriétés  qui  leur  sont  particulières. 

On  déduit  immédiatement  des  équations  (5o)  , 

(5>)  4 («)  = («—•)'-- 4 (»-»); 

d'où  il  suit  que  les  fonctions  4 (n) > 4 ( 5 — n)  » T1'  se  servenl  cn 
quelque  sorte  de  complément , peuvent  être  détermiuees  l’une  par 
l’autre. 

En  faisant  n négatif  dans  celte  équation,  ou  en  mettant  — n à 
la  place  de  n,  on  a l’équation 

(5a)  4 (— n)  = (i  — <J*),+“4(.1 +n)i 

d’où  il  suit  que  toute  fonction  4 ( — n)  dont  la  variable  est  néga- 
tive, peut  se  changer  immédiatement  cn  une  autre  dont  la  variable 
est  positive. 

On  peut  réciproquement  changer  toute  fonction  4(n)  ^onl  1® 
variable  est  positive,  en  une  autre  dont  la  variable  soit  négative, 
pourvu  qu’on  «il  n > î ; cela  résulte  immédiatement  de  l’équa- 
tion (5t). 

Lorsque  «est  < i , la  réduction  ne  peut  plus  avoir  lieu , parce 
qu’alors  n et  1 — n sont  tous  deux  positifs.  Ainsi  la  formule  (5i) 

donnerait,  par  exemple,  4(ï)  = ( i — *»*)’4(f)  » 4 (?)  = ( 1 ~ «*)i  4 (!)  » 
ce  qui  ne  se  rapporte  qu’aux  fonctions  supplémentaires. 

ig4«  Lorsque  a sera  très-près  de  l'unité,  on  ne  pourra  que  très* 
difficilement  déterminer,  avec  un  certain  degré  d’approximation,  la 
fonction  4 Par  les  suites  (5o)  ; dans  ce  cas  , on  ne  peut  mieux  faire 
que  de  chercher  la  valeur  de  4 ( ” ) Par  ^es  quadratures.  On  a 

d’abord  4 (n)  = niais  cette  vafeur  n’est  bonne  à employer 

que  lorsque  n est  négatif,  parce  que  D étant  très-petit  pour  les 
premières  valeurs  de  <p  , l’ordonnée  ^ de  la  courbe  à quarrer  serait 
très-grande  , si  n était  positif. 


Jt 
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Au  moyen  des  quadratures,  on  trouvera  donc  très-aisément  la 
valeur  de  4 ( — m)  , en  employant  la  formule  4(“  m)='~ 

et  cherchant  la  valeur  de  l’aire  pour  les  limites  p — o , p = tt. 

Et  puisqu'on  a 4 ("»-f-  i ) = (i  — «*)~‘“*“4  (—/»),  il  s’ensuit 
qu’on  aura  , par  le  même  moyen  ,1a  valeur  de  la  fonction  4 (»)  pour 
toute  valeur  positive  de  n,  pourvu  qu’on  ait  n>  i. 

Il  reste  donc  à voir  ce  que  l’on  doit  faire  lorsque  n est  positif 
et  < i. 

195.  Si  on  fait  V=  et  qu’on  différentie  chaque  membre 
par  rapport  à p,  on  aura  , après  quelques  réductions  , 

WV  = (i+n)  (i—a-y^—  (,-f  an)  (i+«‘)  ^ -f-  n ; 

intégrant  de  part  et  d’autre  dans  les  limites  fixées,  et  observant 
que  dans  ces  limites  V s'évanouit  , on  aura  la  formule 

(55)  0=714  (n) — (i+2«)(i+o,)4(n+,)-H(i+«)(I — u*)*4(7ï-f-a). 

Cette  formule,  au  reste,  serait  facile  à dtflbire  de  celles  qui  ont 
été  trouvées  ci-dessus  pour  les  fonctions  P ( A,  n)  ; mais  nous  avons 
préféré  de  la  démontrer  directement. 

196.  Au  moyen  de  la  formule  précédente,  toute  fonction  4 (»)  , 
dans  laquelle  n est  plus  petit  que  l’unité,  pourra  s’exprimer  par  les 
deux  fonctions  4 («+  1 ),  4 (B+*)  > dans  lesquelles  la  variable  est 
plüs  grande  que  l’unité  ; celles-ci  se  déterminent  facilement  par  les 
quadratures,  ainsi  qu’on  l'a  fait  voir  dans  l’article  précédent:  le  cas 
de  n positif  et  < 1 se  résoudra  donc  de  même  parles  quadratures. 

Ou  aura,  par  exemple,  d’après  la  formule  (53), 

4 G) = 5 (»+«*)  4 (!) — 4 (■«  — «*)*4  (5)  î 

d’un  autre  côté  par  la  formule  (5i),  on  a 

4 (!) = 0 — <f 1 4 (-Î) , 4 G) = ( « - <T ¥4  (-  î). 

donc 

(>-*•)’  4 G)  = 5 ( « + f) 4(-i)-44 (-!); 

et  par  conséquent  4 (y)  se  détermine  au  moyen  de  la  formule 
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(,_a*)r4(i)=  Sl'±£ïfDL>dt-îfDÎdt. 


197.  Connaissant  les  fonctions  4 ('<)  > "4  (n~i~  1 ) j 4 (n~h3)  > c*c-  » 
an  moyen  de  deux  d’entr’elles , on  pourra  de  meme  déterminer  les 
valeurs  de  leurs  coefïiciens  différentiels  successifs  , pris  par  rapporta». 

E11  effet , de  l’équation  4 (»)*;/ jÿ » on  déduit 


■os  <p) 


dp 

D*+' 


il  viendra 


rfv  (n) n 

da  urj  D’ 


. , , D+o*— 1 

Substituant  la  valeur  a — cosp= — — — î 

— n f , ce  qui  donne  la  formule 

UT  J D,+'’  1 


(54)  a — *+  M — »(*  — «•)+(»+*)■  ' 

Il  est  visible  que  par  cette  formule  on  pourrait  obtenir  la  valeur  du 
coefficient  différentiel  , exprimée  par  les  fonctions  4 ( n ) > 

4(n+i)  , 4 (n-f-a),  ou  seulement  par  les  fonctions  4 («), 4 («-H)» 
puisque  4 («+a)  peut  être  éliminé  au  moyen  de  l’équation  (53)  : on 
aurait  de  même  l’expression  des  coelficiens  différentiels  des  ordres 
plus  élevés.  Mais  on  peut  plus  directement  parvenir  au  même  but  par 
le  moyen  des  équalions(43),  où  la  fonction  désignée  par  P„  n’est  autre 
chose  que  4(n)  ou  4-  En  vertu  dc  ces  équations  on  a d’abord 

(55)  («— ' «*— ■ 4*°*)  4"*'4  = °; 

d’où  il  suit  que  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  , se 
détermine  directement  par  le  moyen  de  4 et  de  ^ , et  qu  ainsi  il 

peut  être  exprimé  par  les  deux  fonctions  4 («)  et4('H-1)-  0“  vo‘t 

....  , iT^ 

ensuite  par  les  mêmes  équations,  qu  a compter  de  , un  terme 

quelconque  de  la  suite  4 > ^ • 3?*  JET*  elc*  se  déduira  “cs 

trois  précédées,  suivant  une  loi  dont  il  serait  facile  de  donner 
l’expression  générale. 


fin  de  la  v*  partie. 
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DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


SIXIÈME  PARTIE. 


La  théorie  des  Fonctions  elliptiques  étant  l’objet  principal  de  cet 
ouvrage,  nous  avons  pensé  que  pour  faire  sentir  davantage  l'utilité 
de  cette  théorie  , il  serait  bon  d’en  montrer  l'application  à quelques- 
uns  des  problèmes  les  plus  iutércssaus  de  la  Mécanique.  Nous  avons 
choisi,  dans  celte  vue,  le  mouvement  de  rotation  d’un  corps  solide 
qui  11’est  sollicité  par  aucune  force  accélératrice , et  le  mouvement 
d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes  : ces  deux  problèmes  sont 
l'objet  des  sections  I cl  11  de  la  sixième  partie. 

Les  solutions  de  ces  problèmes  sont  connues  depuis  long-temps. 
Nous  les  avons  exposées  à notre  manière , en  nous  rapprochant,  pour 
la  première,  de  la  méthode  donnée  par  d'Alembert,  dans  le  tom.  IV 
de  scs  Opuscules,  et  pour  la  seconde,  des  méthodes  données  par 
Euler,  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin,  anu.  1760,  et 
dans  le  tom.  XI  des  iVoef  Coin.  Pttrop.  Par  ces  méthodes,  comme 
par  Celles  de  tous  les  autres  géomètres  qui  oitt  traité  les  mêmes 
questions,  on  parvient  à réduire  la  solution  aux  quadratures.  C'était 
un  grand  pas  dans -la  carrière  de  la  science,  et  un  beau  titre  de 
gloire  pour  ceux  qui , les  premiers , ont  su  obtenir  ces  réduc- 
tions; mais  le  développement  ultérieur  de  la  solution  , l'énumération 
et  la  division  des  diflérens  cas,  la  réduction  des  formules  au  dernier 
terme  de  simplicité  dont  elles  sont  susceptibles , enfin  la  possibilité 
de  déterminer,  avec  tout  le  degré  d'exactitude  qujpn  peut  desirer, 
la  position  du  corps  et  toutes  les  circonstauces  du»mouvemenl  au 

4o 
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bout  d'an  temps  quelconque,  sont  autant  de  choses  que  la  simple 
réduction  aux  quadratures  ne  donne  point , ou  ne  donne  que  d’une 
manière  imparfaite,  attendu  que  les  formules,  qui  s’adaptent  assez 
facilement  à la  première  révolution,  n’oflfrent  plus  rien  de  déterminé, 
lorsqu’il  s’agit  d’embrasser,  dans  un  même  calcul , un  temps  quel- 
conque et  un  nombre  indéfini  d«  révolutions.  Nous  espérons  qu’à 
cet  égard  les  développemens  que  nous  avons  donnés  ne  laisseront 
rien  à desirer , et  qu’ils  mettront  dans  tout  leur  jour  les  avantages 
nombreux  qu’on  peut  retirer,  en  pareil  cas,  de  l’usage  des  fonctions 
elliptiques. 

On  remarquera  sans  doute  que  la  seconde  section , qui  traite  du 
mouvement  d’un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes , est  fort  étendue. 
Cependant  nous  n’avons  considéré , outre  les  cas  généraux , que 
quelques-uns  des  cas  particuliers  que  le  problème  renferme,  lorsque 
la  courbe  décrite  est  située  dans  un  même  plan , et  nous  n’avons 
indiqué  que  très-soipmaireroent  les  points  principaux  de  la  solution, 
lorsque  la  courbe  décrite  est  à double  courbure  ; d’ailleurs  nous  avons 
toujours  supposé  que  la  courbe  ne  s’étend  pas  à l’infini , afin  de  ne 
considérer  que  des  mouvemens  permanens.  On  voit  par  là  que  celte 
matière  aurait  été  susceptible  d’une  beaucoup  plus  grande  extension; 
mais  dans  le  cadre  étroit  où  nous  l’avons  renfermée,  nous  osons  croire 
que  les  géomètres  trouveront  quelques  résultats  dignes  de  leur  atten- 
tion , peut-être  même  des  vues^  nouvelles  pour  traiter  le  fameux 
problème  des  trois  corps , dans  d’autres  hypothèses  que  celles  qui 
servent  de  base  aux  méthodes  ordinaires  d’approximation.  La  seconde 
section  est  terminée  par  la  détermination  du  mouvement  rectiligne 
d’un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes;  problème  qui  offre  encore 
une  assez  belle  application  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Enfin,  la  troisième  section  est  une  continuation  des  recherches 
variées  dont  on  a vu  des  exemples  dans  les  parties  précédentes  , 
et  dont  quelques-unes  se  rapportent  encore  à la  théorie  des  Fonctions 
elliptiques. 


. 
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PREMIÈRE  SECTION. 

Du  mouvement  de  rotation  cT un  corps  solide  autour  d’un 
point  fixe. 

i.  Soit  A le  centre  de  gravité,  ou  plus  généralement  le  point  Fig. 
autour  duquel  le  corps  peut  tourner  librement  dans  tous  les  sens. 
Soient  AB,  AC,  AD  trois  axes  perpendiculaires  eutr'cux,  dont  la 
position  soit  invariable  dans  l'espace. 

Imaginons  une  surface  sphérique  décrite  du  centre  A , laquelle  soit 
rencontrée  aux  points  B,C,  D par  ces  trois  axes;  c'est  à celte 
surface,  considérée  comme  immobile  dans  l’espace,  que  nous  rap- 
porterons tous  les  mouvemens  du  corps  ; et  pour  fixer  les  idées, 
nous  donnerons  le  nom  de  pôle  au  point  D , d 'équateur  au  cercle 
BC  , et  de  méridien  à un  grand  cercle  quelconque  DX  passant  par 
le  point  D. 

Supposons  qu'au  bout  du  temps  / les  trois  axes  principaux  du  corps 
soient  représentés  sur  la  sphère  parles  trois  points  L,  M,  N,  formant 
le  triangle  LMN  , dont  les  trois  côtés  et  les  trois  angles  sont  de  go*. 

11  est  évident  que  la  position  du  corps  sera  déterminée  à chaque 
instant,  si  l’on  connaît  celle  des  trois  points  L,  M,  N.  Ainsi  tout  se 
réduit  à déterminer,  au  bout  du  temps  /,  les  arcs BX  , LX,  et  l'angle 
DLM,  en  supposant  toutefois  que  les  axes  AL  et  AM  sont  pris  l'un 
et  l’autre  d’une  manière  déterminée  parmi  les  to>is  axes  principaux 
du  corps  ; de  sorte  que  le  choix  de  ces  axes  étanrune  fois  fait  d’après 
l’état  initial  du  mouvement,  les  lettres  L et  M continuent  detre 
affectées  aux  mêmes  axes. 

a.  Soit  AP  le  rayon  sur  lequel  est  situé  le  centre  d’une  molécule 
quelconque  du  corps  <fll.  Soient  x ,jr,  z les  coordonnés  rectangles 
de  cette  molécule , parallèles  aux  trois  axes  AB , AC , AD  , et  soit  sa 
distance  au  centre  =r=  z*)  ; si  l’on  mène  les  trois 

arcs  BP,  CP,  DP,  on  aura  x = r cos  BP,  jr  = /-cos  CP,  s=rcos  DP. 
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De  même  si  s,  u , r sont  les  trois  coordonnées  de  la  même  molé- 
cule, parallèles  aux  trois  axes  principaux  AL,  AM,  AN,  on  aura 
s — r cos  LP,«=  rcos  MP,  i>  = rcosNP. 

Soit  maintenant  BX=p,  LX  = 0,  PL=/>etl’anglc  PLD=fl — ai, 
fl  étant  la  valeur  de  I’LD  lorsque  t = o,  et  ai  désignant  la  quantité 
dont  cet  angle  est  diminué  dans  le  temps  r,  par  le  mouvemeut  de 
rotation  du  corps  autour  de  l’axe  AL , mouvement  qui  est  supposé 
avoir  lieu  dans  le  sens  BC.  * 

D'après  ces  élémens,  il  faut  calculer  les  valeurs  des  coordonnées 
a:,^,  s;  pour  cela,  il  faut  considérer  d’abord  le  triangle  sphérique 
I)LP,  dans  lequel  on  a les  deux  côtés  DL  = go°  — 0,  LP  =p,  et 
l’angle  compris  PI.D  = fl  — en;  ou  en  déduira 

cors  DP  = si n 0 cos  p cos  0 sin  p cos  (H — o>  ) , 

sin  DP  sin  LDP  ==  sin  p sin  (fl  — u)  , 

sin  DP  cos  LDP  = cos  0 cos  p — sin  0 sin  p cos  (fl  — ai). 

Parle  moyen  de  cos  DP,  on  connaîtra  z = /-cos  DP.  Pour  avoir  x, 
il  faut  connaître  BP;  or  le  triangle  DBP  donne 

cos  BP  = sin  DP  cos  (p  + LDP): 
de  même  par  le  triangle  PDC,  on  aura 

cos  CP  = siu  DP  sin  ( <p  + LDP  ). 

Soit  donc  r cos  p — s et  r sin  p = s',  on  aura  les  valeurs  suivantes 
des  coordonnées  x ,jr , z : 

x = sens  p cos  0 — s'cosp  sin  0 cos  (£1 — ai)  — s'  sin  p sin  (fl — ai), 
y = a- sin  p cos  6 — s'sin  p sin  0 COS  (fl — or)  -j-  s'eos  <p  sin  (fl — ai), 
z — s sin0  -f-  s'  cos  0 cos  (£1 — ai). 

3.  Dans  l’instant  dt , qu’on  suppose  constant,  le  molécule  rfM 
acquiert  les  vitesses  ^ ~ , suivant  les  axes  AB,  AC,  AD. 

Or, d’après  les  principes  connus, les  molécules  animées  dp  ces  diffé- 
rentes vitesses  dirigées  en  sens  contraires,  doivent  faire  équilibre 
aux  forces  accélératrices.  Donc  si  l’on  appelle  X , Y,  Z les  momens 
des  forces  accélératrices  pour  faire  tourner  le  système  autour  des 
axes  AB,  AC,  AD  dans  les  sens  CD,  DB,  BC,  on  aura  les  équations 
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différentielles  du  mouvement  comme  il  suit  : 

f{jddz  — zddj  ) ,iyi  = xjt\ 

/(  zddx  — xddz  ) d M = Ydc, 
f ( jeddy  — jddx  ) t/M  = Z *//*. 

Par  la  nature  de  ces  éqirations,  on  voit  que  les  différentielles  ddx, 
ddj , </i/c  supposent  s,  a',  O constantes,  et  qu’au  contraire  les  signes 
d’intégration  supposent  ces  quantités  seules  variables. 

4-  H s'agit  maintenant  de  substituer,  dans  ces  équations,  les  valenrs 
dex,  y , s,  données  n°  a;  mais  les  propriétés  connues  des  axes  prin- 
cipaux serviront  à abréger  beaucoup  le  calcul. 

D’abord  la  figure  et  la  constitution  du  corps  étant  données , nous 
supposerons  connues  les  intégrales  suivantes  : 

/WM  = A,  fu\M  = B , /WM  = C , 
au  moyen  desquelles  les  momens  d’inertie  du  corps , considérés 
successivement  par  rapport  aux  axes  AL,  AM,  AN,  seront  B -f-C  , 
A + C,  A-f-  B. 

Soit  # la  valeur  de  l’angle  DLM  au  commencement  du  mouvement; 
comme  on  a en  même  temps  DI  .P =X1  ,011  aura  l’angle  PLM=fl-f-a; 
d’où  résulte  cos  PM  = sin  p cos  (fl-f-a)  et  cos  PN =sin  p sin  (Xl-f-a). 
Mais  on  a r cos  PM  = u et  r cos  PN  = p;  donc 

u = s’ cos  fl  cos  a — s'  sin  Xi  sin  a , 
v = s1  sin  fl  cos  a + s'  cos  XI  sin  a. 

Ces  équations  donnent  réciproquement 

s’  cos  XI  = u cos  a -f-  p sin  * , 
t s'  sin  XI  = p cos  « — u sin  * ; 

et  puisqu’on  a,  par  la  propriété  des  axes  principaux,  fsuditzzzo , 
J svdM.  = o , / iWM  = o,  il  en  résulte  les  intégrales 

/ ss'  cos  Xl</M  = o , fss'  sin  Xlf/M  = O , 

/ jV  sin  XI  cos  Xl</M  = ( C — B)  sin  * cos  a , 

/ s' s' cos*XldM  = B cos'a  -f-  C sin*# , 

/ s' s'  sia'XlrfM  — B sin*#  ■+■  C cos*«. 
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5.  Si  l'on  exécute  roainlenant  les  substitutions  indiquées , et  qu’on 
fasse  pour  abréger  , 

cos(2»-f-2<x)^|rf;p  sia  0 cos  fl 

p r 

-j ^rÆsin  0 sin  (a»-f-2a)+  (B-J-C)rfa»  cos  fl, 

Q = Q!^4-A+^^cos(2&>-f-2a)^]df^— ^5^)épcos0sin(2i>-f-2*), 

les  équations  du  mouvement  deviendront 

d (P  cos  p -f-  Q siu  p)  — Xdl', 
d (P  sin  p — Q cos  p)  = Y dt‘, 

<i[(B  +C)(«/*  + — P cot  fl]  = Z de. 

G.  Ces  équations  se  simplifient  dans  différentes  hypothèses.  Par 
exemple,  si  ou  a B = C , les  valeurs  de  P et  Q deviennent 

P = (B  — A ) dp  sin  S cos  8 + aB du  cos  9 , 

Q = (B  + A)<Æ, 

et  l'une  des  trois  équatious  du  mouvement  peut  être  remplacée  par 
la  suivante  : 

aBrf  (dp  sin  0 +//«)  = (X  cos  p cos  fl-+-  Y sin  p cosfl  + Zsinfl)  dt'. 
Le  cas  de  B = C a lieu  lorsque  les  deux  axes  principaux  AM,  AN 
sont  semblables  entr’eux,  de  sorte*que  les  momens  d’inertie,  par 
rapport  à ces  deux  axes,  sont  égaux.  Tous  les  solides  de  révolution 
homogènes  et  une  infinité  d'autres  corps  sont  dans  ce  cas. 

7.  L’angle  a disparaît  du  calcul  dans  le  cas  de  B = C,  parce  que 
tous  les  axes  perpendiculaires  à AL  peuvent  être  considérés  alors 
comme  des  axes  principaux.  En  général,  on  peut  faire  a = O- dans 
tous  les  cas,  en  preuant  la  directrice  AD  dans  le  plan  où  se  trouvent 
les  deux  axes  principaux  AL,  AM  au  commencement  du  mouve- 
ment. Mais  comme  la  supposition  de  a = o ne  simplifie  pas  le  calcul 
et  ne  fait  disparaître  aucun  terme , il  vaut  mieux  laisser  a.  tel  qu’il 
est,  et  se  réserver  la  liberté  de  déterminer  la  directrice  AD,  de 
manière  à faciliter  les  intégrations.  On  ne  tardera  pas  à en  voir  un 
exemple. 
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Application  de  ces  formules  au  cas  où  les  forces  accélératrices 
sont  nulles. 


8.  Dans  le  cas  où  les  forces  accélératrices  X , Y,  Z sont  nulles, 
les  équations  du  n*  5 s'intégrent  d'elles-mêmes , et  on  a les  intégrales 


P cos  <p  -f-  Q sin  ç = A 'dt , 

P sin  <p  — Q cos  <p  = B 'dt , 

(B  + C)(<fr + ^)  — P cot  0 = C'dt. 

Or,  on  peut  toujours  prendre  la  directrice  AD  telle  que  les  cons- 
tantes A'  et  B'  soient  nulles;  alors  on  aura  P = o,  Q = o et 

d<p  + -4^-ç  = , K étant  une  nouvelle  constante;  de  sorte  que 

les  équations  du  mouvement  seront 

\n! — cos  (aai-f- 2*)]  di p sin  0 cos  0 — dS sin  0 sin  (sa -f-  sa.) 

•+■  (n  -f-  n ')  du  cos  6 = 0 , 

[n  — cos(a<»+2a)]  <$■+•  dç  cos  0 sin  (su-+-  sa)  = o, 

àp+4^-.  =Kdt, 

T ■ >ui  s ' 

i «.  , . i . C -f-  B -4-  aA  t C + B — aA 

ou  Ion  a fait,  pour  abréger,  n = ■ ■ ■ c — , n'  — — jj— — . 


g.  Avant  d’aller  plus  loin  , il  faut  faire  voir  comment , d’après  l’état 
initial  du  mouvement,  on  peut  déterminer  la  directrice  AD  j'de  ma- 
nière que  les  constantes  A'  et  B'  soient  nulles,  ainsi  que  le  supposent 
ces  dernières  équations. 

Au  commencement  du  mouvement,  où  l’on  a l= o,a=o,  p=o, 
soit  AI  l’axe  de  rotation  primitif  autour  duquel  le  corps  tourne  avec  la  Fig.  a. 
vitesse  angulaire  W dans  le  sensL/,  et  soit  la  distance  LI  = e.On  peut 
supposa «•<90%  parce  quesi  e était  plus  grand  que  90%  on  prendrait, 
au  lieu  ae  L , l’autre  extrémité  du  mémo  axe  AL. 

Soit  en  même  temps  M l’extrémité  de  l’axe  principal  AM,  dont  le 
moment  cs^A  -f-C  : nous  supposerons  que  l’anglolLM  est  adjacent 
a l’angle  DL/,  déterminé  par  la  direction  du  mouvement  ; c’est-à-dire 
que  ces  deux  angles  sont  formés  de  diûérens  cotés  de  l’arc  LI  ; 


« 
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d’ailleurs  l'angle  ILM , qui  est  un  angle  donné  et  que  nous  suppose- 
rons = L,  peut  être  plus  petit  ou  plus  grand  que  go*. 

L’arc  LM  étant  donné  de  position  par  l’angle  L , l’arc  LN,  où  se 
trouve  situé  le  troisième  axe  principal  AN,  dont  le  moment  est  A-f-B, 
sera  également  déterminé  en  prenant , du  même  côté  que  Ll  par 
rapport  à ML,  l’angle  MLN  = go”. 

10.  Cela  posé,  soit  y la  valeur  initiale  de  S,  on  auraDL=-j7r — y. 
D'ailleurs  on  a supposé,  au  commencement  du  mouvement,  l’angle 
DLM  = et;  ainsi,  pour  connaître  la  position  du  point  D,  il  s’agit  de 
déterminer  les  quantités  a et  y par  la  condition  que  les  constantes 
» A' et  B' soient  milles,  ou  qu’on  ait  au  commencement  du  mouvement 
P = o , Q = o. 

I./  étant  l’arc  décrit  dans  le  premier  instant  par  le  point  L,  on  a 
L/ = \V<// sin  s ; du  point  l menant  Un  perpendiculaire  sur  DL,  on 
aura  L/n  = Wdt  sin  t sin  ( L — a)  et  ml  = W<lt  sin  s cos  ( L — a. ). 
Pendant  que  le  point  L parcourt  l’arc  L / par  son  mouvement  de 
rotation  autour  de  1 , le  point  D , en  tant  qu’il  désigne  l’extrémité 
d’un  axe  AD  fixe  dans  le  corps,  parcourt  l’arc  Dd—Wdt  sin  DI 
perpendiculaire  à DI  ; d’où  il  suit  que  le  corps  tourne  autour  de  l’axe 

mobile  dune  quantité  DLa  = ^T"DI » c cst  *a  v®leur 

initiale  de  dot.  D’ailleurs  L/n  est  la  valeur  initiale  de  — di,  et  l’angle 
LDI  ou  . est  celle  de  dtp;  donc  on  a,  au  commencement  dn 


mouvement , 


^ — W sin  « sin  ( L — a)  , 

dt s Wsin  i , . . 

-±  = cos  ( L — a), 

dt  cos  y ' ' 

d « /cos  y cos  i — sin  y sin  < cos  ( L — « } ^ 

dt  t \ • cos  y 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  P=o,  Q±zo,  et  faisant 
en  même  temps  cd  = o , 8 = y , on  aura  * 

o c=  («' — cos  aa)  sin  y sin  t cos  (L — a)  -4-  sin  y sin  t sin  aa  sin  (L  — a) 
+ («  +«')cos3-cos£  — (/i+/i')  sin  y sin  c cos(L  **-  a)  , 

0 = (n— cos  3 et)  sin  i sin  (L  — «)  — sia  6 sin  3* cos  (L  — a). 

La 
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La  seconde  se  réduit  à n sin  ( L — et)  = sin  (L-f-et)  ; d'où  l’on  tire 

tanS  * = ;r+7  lans  L —Â+c  UnS  L • 

et  substituant  cette  valeur  dans  l'autre,  il  en  résulte 

C -f-  A co»  Ij  . A + Iî  »in  L , 

cot  y — ■_  ' . tang  e — — - . — — tang  t. 

' G + B co»  « ® G -j-  B sin  u ** 


On  voit  que  la  détermination  du  point  D par  la  tangente  de  l’arc  DL, 
et  celle  de  l’angle  MLD,  ne  laissent  aucune  ambiguité,  etqu’ainsi  on 
est  assuré  de  satisfaire,  d’une  manière  générale,  à la  condition  que 
les  constantes  A'  et  B'  soient  nulles,  ce  qui  simplifiera  beaucoup  la 
solution  du  problème. 

Les  données  qui  ont  lieu  au  commencement  du  mouvement  font 
connaître  en  même  temps  la  constante  K,  dont  la  valeur  est 


K = 


W co»  i 
sin  y 


il.  Nous  remarquerons  qu’on  peut  déterminer  la  position  du 
point  D relativement  aux  axes  principaux  AL,  AM,  AN,  par  de» 
formules  plus  élégantes,  et  qui  feront  découvrir  une  belle  propriété 
de  la  directrice  AD. 

Ayant  fait  IL  = s,  on  fera  semblablement  IM  = t',  IN  = t"  ; soit 
de  plus  DL=p  = \-tc — y , DM  = p',  DN -p"-  Dans  le  triangle 

L1M , où  le  côté  LM  est  de  qo",  on  a cos  ILM  = co>  !*■*■  : donc 

cos  L = ; de  même  dans  le  triangle  1LN,  on  aura  sin  L 

sim  sin  ■ 

Les  triangles  DLM,  DLN,  qui  ont  un  côté  de  90%  donneront  sem- 
blablement cos  et  = cnsp  et  sin  «=  C°*--  ; donc 

iwp  un  p ' 


tang  et  = 


ros  p 
coup' 


et  tang  L : 


C05  l 


Niais  on  a trouvé  ; donc 


co»  p“ (A  4-  en»  >' 

cos/j  (A-f*C)  cos  1" 


Il  est  remarquable  que  la  quantité  (A-f-C)coss'  représente  le 

4i 
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moment  d'inertie  de  l’axe  AM  multiplié  par  le  cosinus  de  la  distance 
IM,  de  même  que  (A  + B)  cos  «"représente  un  semblable  produit 
pour  l’axe  AN.  D'après  l’équation  précédente  , on  peut  présumer 
qu'il  existe  un  semblable  rapport  entre  cos  p!  et  cos p.  En  effet,  si 


dans  l'équation  cot  y = ^"l"C 


cosL 


- tang  c,  on  substitue  les  valeurs 


sia  n 

cot  y — £• 

f co»  p' 


coaL  _ 
coa  « 


C L C09  i 

cos  t ain  p , j • 

> . - . — , on  aura , en  réduisant , 

c Qsp  6Ui  i 9 * 9 


cos  p ( A 4"  C ) co*  «f 

C 05 p (B  -f*  C)  co s i 9 


ce  qui  est  la  propriété  menlionuée. 

Puisque  les  quantités  cos  p,  cos  p',  cos  p"  sont  proportionnelles 
respectivement  auxquantités  (B+C)  cos«, ( A-f-C) cos (A-t-B)cos 
puisqu’on  a d'ailleurs  cos*/'  -h cos'p'  -+-  cos*//'  = i , il  s’ensuit  que  si 
l’on  fait,  pour  abréger, 

D=  ^/[(B4-C)*cos*«  + (A-f-C)‘cos*«'-f-  (A-j-B)*cos*«"], 


on  aura 


(B-fr.)  co« . 

cos  p = , 


, (A+C)cos«' 
cosp  =^t)' •, 


„ (A+B)cosi* 
cos  p"=K g 


Ces  trois  cosinus  déterminent  la  position  du  point  D,  et  on  voit  que 
ce  point  sera  le  même , quel  que  soit  celui  des  axes  principaux  qu’on 
prend  pour  AL,  et  auquel  on  rapporte  le  mouvement  du  corps;  car 
l'écbange  qu’on  peut  faire  entre  deux  des  trois  axes  principaux  , ou 
entre  deux  des  trois  lettres  A , B , C , ne  change  en  rien  les  trois  dis- 
tances p , p p",  qui  sont  toujours  les  mêmes  pour  le  même  axe. 

Ce  théorème  très-remarquable  prouve  qu’il  y a toujours  un  point 
fixe  D dans  l'espace,  tel  qu’en  rapportant  à la  directrice  AD  les 
mouvemens  de  rotation  d'un  corps  de  figure  donnée,  les  constante» 
A'  et  B'  sont  nulles;  il  prouve  de  plus  que  ce  point  est  le  même, 
quel  que  soit  celui  des  trois  axes  principaux  auquel  on  rapporte  les 
variables  <p,  ot , d. 

îa.  L'intégrale  --  <IM , prise  dans  toute  l’étendue 

du  corps , représente  la  somme  des  forces  vives  du  système  ; si  l’on 
substitue  les  valeurs  de  <Lx  , dj  t dz,  et  qu’ensuite  on  effectue 


v 
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l'intégration  pour  toutes  les  molécules  du  corps,  cette  quantité  aura 
pour  valeur 

QA4JH-C  + ^ cos  § + (B+C)  (ë +S  siaÔ)* 

a A + + 2^?  cos  (aa>+aa)^ 


+ P 


| dsp'  cos*  S 


-f-(C — B)^^cos6sin  (aai-f-aa); 
et  d’après  les  équations  du  n*  8,  elle  se  réduit  à 

B,COS,«+C*9ÎD*«—  A*  “| 

|(A  + C)  C0S 

Donc  la  somme  des  forces  vives  est  constante,  lorsque  les  forces 
accélératrices  sont  nullcs. 

Cette  quantité  peut  sc  présenter  sous  une  forme  beaucoup  plus 
simple.  En  effet,  si  l’on  substitue  les  valeurs  cos*  a cos* y = cos ' p’ t 


(B+c)K-[,+E'y+^;.-.,.-  co,- 


cos* j-  sin**  = cos ‘p",  cos* j-  = sin*  p,  K: 


W cm  ■ 
coup 


, et  qu'ensuile 


on  substitue  également  les  valeurs  décos  p,  cos  p',  cos  p",  en  coss, 
cos  s',  cos  e",  on  trouvera  que  la  somme  des  forces  vives  se  réduit  à 
cette  expression  très-simple  i 

( B + C)  \V*cos*£  + ( A + C ) WcosV  + ( A -f  B ) W*cos*t". 

On  obtiendrait  directement  ce  résultat  en  considérant  que  la  vitesse 
W autour  do  l’axe  AI  se  décompose  en  trois  vitesses,  W cos  e, 
W cos  f! , W cos  t",  autour  des  axes  AL,  AM,  AN. 

Solution  du  cas  particulier  où  Con  a B = C. 

i3.  Alors  l’axe  AL,  par  rapport  auquel  on  considère  le  mouve- 
ment, n'est  point  semblable  aux  deux  autres,  qui  sont  semblables 
enlr’eux,  et  les  équations  générales  deviennent 

(B  — A ) dp  sin 0 cos 8 -f-  aB dm  cos  fl  = o , 

( B -f-  A)  </8  = o, 

dp + ~ = Kdl. 

un  o 

a . dp  a B u dm  A — B „ . 

On  en  lire  0=  const.  ==  y,  K,  et  ^ R sin  y; 
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D’ailleurs  on  a,  dans  le  même  cas,  « = L et  cot  y — tang  t; 

c'est-à-dire  qu’il  faut  prendre  le  point  D sur  l’arc  LI  à la  distance 
LD  = 90” — y , déterminée  par  l’équation  précédente. 

Fig.  5et6.  Donc  le  mouvement  du  corps,  après  avoir  été  imprimé  autour 
de  l’axe  AI  dans  le  sens  BC,  se  continue  ainsi.  L’axe  principal  AL 
reste  toujours  également  incliné  à la  directrice  AD,  et  tourne  uni- 
formément autour  de  celte  directrice  avec  une  vitesse  <!f = W ! - 

dt  sin  DL. 

dans  le  sens  BC;  pendant  ce  mouvement , les  autres  parties  du  corps 

tournent  autour  de  l’axe  mobile  AL  avec  une  vitesse  ^ = W. , 

dt  »in  DL. 

dans  le  sens  BC,  si  on  a A > B,  ou  dans  le  sens  CB,  si  A<B. 
Développement  des  formules  générales. 


14.  Revenons  aux  équations  générales  de  l’art.  8.  Si  l’on  élimine 
dtp  des  deux  premières,  on  aura 

(3^*— B* A — cos  </S  sin  0 — daicosfisin  (aa-f-aa)  = 0; 

équation  qui,  étant  multipliée  par  cos  8,  a pour  intégrale, 

cos*0  j^f:  CO®  (3aH-3a)J  = const. 

Lorsque  t=o,  on  a w = o et  8 =y;  donc  si  l’on  fait,  pour  abréger. 


m : 


(>) 


C-4-B-—  aA* 


C*  — B* 


, on  aura 

.A  ( m — cos  a*  ) cos’y 

cos‘8  = ; r. 

m — cos  (a«  + jm) 


Celte  équation  établit  d’une  manière  générale  la  correspondance  entre 
l’angle  0,  qui  détermine  la  position  de  l’axe  principal  AL  sur  le  méri- 
dien mobile  DF, , et  l’angle  a> , qui  détermine  la  position  du  corps  par 
rapport  à l’axe  AL.  Il  faut  observer  d'ailleurs  que  l’angle  u exprime 
la  quantité  dont  l’angle  DLM  s'est  accru  pendant  le  temps/  ; de  sorte 
qu’on  a en  général  DLM  = u -f-  a.  Pour  savoir  quel  est  le  signe  de  a» 
dans  les  premiers  instans  du  mouvement,  il  faut  reprendre  la  pre- 
mière valèur  de  donnée  dans  l'art.  10,  laquelle  peut  être  mise  sous 


! 
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dt  W cos  « ( C*  — B*) 

dt  — a (A  -f  B)  (A  + C) 


( co  s a et  — m ). 


5a5 


Ainsi  les  premières  valeurs  de  et  auront  la  même  signe  que.... 
(C* — B*)  (cos  a a — ni). 

Les  deux  autres  e'quations  du  mouvement  sont  eu  général 


(») 

(3) 


où  l’on  a R = 


K dt  = — t^--, • 4*- , 

cos  a*)  — m sin  Q 7 
dp  = Kdt  — — , 

ain  9 1 

Wcon  a(A  + B)(A+C) 

~ ” C*  ^ ^ “*■  C1 1 TJ  , • 

sua  y C*— 15* 


15.  Il  s’agit  maintenant  d'intégrer,  par  les  moyens  ordinaires,  les 
deux  dernières  formules  auxquelles  nous  sommes  parvenus;  l’équa- 
tion finie  (i)  servira  en  géne'ral  à exprimer  les  deux  variables  met  6 par 
le  moyen  d’une  troisième  4 > qui  croit  continuellement  avec  le  temps; 
l’équation  (a)  donnera  la  relation  entre  t et  4 » et  enfin  l’équation  (3) 
fera  connaître  la  valeur  de  p en  fonction  de  4 ? ce  1U>  complétera  la 
solution  du  problème. 

Dans  cette  recherche,  il  faut  surtout  faire  attention  à la  quantité 

C*4-B‘  — aA*  , . . , 

constante  m = — gy— g; — » car  se‘on  que  cette  quantité  sera  plus 

grande  ou  plus  petite  que  l’unité,  le  corps  aura  différens  mouvemeus 
par  rapport  à son  axe  principal  AL. 

16.  Nous  avons  déjà  dit  que  les  momens  d’inertie  par  rapport 
aux  axes  principaux  AL,  AM,  AN,  sont  respectivement  B-f-C, 
A-f-C,  A-f-B.  Ces  momens  jouissent,  comme  on  sait,  de  la  pro- 
priété de  maximum  ou  de  minimum , relativement  à tous  les  axes  qui 
passent  par  le  point  A;  et  comme  il  n’y  en  a que  deux  qui  puissent 
jouir  de  celte  propriété  d’une  manière  absolue,  le  troisième,  qui 
n’est  ni  maximum  ni  minimum , sera  relatif  à un  axe  qu’on^peut 
appeler  l'are  principal  moyen.  Maintenant  il  est  aisé  de  voir  que  la 

quantité  C-‘  , abstraction  faite  de  son  signe,  ne  peut  être 

plus  petite  que  l’unité , que  lorsque  AL  sera  l’axe  moyen  ; alors  A sera 
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moyen  entre  B et  C,el  le  moment  B-f-C  sera  moyen  entre  les 

momens  A + C et  A + B. 

Dans  tout  autre  cas,  la  quantité  c,  _ — , positive  ou  négative, 

sera  plus  grande  que  l'unité,  et  l’axe  AI  sera  l'un  des  axes  extrêmes, 
savoir,  Taxe  du  plus  grand  moment , si  A est  la  plus  petite  des  quan- 
tités A , B,  C,  cl  l'axe  du  plus  petit  moment,  si  A est  la  plus  grande. 
Au  reste,  on  voit  que  le  problème  sera  résolu  complètement,  en 
considérant  le  seul  cas  où  m est  plus  petit  que  l'unité,  puisque  AL 
étant  un  axe  principal  choisi  à volonté,  rien  u'empèche  de  supposer 
que  AL  est  l’axe  moyen.  Cependant,  pour  ne  rien  laisser  à desirer 
sur  cette  matière,  et  pour  appliquer  les  résultats  des  formules  au 
mouvement  des  planètes  qui  ne  paraissent  pas  tourner  autour  de 
leur  axe  moyen,  nous  considérerons  aussi  le  cas  où  m est  plus  grand 
que  l'unité. 

Première  solution , AL  étant  l’axe  moyen. 

17.  AL  étant  l'axe  moyen,  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
que  A soit  moyen  entre  B et  C , et  qu'ainsi  la  quantité  m,  abstrac- 
tion faite  de  son  signe,  soit  plus  petite  que  l'unité.  Nous  suppose- 
rons de  plus , ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution  , 
que  AM  est  l'axe  du  plus  grand  moment,  c’est-à-dire  qu’on  a C>Bj 
ainsi  l’ordre  de  grandeur  entre  les  quantités  A,  B,  C,  données  par  la 
figure  et  la  constitution  du  corps,  sera  C > A > B. 

Puisque  m est  < 1 , l’équation  entre  u et  8,  savoir , 

COS*  = (c^-?)£ruV 
cos  (a*  4-  2m  ) — m 7 

fait  voir  que  <a  ne  peut  s’étendre  depuis  0°  jusqu’à  180*;  car  si  cela 
était  , il  y aurait  une  valeur  de  a qui  rendrait  le  dénominateur 
cos  ( au  2a)  — m nul , et  cos  0 infini.  Donc  le  corps  ne  peut  faire 
que  des  oscillations  plus  ou  moins  graudes autour  de  sou  axe  moyen. 
En  ifième  temps  la  valeur  de  9 sera  comprise  entre  certaines  limites, 
de  sorte  que  l’axe  AL  ne  pourra  s’éloigner  que  jusqu’à  un  certain 
point  de  la  directrice  AD,  et  son  mouvement,  par  rapporté  celte 
directrice,  sera  une  sorte  de  balaucemeut  ou  de  nutation  dont  il 
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faut  déterminer  la  quantité.  Pour  cela,  nous  distinguerons  deux  cas, 
scion  que  cos  a* — m est  positif  ou  négatif. 

Premier  cas  : cos  aa  — m = p'. 


18.  Dans  ce  cas,  on  voit  d’abord  que  cos  (aa»  -f-  aa)  — m doit 
toujours  être  positive;  car  cette  quantité,  qui  est  positive  lorsque 
eu  = o , ne  peut  devenir  négative  sans  passer  par  zéro , et  alors  cos*ô 
serait  infini. 

On  a vu  (n*  g)  que  l’angle  a peut  être  plus  petit  ou  plus  grand 
que  go°,  selon  la  position  initiale  de  l'axe  AM.  Supposons  d'abord 
a < 90°,  et  soit  pris  un  angle  90%  tel  qu’on  ait 

cos  a p.  — m sia*)'  + cos  aa  cas'y  ; 
cette  valeur  donne 


cos  aa  — cos  a/u  = ( cos  aa  — m ) sin*^  ss  p‘  sin*>  : 
ainsi  on  aura  m > a-  Cela  posé  , l’équation  (1)  donne 

. , g co»  (a«  + a.)  — co»  a^<  __  a »ia  (»  4— + »»)»«  (#»  — «—»)  . 

Sln  co»  ( fl» -+-  20 ) — m cos  ( a»  -f-  üm ) — m ’ 

d’où  l’on  voit  que  a 1 positif  a pour  limite  + (p  — a),  et  que  eu 
négatif  a pour  limite  — ( yu+a  ).  Donc  l’éteudue  totale  d’une  oscil- 
lation est  mesurée  par  l’arc  a/z  •<  i8o\ 

19.  Il  convient,  pour  la  facilité  du  calcul,  3e  faire  commencer 
le  temps  au  milieu  d’une  oscillation , ce  qui  revient  à faire  a=o  dans 
nos  formules.  Soit  alors  0 = €,  et  ouaura  les  équations 

cos*  0 = i , sin'iz  = sin’6. 

co»  sut  — m ’ a 


Le  cas  de  a = o suppose  L = o ; d’ailleurs  on  a A >■  B ; ainsi  l’état 
initial  du  mouvement  est  représenté  par  la  figure  3,  où  l’on  a Fig. 3. 

LT°  = t,  tangüL°=cot6==^qj^  tangs,  ce  qui  donne  DL*>  L*I*; 

dans  ce  même  cas , la  première  valeur  de  (art.  14)  étant  positive, 

les  premières  valeurs  de  eu  sont  positives. 

Nous  savons  d’ailleurs  que  les  limites  de  eu  sont  + p,  et  — p.  ; c’est 
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pourquoi  nous  ferons 

tang  <d  = tang  \x  sin  -J.  , 

4,  e'tant  un  angle  qui  esl  nul  lorsque  /=o  , et  qui  croit  indéfiniment 
avec  le  temps,  comme  le  calcul  le  prouvera. 

De  l’équation  précédente  on  déduit  une  valeur  de  cos  a»,  qui, 
étant  substituée  dans  celle  de  sin’  8,  donne 


sin*0  = 


«in*  C co»*  cos*  4- 
cos’f» — ( siu’î—  siny  ) siuV^’ 


- , . fin'C  — sin**  i + m . . _ nos*» 

Soit  donc  c*  = — ; — - = tang*/*,  on  aura  i — c*= — r : 

cos>  1 — m or>  coa>' 

ainsi  c est  < i , et  on  aura 

• r sin  C cos  4. 

sin  B = — v , 

i — c’sm*4) 


On  donne  le  signe  -f-  au  second  membre,  parce  qu’en  faisant  ->J/  = 0, 
on  doit  avoir  6 = 6 . 


ao.  Cela  posé,  la  correspondance  entre  les  quantités  a>,  9 et  4., 
pendant  les  quatre  premières  demi-oscillations,  sera  telle  qu’il  suit: 


4 = 0*» 

9°% 

180*, 

a7°”. 

36o“, 

Cû  = O , 

f*  » 

0 , 

— H-  » 

0 , 

9 = e , 

0 » 

- C , 

0 » 

C. 

Dans  la  premièy:  demi-oscillation,  le  point  L parvient  de  L* 
en  B ou  L1;  en  même  temps  l’arc  LM  parvient  de  la  position  ini- 
tiale L*M*  à la  position  L'M' , qui  fait  avec  le  méridien  l’angle 
ÜBM'  = fi.  Dans  la  seconde  demi-oscillation , le  point  L conü'nue 
son  mouvement  de  nutation  de  L1  en  L*,  où  l’on  a 0=  — Ç ; en 
même  temps  l’arc  LM  revient  de  la  position  L'M1,  dans  laquelle  il 
est  le  plus  éloigné  du  méridien,  à la  position  L*M’,  dirigée  dans  le 
sens  du  méridien.  Dans  la  troisième  demi-oscillation,  le  point  L 
revient  de  L*  à L5  ou  B;  en  même  temps  l’arc  LM  s’écarte  du  méri- 
dien dans  le  sens  opposé , et  parvient  de  la  position  L’M'  à la  po- 
sition L’M3,  qui  fait  avec  le  méridien  l’angle  DBM‘  — fi.  Enfin  , 
dans  la  quatrième  demi-oscillation,  le  point  L revient  de  L5  ou  B 
à L*,  et  l’arc  LM  revient  de  la  position  L3M3  à la  position  L*.\l*. 

De 


■ t 
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De  sorte  qu'au  bout  de  deux  oscillations,  les’ choses  sont  rétablies 
dans  le  même  état  qu'au  commencement  du  mouvement. 

Ces  mouvemens  d'oscillation  et  de  nutation  , mesurés  par  les 
variables  ai  et  0,  sont  d’aillèurs  indépendans  du  mouvement  du  mé- 
ridien lui-même  autour  du  point  D , lequel  est  mesuré  par  l'angle  <p. 

ai.  Ces  résultats  supposent  a < 90°.  Si  l’on  a a > 90°,  soit 
<*=  180“  — a',  on  aura  a ! < go’.Par  cette  substitution,  l'équation  (1) 
sera  la  meme  que  si  l’on  changeait  simplement  le  signe  de  u,  et  qu’on 
mit  a!  à la  place  de  a.  La  valeur  de  pt  étant  déterminée  semblable- 
ment , on  aura  n > a',  et  les  limites  de  » deviendront  — (^t-(-a'), 
+ (/tt — a');  de  sorte  que  l'étendue  d'une  oscillation  sera  toujours 
mesurée  par  l’arc  ap;  et  si  l’on  fixe  l’époque  du  mouvement  au 
milieu  d’une  oscillation,  cela  revient  à faire,  dans  la  formule  primi- 
tive , cl'  = o ou  a = i8o°,  ce  qui  conduira  toujours  aux  mêmes 
résultats  que  nous  avons  trouvés.  En  effet,  on  voit  immédiatement 
que  la  valeur  a = 180°  amène  l’axe  AM  sur  le  méridien  DL,  comme 
le  fait  la  valeur  « = o;  avec  cette  différence,  qu’au  lieu  du  point  M, 
on  doit  prendre  l’autre  extrémité  du  même  axe  principal , dont  le 
moment  a été  supposé  A-f-C. 


Second  cas  : m — cos  a*  = p'. 


aa.  Alors  l’équation  ( 1 ) prendra  l'une  ou  l’autre  des  formes 
suivantes  : 

.n  ( m — cos  s«  ) oos* y 

COS ‘9=  7 7— r y 

m — cos  ( a*  a*) 

m sin#y-4-  cos  a*  COsay  — cos  ( 9»  qm  ) 

SI  II  0 ~ — — — — — — _ 

m— co»  (2» -f- a»)  1 

où  l’on  voit  que  m — cos  ( a»  -f-  aa)  doit  toujours  être  positif. 
Supposons  d’abord  a < 90*,  et  soit  /U  un  angle  < 90%  tel  qu’on  ait 

cos  a^4  = — m sin*>  — cos  aa  cos* y, 


on  aura  coS  ( 1 80° — îpi)  — cos  aa  = ( m — cos  aa)  sin*^  = p's\n‘y  ; 
donc  fi  > 90°— - a.  Cela  posé,  pour  que  sin*Ô  soit  positif,  il  faut 
que  cos  ( 180" — 3/tt)  — cos  (an»  4-  3a)  ou  asin  (90°—  /*-|-»-4-a)  , 
sin  (»  -f-a-j-ytt  — go”)  soit  positif.  Donc  » positif  a pour  limite 

4* 
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4-Cgo*+(tt  — «),  et  et  négatifs  pour  limile  — (<t+/z — ()0*);d'où 
il  suit  que  le' tendue  d’une  oscillation  est  encore  l’arc  i/u  < 180*. 


a3.  Si  l’on  prend  pour  époque  du  mouvement  le  milieu  d’une 
oscillation,  ce  qui  revient  à faire,  dans  nos  formules,  a = go°,  et 
qu'en  même  temps  on  fasse  9 = G , les  formules  deviendront 


cos*  8 = 


( i ■+■  m ) coi*  C 
m cos  2m  * 


sin '/j.  : 


1 4-  m 


si  il*  S. 


Fig.  Le  cas  de  a = go'  suppose  L=r)0*;  ainsi  l’étal  initial  du  mou- 
vement est  représenté  par  la  figure  4 > où  l’on  a L°I*  = «, 

tang  DL°  = col  G=  tang  «;  et  comme  on  a A>  C,  il  s'ensuit 

que  DL°  ■<  1“L“.  Dans  ce  cas , la  première  valeur  de  ayant  le 

même  signe  que  cos  2a — m,  est  négative;  donc  les  premières  valeurs 
de  et  sont  aussi  négatives. 

Puisque  les  limites  de  a sont  encore  — ft  el  , et  que  les  pre- 
mières valeurs  de  et  sont  négatives,  nous  supposerons 


et  il  en  résultera 


tang  et  = — tang  /x  sin  4 , 


sin  9 — 


sin  Cens  v 
^(i  — c'sin*  9 


en  prenant,  comme  dans  le  premier  cas,  c*: 


9În*C— 4ÎnVi  T— m. 

: — — ; — flang’u. 

COS>  1 -f-//*  ° 


a4-  Voici , d’après  ces  formules , la  correspondance  qui  a lieu 
entre  les  trois  variables  et , 6,  4 pendant  les  quatre  premières  demi- 
oscillations,  au  bout  desquelles  l’axe  AL  et  la  situation  du  corps, 
à l’égard  de  cet  axe,  sont  rétablis  comme  ils  étaient  au  commen- 
cement du  mouvement  : 


4 = o*,  go*, 

et  = o , — p , 

0 = G , o , 


A*  » 

o , 


5Go° , 


o » 
G. 


Au  premier  instant,  l’arc  LM  est  dans  la  situation  L*M*,  qui  fait  un 
angle  droit  avec  le  méridien  DL;  c’est  donc  alors  l’axe  AN  qui  se 
trouve  situé  dans  le  méridien.  Du  reste,  on  explique,  par  la  figure  4, 
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la  correspondance  des  mouvemens  d'oscillation  et  de  nutation,  comme 
on  Ta  fait  par  la  figure  3 dans  le  premier  cas. 

Si  J’on  avait  «>  90°,  on  ferait  <r  = 180* — et  on  parviendrait 
absolument  aux  mêmes  conclusions. 

25.  Il  résulte  de  l’analyse  précédente,  que  le  mouvement  d’un 
corps,  considéré  relativement  à son  axe  moyen,  présente  deux  cas 
dont  voici  les  caractères  distinctifs. 

Premier  cas.  Dans  ebaque  oscillation  il  y a un  instant  où  l’axe  Fig. 
moyen  AL,  l'axe  du  plus  grand  moment  AM,  et  l’axe  de  rotation 
instantané  AI  sontdaus  un  meme  plan  avec  la  directrice  AD.  Cet 
instant  est  le  milieu  d’une  oscillation,  époque  où  l’axe  moyen  est 
dans  sa  plus  petite  ou  sa  plus  grande  distance  à l’égard  de  la  direc- 
trice AD.  Les  formules  donuées  pour  ce  cas  (art.  19),  supposent 
que  le  temps  commence  à une  de  crf  époques  où  le  point  L est 
le  plus  près  de  D. 

La  distance  IL  étant  connue  au  premier  instant,  et  désignée  par  s, 
on  trouve  la  distance  DL  =90* — S , qui  donne  la  position  de  la 
directrice  AD  par  la  formule 

tang  DL  = cot  S = **ng  *» 

ainsi  on  a toujours,  dans  ce  cas,  DL  > IL. 

Connaissant  €,  qui  détermine  la  nutation  de  l'axe  moyen,  on  a la 
quaulité  fi , qui  détermine  l’étendue  des  oscillations  par  la  formule 

sin'ft  = — ~ sin*6.  Celfe  quantité  fi  est  toujours  plus  petite  que  S , 

cl  a plus  forte  raison  plus  petite  que  go”;  et  puisque  — — = ç,_-  B, , 

il  s'ensuit  qu’on  a aussi  sin  fi  < t/i ~ Dans  ce  premier  cas, 

le  troisième  axe  principal  AN  , qui  a le  plus  petit  moment  A + B, 
ne  peut  jamais  se  trouver  sur  le  méridien  DL  ; car  la  plus  petite 
valeur  de  l’angle  DLN  est  go° — fi,  dans  un  sens  ou  dans  l’autre. 

Second  cas. 'S i l’on  change  B en  C,  et  réciproquement,  tout  ce  Fig. 
qu’on  a dit  du  premier  cas  s’applique  au  second.  C’est  donc  alors 
l'axe  du  plus  petit  moment  AN  , qui,  au  milieu  de  chaque  oscillation. 
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se  trouve  dans  un  meme  méridien  avec  l’axe  moyen  AL  et  l’axe 
de  rotation  instantané  AI.  L’axe  du  plus  grand  moment  AM  est 
toujours  à une  distance  du  méridien  DL,  qui  ne  peut  être  moindre 
que  go°  — f. i. 

Dans  ce  second  cas , la  distance  DL  se  détermine  par  l'équation 

A -4-  B 

tang  DL  = cot  6 = tang  * i 

ainsi  on  a toujours  DL  < IL. 

Au  reste,  ces  deux  cas  se  traitent  analytiquement  de  la  même 
manière , puisque  la  permutation  des  lettres  B et  C change  m en 
— m,  et  qu’ainsi  les  formules  trouvées  pour  le  premier  cas,  s'ap- 
pliquent également  au  second  , comme  on  le  verra  ci-après. 

11  ne  reste  plus  à examiner  que  le  cas  où  l'on  aurait  m — cos  aot=o. 

Troisième  tas  : cos  aa  — m — o. 

a6.  Alors  l’équation  (i)  donne  « = o;  ainsi  le  corps  n'a  aucun 
mouvement  autour  de  son  axe  moyen  AL.  Pour  déterminer  les  deux 
autres  variables  0 et  p , il  faut  recourir  aux  équations  (a)  et  (3)  du 
n*  8,  lesquelles  donnent 

dp, 

dp  = Kdl. 

II  en  résulte  d’abord  <p  = Kr,  ce  qui  prouve  que  le  mouvement  de 
l’axe  moyen  AL  autour  de  la  directrice  AD  est  uniforme. 

Ensuite  si  l’on  fait  ■>in  3*  = i , on  aura  = — idt  : ce  qui 
donne  , en  intégrant , 

l tang  (45°  -}-  s 9)  = /tang  (45*  + i>)  — U, 

OU 

tang  ( 45»  + jfi)  = e~u  tang  (45*+ ; >)• 

En  faisant  t = 00  , on  aura  0 = go°  ou  0 = — 90e,  selon  que  i sera 
négatif  ou  positif;  c’est-à-dire  selon  que  a.  sera  plus,  grand  ou  plus 
petit  que  go\  Alors  l’axe  moyen  sera  réuni  avec  la  directrice  AD, 
dans  uh  sens  ou  dans  l’autre,  et  le  mouvement  de  rotation  autour  de 
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ces  axes  réunis , continuera  de  se  faire  uniformément  avec  la  vitesse 
angulaire  ^ = R . 

Et  quoique  celte  réunion  des  deux  axes  n'ait  lieu  rigoureusement 
qu'après  un  temps  infini,  cependant  la  rapidité  avec  laquelle  croit 
ou  décroît  l’exponentielle  é‘,  permet  de  regarder  ces  axes  comme 
sensiblement  réunis  après  un  temps  assez  court. 

37. 'Voilà  donc  un  nouveau  cas  très-remarquable  où  l’on  peut 
déterminer  exactement  et  d'une  manière  très  - simple  le  mouve- 
ment d’un  corps  de  figure  quelconque  : c’est  lorsque  la  valeur  ini- 
tiale de  l’angle  1LM , que  nous  avons  appelée  L , est  telle  qu’on  a 
giXC* aA.’  , 

cos  a«  = m = — . Cette  valeur , combinée  avec  l’équation 

tan8  *=Â+C,an6  L>  donnc  cosaL=Â(C=r) » 0U  lanS‘L=A+B'  C-=Â’ 
Ainsi , pourvu  que  Taxe  de  rotation  primitif  Al  soit  placé  sur  l’arc  LF, 
déterminé  par  la  valeur  précédente  de  tang  L,  le  cas  dont  il  s’agit 
aura  lieu  : l’arc  LI  pourrait  d’ailleurs  être  situé  de  l’autre  côté  de 
l’arc  LM , ce  qui  donnerait  toujours  le  même  cas  susceptible  d’une 
solution  très-simple. 


38.  Ayant  développé  l’équation  (1),  qui  contient  la  loi  générale 
des  oscillations  du  corps  autour  de  l’axe  moyen,  et  de  la  nutation  de 
cet  axe,  nous  allons  procédera  l’intégration  des  équations  (a)  et  (3), 
qui  feront  connaître  les  variables  œ,  6 et  ip  au  bout  d’un  temps  quel- 
conque t.  11  suffira,  pour  cet  objet,  de  considérer  les  formules  de 
l'art.  19,  puisqu’elles  renferment  celles  du  second  cas. 

Reprenons  donc  les  formules 


tanga  = tang /z  sin  >}<  , siny  = - a m sin*£, 

. r 51.']  » COs  v 1 

sino  = — ; . , c*  = lane*u=  1 

V(l — c’aui’i}.)  ' 1 —m  o “ 

d’où  l’on  déduit 

(1  — m)  ( 1 — c’sin’  J») 
cos  sa  — m = i —r  —, — . . , , 

1 + taog*/<sm‘V< 
tang,»  <f  J,  t/(  i — c’sinVt') 


cos*. 
cos>  ’ 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a),  où  il  faut  faire  a = o , 


on  aura 

Kdt  = 


d'ailleurs  K.  = 


ji  — m tang^4 


r/y 


j — m ’ 310  » * y(i  — c’éio  v)  ’ 

et  n~~m  — ^ • donc  si  on  fait 

i — m A -f-  0 7 


on  aura 


et  en  intégraut. 


. W coi  i A — B 

1 taiig  f*  * A -f-  C 9 

. » ^ rfsj' 

1 * y ^ — - c*  jma»“  ijr)  * 


«r  = P(e,4). 


Ainsi  étant  donnée  une  valeur  quelconque  de  l'angle  4>  on  pourra 
trouver  la  valcbr  correspondante  du  temps  t , et  réciproquement. 

ag.  Soit  T le  temps  d’une  demi-oscillation  , qui  est  aussi  celui 
d'une  demi- nutation  , on  aura  ir  = F'c,  et  par  conséquent  ce 
temps  pourra  être  déterminé  avec  toute  la  précision  qu’on  voudra , 
par  le  moyeu  de  la  fonction  complète  F'c. 

Lorsque  le  corps  différera  peu  de  la  figure  sphérique , la  quantité  i 
sera  très-petite  et  t très-grand  ; de  sorte  que  les  mouvemens  d’oscil- 
lation et  de  nutation  scroul  très-lents. 

Soit  4'  la  valeur  de  4 qui  répond  à un  temps  quelconque  /'<  t; 
si  l'on  fait  en  général  t — a/.T  ± t',  k étant  un  entier  quelconque  , 
on  aura 

4 = *k.\  Tt  4'. 

La  constante  r étant  une  fois  calculée  avec  toute  la  précision 
necessaire,  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques , on  déterminera 
exactement  l’angle  4 pour  toute  valcur.de  t multiple  de  r.  On 
pourra  même  déterminer  algébriquement  cet  angle  pour  une  infinité 
d’autres  valeurs  de  t , commensurablcs  avec  r;  car  on  sait  que 

l’équation  - F'c  = F (c,  4)  est  résoluble  algébriquement,  toutes 

les  fois  que  est  rationnelle. 

3o.  Dans  tous  les  cas,  on  pourra,  par  l’équation  il  = F (c,  4)» 
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déterminer  aussi  exactement  qu’on  voudra  l’angle  4,  au  bout  d’un 
temps  quelconque  t ; l’angle  4 étant  connu,  on  connaîtra  la  distance 
go*— 6 de  l’arc  AL  à la  directrice  AD,  et  l’angle  a ou  DLM  qui 
bxe  la  situation  du  corps  par  rapport  à l’axe  AL , au  moyen  des 
formules  J 

tang  u = tang  /u  sin  4,  sin  9 = _ »in  I co;  4. 

|/0  c*  sin*tjr)  9 

Ou  il  faudra  se  rappeler  que  est  toujours  compris  entre  les  limites 
et  — fi,  de  même  que  9 entre  les  limites  -fl  Ç et  S. 

3i.  Il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer  l’angle  <p,  qui  fera  connaître, 
au  bout  d un  temps  quelconque  t , la  position  du  méridien  DL.  Or  si 
apres  avoir  fait  * = o,  on  substitue  dans  l'équation  (3J  les  valeurs 


tanfi/* 


<4 


on  aura 


— : — , «y 

(coa  a»  — in)sui  ô (1  — m)  ain  ; ■ t/(i  — c*»in‘4)  » 

n — COS  2»  = h -j-  £ 

1 + taiig>  «ioSf.  » 


3ta"g * fn+l  W d}  . 

(1  m)aiaf  \ a ’ v(.-cW*)  » 

d'où  l’on  tire,  en  intégrant  et  observautque  3tan°/<  »inC 

^ (1 — m)  sin  C 


ain/i  cos/* , 


Æ C [~n  -f-  1 f 

bin/MCos/«L  a 'T. ) ^ ‘4* 

Dans  cette  formule  H ( tang*u,  4)  désigne  la  fonction  elliptique  de 
troisième  espece,  dont  tang>  est  le  paramètre,  c étant  d’ailleurs 
le  module  commun  aux  deux  fonctions  F et  17. 

5a.  La  valeur  de  9 correspondante  au  temps  d’une  demi-oscil- 

£♦;  Z'zr  “ «»•  «w 

A — sinî  r~ n 4-  i _ — , 

sin^  co*  fi  L à ^ ( tang*  ^)^J*  * 

La  fonction  complète  H’  ( tang V ) pourra  s’exprimer  par  des  fonç- 
ons elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  au  moyen 
de  la  formule  du  n»  96,  première  partie;  mais  pour  cet  objet,  il  sera 

bon  de  donner  une  antre  forme  à cette  formulcf 
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33.  En  suivant  les  dénominations  de  l’article  cité , soit  A un  angle 

, . . cot  fl  . , . . cos  8 . r «in  8 

tel  que  tangA=  — , ce  quidonne  sm  A=-(-j-^  et  cos  A = , 
on  aura,  par  les  propriétés  connues, 

F (b,  fl)  + F (b,  A ) = F ‘b, 

E (b,  0)  -f-  E (b,  A)  = E’è  b’  siu  fi  sin  A. 

An  moyen  de  ces  équations,  on  éliminera  F ( i,  0)  et  E (b,  8)  de  la 
valeur  de  IT  («,  c);  puis  réduisant  d'après  l'équation  des  fonctions 
complémentaires,  on  aura  la  formule 

c*.  «)  A)]  +*•*(*• x)  > 

dans  laquelle  n = cot*  8. 

54-  Pour  appliquer  cette  formule  au  cas  proposé,  il  faudra  faire 
0=  i TT—  M , b = ^ , ce  qui  donnera  lang  A=  = y/ ’(^) 

= y/(c*"5t-)»  et  auia 

-,  — IT  (tang’u,  ) = F'c  ( sin  6 cot  A*cos  usin  A) 

- F*c  [F(A,  A)  -E  (A,  A)]  + E'cF  (b,  A). 
J’observe  maintenant  que  la  quantité  sin  € cot  ft  — 4*cos^xsin  A se 
réduit  d’abord  à — £*sin*A)=  ï^(cos*A  + c*sin*A);  et  parce 

sin  A x ' sin  a N * * 

que  c*=  tane*/4  cot*  A , elle  se  réduit  ultérieurement  à r—  -* — 

» or-»  «H:  X CO'  M 

= C ; donc  enfin  on  aura 

A’ — B*  im  C ’ 


> r(A+C).(A-fl-B) 

L C*— B* 


•in  C 

" sill/w  CQàf* 


E ( b , A)]  Pc  4-  F(6,  A)(F’c— E'c). 


Par  cette  formule , on  peut  déterminer  aussi  exactement  qu’on  voudra 
l'angle  $ que  décrit  l’axe  moyen  autour  de  la  directrice  AD,  pen- 
dant la  durée  r d'une  demi-oscillation. 

35.  Cela  posé,  pour  avoir  la  valeur  de  au  bout  d’un  temps  quel- 
conque / , on  fera,  comme  ci-dessus,  /=aA:rcfc:r'.  On  cherchera, 
par  ce  qui  a été  déjà  dit,  l’angle  qui  répond  au  temps  <'<  r; 

puis 
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puis  calculant  par  la  formule  generale  la  valeur  de  <p  qui  corres- 
pond à l'angle  4*,  et  appelant  cette  valeur  <p',  on  aura  généralement 

= aK<î>  zfc  p'. 

Ainsi  , au  moyen  de  la  seule  constante  $ une  fois  calculée  avec  toute 
la  précision  nécessaire,  on  connaîtra  exactement  pour  toute  valeur 
de  / multiple  de  r : on  pourra  encore  déterminer  <p  algébriquement, 
et  par  le  moyen  des  arcs  de  cercle , si  t est  commensurable  avec  r ; 
dans  tout  autre  cas , on  déterminera  ip  par  les  formules  d’approxima- 
tion connues  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

35.  Nous  observerons  qu’il  y a un  moyen  très-simple  de  trouver 
la  valeur  approchée  de  la  fonction  II  (tang*  a,  4)>  lorsque  l’ampli- 
tude >4/  n’excède  pas  i5  ou  ao*.  En  effet,  on  a en  général , 

"«)-(*=)»«> 

Supposons  que  4 soit  assez  petit  pour  qu’on  puisse  remplacer,  dans 
le  second  membre,  ^/(i  — c*sin*4)  par  1 — jc*sin*4,  c’est-à-dire 
pour  qu’on  puisse  négliger  les  quantités  de  l’ordre  j c<  sin<4* 

Alors  si  l’on  prend  un  nouvel  angle  Ç tel  que  tang  Ç = ^ 

le  second  membre  de  l’équation  précédente  aura  pour  valeur 
£ cos p.  — ) 4,  ce  qui  donnera 

n (4)  = ^ [ F (4). - \ 43  + 5=2  Ç cos 

Dans  le  même  cas  on  pourrait  faire  F (4)=(i-+-  J c*)4 — jc’sin  24. 

Développement  du  cas  particulier  où  F on  a m =—  1. 

36.  Quoique  ce  cas  suppose  C = A,  et  retombe  ainsi , à la  nota- 
tion près,  dans  celui  qui  a été  traité  n*  i3,  cependant  le  nouveau 
point  de  vue  sous  lequel  nous  envisageons  ici  le  mouvement,  et  les 
intégrales  exactes  que  nous  obtiendrons,  ne  peuvent  que  répandre 
un  nouveau  jour  sur  cette  matière. 


43 
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ik 


Soil  donc/n  = — i ou  C=A,  on  aura  ju=ê,  cot  G = tangr, 
c — o , i—  p W sin  e,  el  les  variables  a>,  6,  9 seront  données 
par  les  équations 

it  — 4> 

9 = Ü±±4_C, 

o rns  ia  * ’ ^ 


tang£  = ÏÏS*, 

17  COS/»  * 


a cos  /* 

tang  « = lang  fx  sin  4 , 
sin  6 = sin  fx  cos  4 , cos  G cos  u — cos  fx. 


Voici,  d’après  ces  équations,  comment  on  déterminera  la  position 
du  corps  au  bout  du  temps  t. 

On  connaît  d'abord  l’arc  4 Par  1*  valeur  4 ==  ‘l>  l’arc  C Par 
l'équation  tang  Ç = , où  il  faut  observer  que  Ç — 4 cs*  ,ou“ 

jours  moindre  que  90°.  Par  ces  deux  arcs  on  a la  valeur  de  <p , qui 
détermine  la  position  du  méridien  DL.  On  a ensuite  les  angles  G et  a» 
par  les  équations  sin  G = sin  fx  cos  4 , tang  ai  = tang  fx  sin  4 ; la 
première  fait  connaître  la  distance  DL  = 90° — 0,  et  la  seconde 
donne , avec  le  signe  convenable  , l’angle  DLM  qui  détermine  la 
position  de  l’axe  AM,  el  par  conséquent  celle  de  tout  le  corps  par 
rapport  à l’axe  AL. 


37.  Celte  solution  doit  revenir  au  même  que  celles  qu’on  déduirait 
du  u°  1 3 ; mais  comme  elles  paraissent  très-différentes  au  premier 
coup  d’ueil,  il  sera  bon  d'en  démontrer  l'identité. 

Fig.  5.  Soit  BL°I°DM°  le  méridien  primitif  où  se  trouvaient,  lorsque  t= o, 
les  axes  AL,  AM,  et  l’axe  de  rotation  AI  aux  points  marqués  L%M°,  I*. 
Supposons  qu’au  bout  du  temps  t,  les  axes  AL,  AM  forment,  aveff 
la  directrice  AD,  le  triangle  sphérique  DLM;  la  position  des  points 
L et  M sera  déterminée  par  ce  qui  précède,  au  moyen  des  élémeus 
BX  = p , XL  = 8 , DLM  = a> , LM  = 90°. 

Dans  le  triangle  DLM , où  le  côté  LM  est  de  90’,  on  a cos  DM  = 
cos  DLM  sin  DL  = cos  ai  cos  0 = cos  fx  ; donc  DM=jU.  Donc  l’axe 
principal  AM  (celui  qui  n’est  point  semblable  aux  deux  autres)  est 
toujours  également  incliné  à la  directrice  AD. 
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Le  même  triangle  donne  sin  MDL  = - . ; mais  les 

° smUM  su»/*' 

formules  tang  ai  = sin  4 tang  P > tang  4 — cos  p tang  £ donnent 
sin  £ = V?-?}  donc  l’angle  £ est  égal  à l'angle  MDL,  ou  à son 

supplément  MDjc.  Or,  lorsque  t — o,  le  point  M étant  en  M*,  c’est 
le  supplément  MDx  qui  devient  zéro;  donc  on  a en  général 
£ = MDx. 

11  suit  de  là  que  l’angle  MDM*,  parcouru  par  l’axe  AM  autour  du 
pôle  D dans  le  temps  t , = p -f-  £ j de  sorte  qu’on  aura 


MDM’  = p + £ 


aA  4 aA  \Vl  »in  « 

A — B ’ cou  “ À + B COU  f* 


Donc  l’axe  AM  se  meut  uniformément  autour  du  point  D avec  la 

..  , . a A W»in«  aA 

vitesse  angulaire  . . . ; et  parce  que  ;-==cot  6 cote 

0 A+B  oosft  » » 1 A-f-B  * 

, . , VV  cos  1 

= cot  p cot  t , cette  vitesse  peut  aussi  s exprimer  par  . 

Enfin , le  même  triangle  DLM  donne  encore  sin  DML  = 

sin  DL  sin  MDL  = eos  fl  sin  £ = = -a,lg  * = sin  -J,  ; et 

puisque  l’angle  DML  est  zéro  en  même  temps  que  4.,  on  a DML=4‘ 
Donc  le  corps  tourne  uniformément  autour  de  l’axe  mobile  AM,  dans 

le  sens  CB,  avec  une  vitesse  angulaire  — = ^ s’a  e' 

Ces  monvemens  sont  précisément  ceux  que  nous  avoos  indiqués 
n’  i3,  pourvu  qu’on  échange  entr’elles  les  lettres  A et  B,  afin  que  la 
supposition  actuelle  C«=A  revienne  à celle  du  n’  i3,  C = B. 


Application  des  formules  àu  second  -cas  du  problème  , art.  a5. 

58.  Nous  avons  discuté  fort  au  long  le  premier  cas,  qui  est  celui 
où  l’axe  du  plus  grand  moment  AM  se  trouve  au  milieu  de  chaque 
oscillation,  dans  le  même  plan  avec  l’axe  moyen  AL  et  la  directrice  AD. 
Venons  maintenant  au  second  cas,  où  l’axe  du  plus  petit  moment 
AN  est  celui  qui  setrouve  périodiquement  dans  le  meme  méridien 
que  l’axe  moyen  ÂL  , taudis  que  l’axe  du  plus  grand  moment  reste 


34o  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL, 
toujours  éloigné  de  ce  méridien  à une  distance  qui  n'est  jamais 
moindre  que  90°  — fi. 

Il  su  Oit , pour  la  solution  de  ce  second  cas,  d'échanger  entr’elles  les 

B*  _l  c* a a* 

lettres  B et  C ; et  comme  on  suppose  constamment  m—  — — » 

afin  de  conserver  l'ordre  de  grandeur  C > A > B , il  faudra  en  même 
temps  changer  le  signe  de  ///.  Par  l'effet  de  cette  permutation,  la 
constante  i deviendrait  négative  ; ainsi  il  convient  de  changer  le  signe 
de  4,  ce  qui  change  en  même  temps  le  signe  de  u , comme  l’exige 
la  nature  de  la  question  ( art.  a3).  Cela  posé  , voici  les  formules  par 
lesquelles  on  déterminera  la  situation  du  corps  et  les  vitesses  de  scs 
différens  mouvemens  au  bout  d'un  temps  quelconque. 


3g.  Connaissant  6 par  l'équation  cot  S = lange,  on  trouvera 


l*nglc  fi  <90"  par  la  formule  sin’/it  = siu’ff  = sin*C. 

Faisant  ensuite 

• IV  en»  1 C — A 

tang  p ' A -+■  B * 

on  aura  l’équation 

il  as  F (c,  4)> 

qui  servira  à déterminer  t par  4»  ou  réciproquement  4 par  l.  Soit  r 


le  temps  d’une  demi-oscillation,  on  aura  r=i  F’c. 

Connaissant  t avec  toute  l’exactitude  nécessaire,  on  pourra  sup- 
poser qu’un  temps  quelconque  t,  aussi  grand  qu’on  voudra,  soit 
représenté  par  la  formule 

t = aXr  ± t', 

k étant  un  entier,  et  l'  un  temps  < t.  Soit  4'  la  valeur  de  4 qui 
répond  au  temps  t ensorte  qu'on  ait  it'=z¥{o,  4'),  on  aura  en 
général , 

4 = a k.l  4^ 

4 étant  connu , on  déterminera  la  distance  90“ — S de  l’axe  moyen 
AL  à la  directrice,  et  l’angle  o>  que  fait  l’arc  LN  avec  le  méridien. 
DL , par  les  formules  suivantes  : 

sin  0 = » tanS  *=—  ‘ang 4 > 
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où  l’on  a c*  = tàng’/u.  Ces  formules  détermineront  toujours 

6 et  ai  sans  ambiguité , parce  qu’on  sait  que  6 est  compris  entre  les 
limites  -f-  € et  — ë , de  même  que  ai  entre  les  limites  +/4  et  — p.; 
d’ailleurs  il  faut  se  rappeler  que  ai  négatif  suppose,  comme  dans  la 
figure  a , l’angle  DLN  formé  du  même  côté  de  DL  que  celui  où  se 
porte  l’axe  AL  par  son  mouvement  autour  du  point  D,  et  que  ai  positif 
suppose  l’angle  DLN  formé  de  l’autre  côté  de  DL. 

4o.  Il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer  la  position  du  méridien  DL, 
ce  qui  se  fera  par  l'arc  BX  —<p,  dont  la  valeur  est 


Ç>; 


SU)  f*  COS  f* 


pr1  p(®»+)  + n(iMg7»,  *,+)], 


• B -f  C-f-  qA  n — 1 B -f-  A 

en  supposant  toujours  n = — ë~~jj — > et  — — = > 

Si  l'on  appelle  <!>  la  valeur  de  <p  correspondante  à 4 = 90*,  ou  au 
temps  d’une  demi-oscillation,  on  aura 
8in  C 


<I>  = 


sin/u  cos 


F‘c~~  n'Ctang* /*,«)]; 


+m). 


on  aura 


<j»  _ r(A+Q  ÇA.-f-B)  sin  C 

l_  CJ — B1'  * siu  cos  u 


et  en  prenant  un  angle  auxiliaire /‘.d'après l’équation  langA=^/ ^ 

3-E(i,X)]F’c 
— F(ô,A).(F’c— Ev). 

Soit , comme  ci-dessus , t = aAr  d:  t\  on  aura  $ = aÂr®  <p', 
<p‘  étant  la  valeur  de  <p  qui  correspond  au  temps  t,  ou  à l’angle  4' 
déjà  déterminé. 

Formules  particulières  pour  le  cas  où  taxe  de  rotation  primitif  est 
très-près  de  taxe  du  plus  gmnd  moment  AM; 

41.  Alors  il  faudra  supposer  c — \ir — , S étant  une  quantité 

très-petite,  dont  on  pourra  négliger  les  puissances  supérieures  au 
second  ordre.  Appliquant  donc  les  formules  du  premier  cas,  on  aura 
d’abord  les  valeurs  suivantes  : 
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d'où  il  suit  que  la  nutation  de  l’axe  AL,  et  les  oscillations  du  corps 

autour  de  cet  axe,  seront  très-petites  de  l’ordre  J'. 

On  aura  ensuite 


_ A — B Wdnf_w  //A— B 
1 A-+-C  * tang  h y \A-f-B 


C(C+A) 
(C+B)  (A+B) 


et  l’équation  it  = F (c,  4)  = 4 (*  c‘)  — S c%  s'n  a4  donnent 

réciproquement 

4 = ( i — J c*  ) it -j-  j e*  sin  a il. 

On  en  tire  le  temps  d'une  demi-oscillation 

T = i'(.+ic*); 


et  ce  temps  étant  une  fois  calculé  jusqu'à  la  précision  des  quantités 
du  second  ordre,  on  aura  en  général  • 


i , . « | c*  . 

4 = ;*.7  + ?s.nT. 


L’angle  4 étant  connu  pour  un  temps  quelconque , on  aura  les 
valeurs  de  a»  et  ô,  savoir; 

ai  = fi  sin  4 et  6 = S cos  4- 
4a.  Enfin  la  valeur  de  ip,  au  bout  du  temps  t,  sera  donnée  par 
la  formule  * 

p = Wt  (.  - i /•  + A £•)  + A É/t(4  - 1 sin  a4), 
où  l’on  pourra  substituer  la  valeur  4 = it. 

Soit  <I>  l’angle  décrit  par  l’axe  AL  autour  do  la  directrice,  pen- 
dant le  temps  r d'une  demi-oscillation,  on  aura 

« = Wt(.  — */•  + *£)  + 

ou  , en  substituant  la  valeut^/ti  = J'W , 

• = Wt  (l-y+{SJ)=  Wt  (.  - A /*.—). 

Ainsi  l’axe  AL  tourne  autour  de  la  directrice  AD  avec  une  vitesse 
très-peu  différente  de  la  vitesse  angulaire  initiale  W.  Cela  s’explique 
en  observant  que  l’axe  de  rotation  primitif  AI  est  très-rapproebé  de 

la  directrice  AD,  puisque  la  distance  DI  = — 6 = j!  <f; 
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quantité  qui  sera  très-petite , meme  par  rapport  à «f , si  l’on  suppose 
le  corps  peu  éloigné  de  la  figure  sphérique,  ou  A — B très-petit 
par  rapport  à A + C. 

Au  reste,  on  voit  que  dans  le  même  cas , le  temps  d’une  oscillation 
représenté  par  ar  est  très-grand  , puisqu’en  négligeant  les  quantités 
de  l’ordre  on  a 


ar 


rr_  //A  + B C + BS 

W V \A  — B ’ C — B/- 


Ayant  déterminé  la  constante  <t>  avec  toute  la  précision  nécessaire, 
on  pourra  mettre  la  valeur  générale  de  sous  cette  forme , 


t _ , p • 3w  t 

<j>  = - 0 — i C^sin-—. 

Ainsi  l'on  voit  qu’il  ne  s’en  faut  que  d’une  très-petite  quantité 
£ sin  que  le  mouvement  de  l’axe  AL  autour  de  la  directrice 
ne  soit  uniforme.  Lorsque  t sera  un  multiple  de  r,  on  aura  exac- 
tement a = - 0. 

* r 


Cas  oit  le  mouvement  est  le  plus  compliqué. 


43.  La  valeur  de  c*  étant  exprimée  directement  par  l'angle 
donné  s,  on  a 


1 _ . C — B C + A 

c*  1 C + B ' C — A 


tang’r. 


De  là  on  voit  que  c est  d’autant  plus  près  de  l’unité,  que  l’axe 
de  rotation  initial  est  plus  près  de  l’axe  moyen,  cas  où  la  distances 
est  très-petite  sans  être  nulle.  Comme  on  a d’ailleurs  C > A > B,  il 
en  résulte  (C  — B)  (C  + A)>(C-f-B)  (C  — A);  ainsi , dans 
aucun  autre  cas,  on  ne  peut  avoir  c très-peu  différent  de  l’unité. 
Dans  ce  cas  donc  la  nutation  de  l’axe  moyen  est  de  près  de  180°,  et 
les  oscillations  autour  de  cet  axe  sont  les  plus  graudes  qu'il  est  pos- 
sible. Ainsi  le  mouvement  du  corps  sera  d’autant  plus  irrégulier, 
que  l’axe  de  rotation  iuilial  sera  plus  près  de  l’axe  moyen. 

Il  n’en  est  pas  de  même  lorsque  l’axe  de  rotation  initial  est  fort 
près  de  l’un  des  deux  autres  axes  principaux.  On  a déjà  vu,  dans 
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les  art.  /,  i et  43  > et  on  démontrera  plus  en  détail  dans  la  suite, 
qu'alors  le  mouvement  du  corps  est  presqu’uuiforme , et  que  l’axe 
de  rotation  ne  varie  que  très-peu. 

Il  y a cependant  un  cas  (a^sy)  où  l’axe  moyen  s’approche  con- 
tinuellement de  la  directrice,  et  se  confond  sensiblement  avec  elle  au 
bout  d’un  temps  assez  court;  de  sorte  qu’après  la  réunion  de  ces 
deux  axes  , le  mouvement  devient  uniforme.  Ce  cas  seul  excepté , et 
celui  où  l’axe  de  rotation  initial  serait  précisément  l’axe  moyen , un 
corps  ne  peut  tourner  d’une  manière  sensiblement  uniforme  autour 
de  son  axe  moyeu.  Si  donc  un  corps  parait  avoir  un  mouvement 
presqu’uniforme  autour  d’un  axe  sensiblement  fixe,  cet  axe  ne  peut 
être  son  axe  moyen.  Les  planètes,  les  comètes,  et  en  général  tous  les 
corps  sujets  à quelque  variation,  ue  tourneront  jamais  uniformément 
autour  de  leur  axe  moyen. 

Seconde  solution,  AL  étant  l’axe  du  plus  grand  moment. 

44-  Quoique  le  problème  soit  résolu  dans  toute  sa  généralité,  par 
les  formules  précédentes,  qui  supposent  m < i , il  ne  sera  cependant 
pas  inutile  d’examiner  aussi  le  cas  de  m > i : les  formules  qu’on 
trouvera  dans  ce  cas  seront  plus  immédiatement  applicables  au 
mouvement  de  rotation  des  planètes.  Mais  pour  ne  pas  entrer  dans 
des  détails  superflus,  nous  supposerons  qu’on  aC>B>  A;  alors 
l’axe  AL  aura  le  plus  grand  moment  d’iucrlic  B -j-  C ; l’axe  AM, 
dont  le  moment  d’inertie  est  A + C,  sera  l’axe  moyen,  et  l’axe  AN 
aura  le  plus  petit  moment  A-f-B.  Dans  celle  supposition,  la  quantité 

= ~ sera  toujours  positive  et  plus  grande  que  l’unitc. 
Cela  posé,  l’équation  (■)  donne 

m sin*y  -)—  cos  a«  cos’y—  C09  (fl«  3«  ) 

m — cos  ( a»  su  ) 5 

et  elle  offre  trois  cas  à distinguer. 

Premier  cas  : m sin*y-  -f-  COS  sa  cos’j.  < i. 

*5.  Comme  le  dénominateur  m — cos  ( aa>  -f-  sa.)  est  toujours 
* positif. 
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positif,  il  faut  que  le  nume'rateur  soit  positif  aussi,  ce  qui  exige  que 
a ne  s’étende  pas  de  o°  à 180°.  Donc,  dans  ce  cas,  le  corps  ne  peut 
faire  que  des  oscillations  autour  de  son  axe  principal  AL. 

Pour  en  déterminer  l’étendue,  on  prendra  un  angle  /4  < 90*, 
tel  qu'on  ait 

cos  — m sin*^  — cos  a*  cos*},; 

cette  valeur  donne  cos  (180* — a/*)  — cos  a« — (m — 1 ) sin*  y , quantité 
positive;  donc /4>  90’ — a.  Maintenant  pour  que  siti’Ô  soit  positif, 
il  faut  que  cos  3/4+cos  (a&j-f-aa)  ou  a cos(ûi ^4) cos  (at-f-o — fjè) 
soit  négatif;  donc  u positif  a pour  limite  4- (90* — a.  4-/4)  , et  a né- 
gatif a pour  limite  — (-414-/4 — 90°)  ; l’étendue  de  chaque  oscillation 
est  donc  l’arc  a/4  < 180’. 


45.  On  peut  prendre  pour  époque  du  mouvement , le  milieu 
d’une  oscillation,  ce  qui  revient  à faire  a =.90*.  Soit  alors  9 = ë , et 
on  aura  les  équations 

( m 4- 1 ) cns’C  i+™ 


cos’t 


siu’/i  = • 


sin*6. 


Ce  cas  suppose  , comme  on  voit , sin  ë < yj < \J 
et  puisqu’au  commencement  du  mouvement  on  a a = 90*=  L, 
cot  ë = tang  ( , il  faut  qu’on  ait  aussi  lange  > yj : 

c’est  le  symptôme  qui  distingue  ce  premier  cas  des  deux  autres. 
De  l’équation  précédente  on  déduit 

sin"» — iin*« 


sin*»  = 7 


et  réciproquement, 


î(ra+i)  — sin’»  ’ 

B+i  sin*î — sin’ fl 
cos* 


sin*  a>  ==  ;• 

Soit  sin  fl  = sin  ë cos  4 > et  c*  = — — - tang*  6=1  — 

' ’ a » coa  » * 


on  aura 
sin  a : 


sin  p sin  4 


y'D  — »iu*«C0a*4  )* 


cos  et 


cos  f v/(  1 — c*  sin*  4 ) 

y(i — sin*Cco»*4) 


On  a mis  le  signe — à sin  cm,  parce  qu'en  faisant  t=:oet»  = o,Ia 

. . dm  ». 

première  valeur  de  ^ (n*  i4)  est  'négative.  . 
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D’après  ces  formules,  la  correspondance  entre  »,  6 et  4-  dans  les 
quatre  premières  demi-oscillations,  est  telle  qu'on  le  voit  ici: 


* 

• 

O 

il 

9°*» 

i8o”,  270", 

36o°, 

6 = s , 

0 > 

— f , 0 , 

c. 

» =3  O , 

— /“  , 

0 > “f*  f\t 

0. 

46.  Maintenant,  si 

dans  l’équation  (2)  du  n*  14, 

on  fait  at  — go*. 

et  qu'on  substitue  la  valeur  de  tirée  des  formules  précédeules, 
ou  aura 


K dt  = 


n— m • sin  ft,  d4 

m-f-i  ' aiA  • co»  £ * y{\ — c*sin*4)# 


D’ailleurs  on  a R = w _ 

Un*  ' 

donc  si  l’on  fait 


A±n 
C— A’ 


W co«  i en,  i 
siu  ft 


C— A ,,,  . //C—  A C— B\ 

Â+B=WM'fe'C+î)' 


on  aura 

uU  — rf4_ 

y ( 1 — c*  ftin8  4)  f 

et  en  intégrant , . . 

it  = F (c,  4). 

Soit  r le  temps  d'nne  demi-oscillation  ou  celui  d’une  demi-nuta- 
tion , on  aura  r — F ‘c;  en  général,  si  l’on  fait  < = 2Ardbt',  A étant 
un  entier,  et  ('  < r,  on  aura 


4 = a A-.  A * =b  4', 

4'  étant  déterminé  par  l’équation  it'  = F (c,  4')- 
f 

Si  - n’excède  pas  -J , on  aura  d’une  manière  suffisamment  ap- 
prochée , 

cit’  = log  tang  ( 45”  -J-  i c4')  , 

çp.qui  servira  à déterminer  fort  simplement  4'  par  le  moyen  de  i', 
et  réciproquement. 

On  pourra  donc  connaître,  par  ces  formules,  aussi  exactement 
quon  voudra,  1 angle  4 qui  répond  à un  temps  l quelconque,  et  on 
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voit  que  cot  angle  augmente  proportionnellement  au  temps,  toutes 
les  fois  que  t est  un  multiple  de  T. 

L’angle  4 étant  connu,  on  Amnaitra,  par  les  formules  précédentes, 
les  quantités  a et  fl  qui  déterminent  la  position  de  l’axe  principal  AL 
par  rapport  à la  directrice  AD,  et  celle  du  corps  par  rapport  à son 
axe  principal. 

47.  11  ne  reste  donc  plus  qu’à  trouver  la  valeur  de  Ç,  qui  fixe  la 
position  du  méridien  DL  dans  l’espace.  On  a pour  cet  effet  l'équa- 
tion (3) , savoir, 

df  = Kdi  — 

qui  devient 

1- /A-t-B  rf  j. 1 \ 

sinîcosf\C — A ’ V^C* — c*îiü‘4)  * (i  -f-taiig'»ùn>4)  P'C1- e*ain*4)/  * 

et  dont  l’intégrale  est 


stn^ 

’ Tiïj  • coT* 


b f 0 c>  4)  + n 0 'ang*f «V +)]• 

Soit  <t>  la  valeur  de  <p  lorsque  4 — 9°*>  on  aura 

*=srr^[èSF''+V“”6'«.'0- 


Pour  avoir  la  valeur  de  IT  ( tang*  6,  c),  on  observera  que 
e*  ==  —7—  tang*  € j ainsi  en  procédant  comme  dans  l’art.  53 , et 


faisant 


on  aura 

î>in 

fia 


tang  X = j tang  = v/(fc5)  » 

TTuTÎ  n’  ^lanS‘  C)  = DinC-in*  + E (*>  A)]|  F'' 


— F(i,  A).(F'c  — E’c). 


On  connaîtra  donc  aussi  exactement  qu’on  voudra  la  valeur  de  <J>. 
Faisant  ensuite  t = a Ardr  t',  ou  4==2^4,r::*::4,>  on  aura 

I p — 2Â®  =±=  <p', 

1 p'  étant  la  valeur  de  <p  correspondante  à 4'- 
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Second  cas  : m siii’  y -f-  cos  a « cos'j-  > i. 

• 

48.  Dans  ce  cas  on  voit  par  1'cqualion  (i),  que  a»  n’a  plus  de 
limites  , et  que  le  corps  doit  tourner  sans  cesse  dans  le  même  sens 
autour  de  son  axe  principal  AL.  Si  l’on  prend  pour  époque  du 
mouvement  l’instant  d’une  révolution  où  l’on  a a =90*  et  8=6, 
l’équation  (1)  donnera 

cos*  6 = 

. m -f - cos  a* 

Ainsi  on  ne  peut  avoir  0 = o;  c’est-à-dire  que  l’axe  AL  qui  fait, 
au  commencement  du  mouvement,  un  angle  aigu  90’ — 6 avec  la 
directrice  AD,  ne  pourra  jamais  faire  un  angle  droit  avec  cette  direc- 
trice. Soit  6'  la  plus  petite  valeur  de  0 ; celle' valeur  aura  lieu  lorsque 
cos  aoi  = — 1 ; ainsi  on  aura 

cos’  6'  = — — - - cos*  6. 

m — 1 

49.  Ayant  fait  a = 90°,  les  formules  de  l’état  initial  du  mouve- 
ment donnent  cot  6 = tang  f , et  par  conséquent  DL°  < 1*L*  j 

Fig.  4-  cet  état  est  représenté  par  la  fig.  4,  où  l’on  voit  qu’à  cause  de 
a =90”,  il  faut  qu’on  ait  aussi  L=9o*,  et  qu'ainsi  l’axe  AN  du 
plus  petit  moment  se  trdttve  en  N*  sur  le  premier  méridien  DL*. 
On  voit  en  même  temps,  par  la  formule  du  n*  14,  que  la  première 

valeur  de  ^ est  négative,  et  qu’ainsi  c*  est  toujours  négatif;  c’est-à- 

dire  que  pendant  que  l’axe  AL  tourne  autour  du  point  D dans  le 
sens  BC , le  corps  tourne  sans  cesse  autour  de  l’axe  AL  dans  le 
sens  opposé  CB. 

D’après  cette  observation  , soit  tang  ai  = — A tang  4*  h étant  une 
constante  que  nous  déterminerons  de  manière  à simplifier  les  for- 
mules ; en  faisant  celte  substitution  on  aura 

, n ( m •+•  1 ) cos*  » ( cos*  4 -f-  à*  »in*  4.  ) 

( m -f-  1 ) cos*4  + ( m — 1 ) A*  «ia*  4" 

. 1,  m-t-i  1 cosî' 

Soit  n = , ou  h =z  — —,  oa  aura 

m — 1 ’ cos  s 

cos*  0 = cos*  6 cos*  4 + cos*  6'  sin*  4 » 
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et  si  l'on  fait  c*=:(A* — i)col’£= — - — col*  £ = i — on 
v ^ m — > i au»  S 7 

aura  aussi 

sin*  fl  = sîn*£  ( i — c*  sin*  4). 

Ces  équations  déterminent  les  valeurs  de  a et  de  0 en  fonctions  de  4 ; 
sur  quoi  il  faut  observer  que  6 est  toujours  compris  entre  les  limites 
£ et  £',  mais  que  <a  ne'gatif  croit  continuellement  avec  4>  cnsorte 
que  la  différence  4“t“^j  déterminée  par  l’équation  tang(4  + a>) 

( h — î ) sin  aX  • . • 

Ail i ) co»  a 4 » eSl  toolours  Plus  Pel,te  T1®  9°*- 

5o.  Il  faut  maintenant  substituer  dans  l’équation  (a)  la  valeur  de 
a tirée  de  l’équation  tang  a>  = — h tang  4>  «t  celle  de  sin  fl  en 
fonction  de  4)  ce  ‘1U1  donnera 

vj. (n—  m)  h dl  

( m -f- 1 ) sin  i * — c*  »in*  -^.J* 

n -•  W cos  i . n — ni  A4-  B . , 

Or  on  a R = — et  — — = r- — r ; soit  donc 
nsa  m-|- 1 Ç — A* 


' i = W COS  t. 


C — A 
A+B 


et  on  aura  en  intégrant, 

«f  = F(c,4). 

Si  l’on  fait  4 = 9°%  1 sera  le  temps  d'une  nutation  dans  laquelle 
6 passe  de  la  valeur  £ à la  valeur  £',  ou  réciproquemènt  ; soit  r 
ce  temps  , on  aura 

t = l F ‘c. 

i 

Lorsqu’il  y aura  peu  de  différence  entre  les  quantités  C,B,  A, 
ce  qui  a lieu  lorsque  le  corps  est  composé  de  couches  peu  éloignées 
de  la  figure  sphérique,  la  quantité  < sera  trcs-petite,  et  le  temps 
d’une  nutation  sera  fort  grand;  c'est-à-dire  que  le  mouvement  de 
nutation  sera  très-lent. 

Si  *•  est  un  nombre  entier,  on  aura  exactement  4==»w'“» 
et  par  conséquent,  a>  = — 4—  — ï»-;  Oa  voit  par  conséquent 
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que  le  mouvement  particulier  du  corps  autour  de  son  aie  AL,  dans 
le  cas  dont  nous  venons  de  parler,  sera  très-lent,  puisqu'il  ne  décrit 
90*  que  dans  le  temps  r,  qui  est  celui  d’une  nutation  ; mais  ce  mou- 
vement s’exécute  toujours  dans  le  même  sens,  c’est-à-dire  en  sens 
contraire  au  mouvement  de  l’axe  AL  autour  du  point  D. 


Si.  11  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  ce  dernier  mouvement 
mesuré  par  l’angle  <p  ; or  on  a , 

, tt  ».  d*  A; — c»?in‘4)~*  _ 

‘ * “ siu6  ’ «inS  (cOi*4  -J*  à*siu*4)  fin  » ’ 


donc 


dp  = 


A+P  h 
C — A * 1 ii  "i  • " 


h d4(l — e*«in,4)  * 

sinT  ’ ) sia*  J.  ’ 


et  en  intégrant, 

* = am&t  [ü±J  F (*.  4)  ■ + n 4)} 

Soit  <P  la  valeur  de  $ lorsque  4'  — 90%  on  aura 


®=,-»r^GSx  Fv+ n‘  (c,lans*> •)]• 


Mais  par  la  formule  du  n*  35,  on  trouve 

. C°—c  n-  (c’tang'Ê,  c)  = T E(i,  £)~l  F’c 
un  t cos  ï v 0 > / [_  sm . ' ’ / J 


D’ailleurs  la  quantité 


— F(è,C).(FV— E’cJ. 
co  s C A 


sm  C eus  C ‘ C — A 
cos  £'  cot  (ff  -f-  « — i ir  ) ; donc 


B , cos  C cm  C «a  aa  , 
— se  réduit  a 


<I>  = [cosC  cot  (6-f-  « — ii r)  -f-  E (A,  G)]F'c 
— F (ê,  6).(F‘c  — E'c). 


5a.  Si  est  un  entier,  on  aura  ip  — 1-®;  on  a en  même  temps, 

4.  =ï  TT.-;  ainsi  la  situation  du  corps  sera  déterminée  exactement 

au  bout  d'un  temps  quelconque  t , multiple  du  temps  r d'tinc  nu- 
tation; on  pourra  déterminer  exactement  cette  même  situation 
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lorsque  - sera  rationnelle , par  les  propriétés  connues  des  fonctions 
elliptiques. 

En  général , soit  t — ikr  db  t’,  h étant  un  entier , et  t'  < t,  on  aura 
4 = ik.  j ± 4' , et  tp  = 2A  .4>  =±=  p',  4'  étant  la  même  fonction 
de  t'  que  4 est  de  t,  et  <p'  la  même  fonction  de  4*  que  <p  est  de  4- 

Au  reste,  si  ~ est  une  fraction  plus  petite  que  J , on  aura,  avec 
une  exactitude  suffisante, 

cil'  = l lang  ( 45°-+"  ï c4'); 

4*  étant  connu , on  en  déduira 

« + an  C ! * “*<+'-<■  - i “»•£)»'], 

tang  »'  = — h tang  4’, 
sin’Ô'  = sin*6  cos’4,-f*  sin*C'sin*4'> 
ce  qui  détermine  la  position  du  corps  au  bout  du  temps  t. 

Du  cas  où  l’axe  de  rotation  initial  est  très-près  de  F axe  du  plus 
grand  moment  AL. 


53.  Alors  l’arc  £ est  très-petit;  et  si  on  rejette  les  puissances  de  t 
supérieures  à la  seconde , les  quantités  £ et  S',  qui  déterminent  l’éten- 
due de  la  nutation  de  l’axe  AL , seront  ainsi  exprimées  : 


de  là  on  tire 


G — B « 

B — A ‘/i  + i- 


Si  la  différence  C — - B est  beaucoup  plus  petite  que  B — A,  ainsi 
que  cela  doit  avoir  lieu  dans  le  sphéroïde  terrestre,  A sera  très-peu 

différent  de  l'unité,  et  on  aura  C— • €'  = ~ » de  sorte  que  l’arc 

de  nutation  S — £'  sera  beaucoup  plus  petit  que  t.  Dans  la  même 
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hypothèse,  on  aura 

ain’P C — B B + A., 

c — 1 — àn*C  ““  C + B'B— Ae» 

. = w(,-;.-)v/(^.|=î),  . 

*'<  = F (c,  4)  = (i  -t-  4 — « c* sin  a4» 

4 = i<(i  — 9 + ï sin  ail- 

54.  Désignons  toujours  par  r le  temps  d'une  nutation,  ou  celui 
pendant  lequel  le  corps  fait  un  quart  de  révolution  autour  de  son 
axe  AL , on  aura 

et  l'expression  de  4 pour  un  temps  quelconque  t deviendra 

4 = *»■•;  + i c’«in 

4 élan  (connu,  on  aura  9 par  l’équation  sin‘6=sin*C  cos*4+sin‘S'sin,4; 
et  comme  on  peut  négliger  le  carré  de  £ — £',  on  aura  avec  une 
exactitude  suffisante , 

A = £ — (£  — £')  sin‘4» 

Quant  à l'angle  a,  il  est  donné  exactement  par  l'équation  tang  a> 
= — h tang  4 » ou  d'une  manière  approchée  par  la  valeur 

si  toutefois  C — B est  très-petit  par  rapport  à B — A. 

55.  11  ne  reste  plus  qu’à  déterminer  ç.  Pour  cela,  nous  remar- 
querons que  la  formule  du  n°  5i  peut  se  réduire  à 


<if  = k dt  4- 

T • sid  • 1 (n^— 1)  sin*4> 


Or,  l’équation  tang  u — — h tang  4 donne  da= — i » 

et  par  conséquent,  (/»* — 1)/ r/««in*4  = — A4  — u > donc 

J ZTC-  (' "+*1  S1“  4)=— • 

Or 
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Or  on  a c’  = Ch’ — i)  cot*6;  donc  rf^ — . S (A4  -f-®)» 

d'ailleurs  comme  cos*ê  est  une  quantité  très-petite  du  second  ordre, 
celte  quantité  sc  réduit  à j cos’6  ( /»4  -+•  ai).  On  peut  semblablement 

réduire  à ai  ( i -f-  j cos*  6)  ; ainsi  l’intégrale  précédente  devient 

— ai  (i  ■+■  i cos*  € ) + i cos*  — a*  4-  t A cos*  6 f 

= — a*-}-  i A cos’ê./i;  donc  enfin  on  a 

<p  -f-  a>  — ( K.  4-  f Ai cos’6)  /. 


Ainsi  l'angle  p 4-»  croit  proportionnellement  au  temps,  sans  aucune 
illégalité  sensible;  d'ailleurs  en  substituant  les  valeurs  de  K et 
de  i,  on  a 

K 44 hicos'C =W cos  t cos’ff . =W costal  +ï  ; 

donc  eniin, 

♦ + . = wi(«-^.î=D, 


ce  qui  fait  voir  que  l’arc  p-f-"  est  décrit  par  un  mouvement  uni- 
forme , dont  la  vitesse  diffère  très-peu  de  la  vitesse  initiale  W,  puis- 
qu’elle est  W (i  — i «*•  §^)- 

Si  l'on  appelle  <t  la  valeur  de  <p  lorsque  41  ——  90*,  ou  pendant  le 
temps  d'une  nutation , on  aura 


<J> ;7T 


C+A  B-4-  A 
C — A "B — A 


> 


56.  Voici  comment , dans  l'hypothèse  précédente,  on  déterminera , Fig.  6. 
au  bout  du  temps  t,  la  position  d'un  point  quelconque  du  corps  situé 
au  commencement  du  mouvement,  sur  le  rayon  AP*  déterminé  par 
les  deux  élémens  DL°P°  = fi  , L*P°  = P. 

Ayant  fait  l’arc  BX  = <p,  on  aura  d'abord  la  position  du  méridien 
DX;  prenant  ensuite  LX  = 0 = £ — (5 — €')s'n*4'»  on  aura  la 
position  de  l’axe  AL;  enfin  si  l’on  fait  l'angle  OLP  = fi  — 9, 
puis  l'arc  LP  = P,  on  aura  le  lieu  cherché  du  rayon  AP. 

45 
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Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  ^ soit  un  entier,  on 
aura  4 = 7 '7I'- ->  — 4== — P— W't  — a» , en  supposant 

I=^£s-i.^,  DL=:*-tf-KC-C>in*4 

«=  £ (i  + î.^rE-x;  »n»  4).  Connaissant  DL  , LP  cl  l’angle 

DI  -P  = fl  — &>,  la  résolution  du  triangle  DLP  donnera  les  formules 
suivantes  pour  déterminer  l’angle  BDP  = x et  la  distauce  DP=jr. 

Soit  f — £ +7.^1.^.  s'n*  4);  si  l'on  néglige  les  quan- 

tités de  l’ordre  t*,  on  aura 


LDP  = K — fl  — 4 — / cot  P sin  (fl  4 ) » 

x = W 't  -f-  ■X  — fl  — f col  P sin  (fl  -+-  4 ) > 
y — P — /cos  (n+4). 

On  voit  quej-  varie  depuis  P — /jusqu’à  P -(-/,  et  que  l'angle  BDP 
ne  croit  pas  loul-à-fait  proportionnellement  au  temps,  puisqu’il  y a 
dans  son  expression  une  équation  ou  inégalité  f cot p sin  (fl-f-4), 
dont  l’argument  est  fl +4-  Cette  équation,  qui  ne  peut  monter  qu’à 
la  petite  quantité  f cot  p,  dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  et  qui 
d’ailleurs  ne  peut  que  varier  très-peu  pendant  une  révolution  autour 
de  l’axe  de  rotation  diurne,  sera  toujours  insensible  dans  le  mou- 
vement de  la  Terre. 


Troisième  cas  : m sin'  y -f-  cos  2*  cos*  y = 1, 

Fig.  2.  57.  Ce  cas  où  l’on  a sin*a  = tang*}- , revient  à celui  de 

l’art.  36,  et  n’exige  aucun  nouveau  développement.  En  effet,  la 
figure  a représentant  l'état  des  choses  au  commencement  du  mou- 
vement, suppose  DLM  = a,  LD  = -J  tt — y.  Prolongeons  l'arc  LD 
à la  distance  DL'  = 7r  — DL,  et  soit  DML'  = et',  l)M=  7 et  — y\ 
afin  que  les  quantités  a.'  et  y'  représentent,  pour  l’axe  AM  , des 
quantités  analogues  à œ et  y pour  l’axe  AL.  Dans  le  triangle  sphé- 
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rique  DEM,  où  le  cûté  LM  est  de  90%  on  aura 

, sin  y sin  y' 

COS  * = ï , cos  * = 

cos  y 9 

donc 


355 


COS  « — 


et  cos  aa'  = 


»in*y 


sin*y  __ 

COS^y'  ~~  1 — COSVCOS** 

3 — m 


cos  y 

langV  a 


tang'y  -f-  sin**» 


m- 


m 4-  i 


substituant  la  valeur  ^ viendra 

C*  + A*  — aB‘ 


cos  aa'  = 


C‘  — A* 


c'est  ce  que  devient  l’équation  cos  aa  = C , lorsqu’on 

échange  cntr’clles  les  lettres  B et  A,  afin  que  l'axe  AM  désigne, 
dans  le  cas  présent,  le  même  axe  que  AL  dans  l'art.  37. 


Recherche  de  P axe  de  rotation  et  de  la  vitesse  angulaire  à chaque 

instant. 


58.  Quoique  le  mouvement  du  corps  soit  déterminé  par  ce  qui 
précède  , d'une  manière  complète , cependant  comme  les  trois  mou- 
vemens  de  rotation  , continus  ou  alternatifs , que  nous  avons 
cousidérés , peuvent,  pour  chaque  instant,  se  réduire  à un  seul  1 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  variable , il  sera  utile  de 
déterminer  la  position  de  cet  axe  et  la  vitesse  angulaire  à l'instant 
donné. 

Supposons  qu’au  bout  du  temps  t l’axe  de  rotation  rencontre  la  Fig.  7/ 
sphère  au  point  I , et  que  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe, 
dans  le  sens  BC,  soit  TV.  Faisons  l'angle  LDI  = A , «t  la  distance 
DI  = r , on  trouvera  comme  au  n*  10  , 


di 

de 


w sin  A sin  », 


dt 

3 T 


w sin  r 


COS  A 

cas  h 9 


w ( cos  r — siu  v lang  8 cos  A). 
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Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  différentielles  du  n*  58, 
ou  aura  les  équations  suivantes  pour  déterminer  les  trois  quantités 
iv , A,  »,  relatives  à l'axe  instantané  de  rotation  : m 

. , »in  ( a»  + a»  ) i 

ai1^  cos  ( 2»  -f-  2m) — m " sin  6 ’ 

___  (cosa«  — m ) cos'y  tarp8 

® ' n — m — (cos a m — m)  coa'y  * cos  A * 

K p . / m — co  s o«\  “| 

iv  = i + ( ) cos'v  . 

COJ  » L \ n — m / / _l 

59.  Par  la  théorie  précédente  on  connaît,  pourun  temps  donné, 
les  quantités  a et  8;  on  connaîtra  donc,  par  la  première  équation, 
la  valeurde  A;  par  la  seconde,  celle  de  »,  et  par  la  troisième,  celle 
de  la  vitesse  angulaire  iv.  Ainsi  Taxe  de  rotation  et  la  vitesse  angu- 
laire sont  déterniiués  à chaque  instant. 

La  troisième  équation  offre  ce  théorèrpe  remarquable,  que  la 
vitesse  angulaire  est  toujours  réciproquement  proportionnelle  au  cosinus 
de  la  distance  de  taxe  de  rotation  à la  directrice.  11  s’ensuit  que  ce 
cosinus  n'est  jamais  zéro,  et  qu ainsi  Taxe  de  rotation  qui,  au  com- 
mencement du-  mouvement,  fait  un  angle  aigu  avec  la  directrice, 
fera  perpétuellement  un  angle  aigu  avec  elle,  et  ne  s’eu  écar- 
tera plus  ou  moins  que  par  un  mouvement  de  nutation  qu’il  est 
facile  de  déterminer. 

Cette  propriété,  au  reste,  confirme  ce  que  uous  avons  déjà  dit, 
n’  11 , sur  l’invariabilité  de  la  directrice,  quel  que  soit  celui  des 
trois  axes  principaux  dont  on  se  sert  pour  déterminer  le  mouvement 
du  corps. 

Nous  observerons  enfin  que  les  valeurs  de  A , »,  tv  sont  indépen- 
dantes de  <p , et  peuvent  par  conséquent  se  déterminer  par  les  seules 
fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce. 

60.  Si  du  point  I on  mène  l’arc  perpendiculaire  au  méridien 
mobile  L)X,  la  position  du  point  I pourra  être  déterminée  assez 
simplement  par  les  coordonnées  DQ  = x,  Ql  j or  on  a 

tangjr=tang  »cosA,  sin  7=sin  »sin  A,  cos_?'=^-^ , langj=sinrtangA;. 

ainsi  les  valeurs  de  x et_j-  seront  données  immédiatement  par  les- 
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équations 

- « - f COS  5«  — m)  CO»V 

Une  x — f Urne  B , /= -r~, — —v — r> 

“ * n ' J n — m -f- (m— cos  a*  ) cos  y ’ 

_ sine  sin  ( a»  a»  ) 

. o J " sin  9' com  (a»  -+-  a«)  — m" 

Comme  lès  valeurs  de  ai  et  de  S reviennent  toujours  les  mêmes  après 
deux  nutations  de  l'axe  AL,  il  s’ensuit  que  dans  cet  intervalle  de 
temps,  le  point  I,  extrémité  de  l’axe  de  rotation,  décrit,  relative- 
ment au  méridien  mobile  DL,  une  ovale, ou  en  général  une  courbo 
rentrante,  et  revient  au  point  d’où  il  est  parti.  Nous  examinerons  plus 
particulièrement  la  figure  de  cette  ovale  dans  les  diflérens  cas  géné- 
raux qui  ont  été  traités  jusqu’ici. 

Gi.  Lorsque  le  mouvement  de  l'axe  AL  est  tel  que  les  valeurs 
de  6 sont  alternativement  positives  et  négatives,  la  nutation  de  cet 
axe  s’étendant  depuis  8 = 6 jusqu’à  8 = — £,  alors  on  voit  par 
l'équation  tang  x—f  tang  6,  où  f est  un  coefficient  'constant,  que 
la  valeur  de  x sera  aussi  alternativement  positive  et  négative;  de 
sorte  que  les  limites  de  x seront  -f-  ai  et  — a'.  Dans  le  même  cas, 
on  verra  que  les  limites  de  j sont  b'  et  — b' ; d’où  il  suit  que 
le  point  I,  considéré  relativement  au  méridien  mobile  DL,  décrira 
une  espèce  d’ellipse  dont  D est  le  centre,  et  qui  aura  deux  diamètres, 
l'un  a a',  dirigé  suivant  le  méridien,  l’autre  a b',  perpendiculaire  au 
méridien. 

6a.  Considérons,  par  exemple , le  premier  des  deux  cas  qui  peuvent 
avoir  lieu  lorsque  AL  est  l’axe  moyen;  alors  on  a (art.  i9)«  = o, 

y.  = £,  sin'/z  = sin*  S , ce  qui  donne 

- (i— m)cos’C  (A — B)cos*î 

■'  ~~  n — m — («  — m)  cos’»  A C — (A -^Bj"côT‘»' 

Soit  a'  la  valeur  de  x qui  répond  à 8 = € , on  aura 

tang  « =/ tang  É = A + c _ (A_  B)  coi.f 

Soit  b'  la  valeur  de  .y  qui  répond  à 8 = o , on  aura 

. y _ f*  in  3*  __  f tang*  î _ tango’  tang  g. 

® cos  ift  — m tang  /»  tang  « ’ 

donc  ==  ; or  on  a £;  donc  a'  < b'. 

Une.  u taiiti  u. 1 r - ' 
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Fig.  8.  Dans  ce  premier  cas,  l’axe  de  rotation  AI,  considéré  lotijours  par 
rapport  au  méridien  DL,  comme  s»  celui-ci  était  fixe,  décrit,  dans 
le  sens  1“ I1  ou  BC,un  quart  de  son  orbite,  pendant  le  temps  r d’une 
demi-oscillation,  ou  pendant  que  l'axe  AL  passe  de  L°  à L'  ou  B. 
Il  continue  son  mouvement  dans  le  même  sens  pendant  les  trois 
demi-oscillations  suivantes;  de  sorte  qu’après  le  temps  4 f,  qui  est 
celui  de  deux  oscillations  ou  de  deux  nutations , l’axe  a parcouru 
Son  orbite  entière,  et  se  retrouve  au  point  1“,  d’où  il  était  parti. 

Pendant  ce  mouvement,  la  vitesse  angulaire,  qui  est  toujours 
comme  — — , ne  varie  qu’entre  les  limites  W et  \Vco’,°  . ]3  première 

a lieu  aux  poiuts  du  méridien  I*,  I’;  la  seconde  aux  points  I',  P, 
qui  en  sont  les  plus  éloignés;  d’aiHeurs  puisqu’on  a a'  < on  voit 
que  la  vitesse  hors  du  méridien  est  loujoursplus  grande  que  la  vitesse 
daus  le  méridien. 


G3.  Dans  lcsecondcasdu  mouvement  de  l’axe  moyen  (art.  a3),  on  ; 
et  = 90’,  y — S , sin’yx  = - sin’ff , ce  qui  donne 


tangx  =/lang0,  /—  — 
Ung^ 


sin  Û ’ m-f»C08  a* 


(C— A)cns4J 

A)  cosST  9 

gin  x C* — B®1  tanç  u sifi  vJ» 
ain  0 ‘ C* — À*'  1 — - c*  sin* 


Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent,  ou  suppose  C > A > B; 
ainsi  f est  négative,  et  par  conséquent  la  première  valeur  de  x, 
lorsque  t = o,  est  aussi  négative  : faisant  alors  ar=  — a',  ou  a 

tang  «'  =— /taug  € = E”  efret’  n°US  savioDS 

déjà  , par  l’état  initial  du  mouvement,  que  le  point  D doit  se  trouver 
Fig. 9.  entre  1*  et  L“.  Ayant  fait  d’ailleurs  L',l*  = s,  DL*=7ir  — £,  et 

A 4-  B 

ayant  trouvé  cot  C = g".ÿc  **n6  É > on  a O**  011  ^ ~ ** — (»  * — **)  » 

* j 1 col  f 

et  par  conséquent  tan"  a1  = *■  c°  ; ce  qui , en  substituant 

* 1 0 1 4-  tang  1 cot  • * 1 

la  valeur  de  tang*  en  cot 5 , revient  à la  valeur  précédente. 

Les  valeurs  ar  = — a1, y — 0 répondent  à t — o ou  ^=0.  Soit 

maintenant  t =r  ou  ^ = go%  on  aura  0 = o et  x=o;  ensuite 


t * 


Digitized  by  Google 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  I.  35g 

faisantes  b'f  on  aura 

„ C* — B‘  tangl» /-  C* — B*  tang^cos>  f\ anj;‘C 

taDg//  — /*C* — A*  ' t — c*  J'O—Sf’  coj-Î  ^ laug^*  » 

ce  qui  donne  encore  r— = p— — ; el  comme  on  a 6 > ft. , il 

* tang  a taug/» 

s’ensuit  &'>  «'  : de  sorte  que  l’ovale  décrite  par  le  point  1 autour 
du  centre  D,  a,  comme  dans  le  premier  cas,  son  grand  diamètre 
perpendiculaire  au  méridien. 

11  résulte  de  ces  formules,  que  l’axe  de  rotation  passe  de  1°  en  I1, 
c’est-à-dire  décrit  le  quart  de  son  orbite  dans  le  temps  t d’une  demj- 
oscillation  : il  continue  ainsi  dans  les  trois  demi-oscillations  suivantes , 
et  son  orbite  entière  est  parcourue  dans  le  temps  4"r,  qui  est  celui 
de  deux  oscillations  ou  de  deux  nutations.  Ce  mouvement,  qui  a 
toujours  lieu  dans  le  même  sens,  c’est-à-dire  dans  le  sens  CB,  se 
renouvelle  de  la  même  manière  dans  les  périodes  suivantes,  cl  ainsi 
à l'infini.  . 

On  fera  d’ailleurs  la  même  remarque  que  dans  l’art,  précédent,  sur 
la  variation  de  la  vitesse  angulaire.  Elle  est  la  plus  petite  = W sur  le 
méridien  en  P et  I*,  et  la  plus  grande  en  I‘  et  1’,  lorsque  le  point  I 

est  le  plus  éloigné  du  méridien  , ou  sa  valeur  est  YV  —jr. 

Tels  sont  les  mouvemens  que  l’axe  de  rotation  AI  exécute  par 
rapport  au  méridien  où  se  trouve  l’axe  moyen  AL , dans  les  deux 
cas  qui  peuvent  avoir  lieu,  selon  que  l’axe  AM  ou  l’axe  AN  est  au 
commencement  du  mouvement  dans  le  même  méridien  que  l’axe  AL 
avec  l’axe  de  rotation  primitif  AI*. 

64-  Si  m est  positif  et  plus  grand  que  l’unité,  ce  qui  a lieu, 
comme  nous  l’avons  vu,  dans  l’hypothèse  C > B > A , où  AL  est 
l’axe  du  plus  grand  moment,  et  AM  l’axe  moyen,  il  fant  distinguer, 
comme-  ci-dessus,  deux  cas  qui  donnent  lieu  à des  mouvemens 
très-différens. 

Premier  cas.  Si  la  position  initiale  de  l’axe  de  rotation  est  telle 
que  le  corps  ne  puisse  faire  que  des  oscillations  autour  de  l’axe  AL, 
alors  on  trouvera  des  résultats  analogues  aux  précédens,  niais  avec 
des  différences  qui  méritent  d etre  remarquées. 
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II  faudra,  dans  ce  cas,  faire  <*  = ï7t,  y=.Q,  sin*ft:=  sin*£ , 
ce  qui  donnera 

(C  — A)eo»*C 

langx=/ tangO,  f = Â~+  B — A ) coa*  t' 


sin  x 

x™eJr=^r» 


=/•: 


sw  0 * m -f-  ccw  a*  J * cos  9 * m -f-  cos  a#* 
Mais  par  les  formules  du  n°  45,  on  a 
nin  a m a sia  f* 


m -f-  cos  a» 


donc 


: — 7 ZT~T ?‘s*n  4'  V(x  — c * sin*4)  i 

( m -f*  i ) cosC  t Y \ t y > 


af  sin  /i 


cos  r 
‘ cos 


^.sin-^  t/(i — c*sin*4). 


tangj=-  (m+l)co,- 

Au  commencement  du  mouvement  où  t = o et  4 — °»  on  aura 
y = o ; et  si  l'on  fait  x = — a’,  on  aura 

1 a,  » ( C — A ) sin Ccos C 

tang  a'  = -/  tang  f = A K+  B +(,C-A)  c<W  » 

ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  donnée  immédiatement  par  l'état  initial 
du  mouvement  a!  ■=  1 — (-j  tt — C) , où  l’on  a cot  C = p tang  e. 

Pour  avoir  la  position  de  l’axe  de  rotation  au  bout  du  temps  r,  qui 
est  celui  d’une  demi-oscillation , on  fera  4 = ~ t , 8 = 0,  ce  qui 
donnera  x=o;  et  si  l’on  fait_/  = 4',  on  aura 

, __  f »in^»  ce»  ft f tang*  C 

“ cou  C taog^«  ' 


, v J 

tang  4 — — (V+OeiTî 


d’où  résulte  encore  Un^}.  — ÎÎ2L?  ; mais  comme  dans  ce  cas  £ <*  u. 

tango  tang/*’  ^ 

il  s’ensuit  qu’on  a 4’  < a1. 

On  voit  par  là  que  pendant  le  temps  r d’une  demi-oscillation, 
Fig.  10.  l’axe  de  rotation  décrit  un  quart  de  son  orbite  en  passant  de  I*  en  I'; 
il  continue  ce  mouvement  dans  le  même  sens  pendant  les  trois  autres 
demi-oscillations;  de  sorte  que  dans  le  temps  4r,  qui  est  celui  de 
deux  oscillations  ou  de  deux  nutations , l'axe  de  rotation  parcourt 
son  orbite  entière,  et  les  choses  sont  rétablies  dans  le  même  état 
qu'au  commencement  du  mouvement. 

L’ovale  décrite  par  l’axe  de  rotation  a pour  centre  le  point  D, 

comme 
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comme  cela  a lieu  dans  les  mouvemens  rapportés  à l'axe  moyen  ; 
mais  il  y a cette  différence  dans-  le  cas  présent , que  l’ovale  est 
alongée  dans  le  sens  du  méridien  , puisqu’on  a trouvé  b'  < a\ 
tandis  que  dans  les  deux  cas  qui  sont  relatifs  à l’axe  moyen  , on  a 
b'  > a!. 

Dans  ce  cas  donc  la  plus  grande  vitesse  W aura  lieu  dans  le 
méridien,  lorsque  l’axe  de  rotation  répondra  aux  points  I*  et  I*, 

et  la  plus  petite  aura  lieu  aux  points  I'  etP,  les  plus  éloignés 

du  méridien. 


65.  Second  cas.  Si  l'état  initial  du  corps  est  tel  qu’il  doive  tourner 
sans  cesse  autour  de  l’axe  AL , cet  axe  ne  pefc  plus  s'éloigner  de  90* 
de  la  directrice  AD  , et  sa  nutation  est  limitée  depuis  6 = 6 jusqu’à 
6 = 6,  valeurs  entre  lesquelles  oa  a cette  relation  : 


cos*(T  = 


m -+■  1 
m — 1 


cos*  £ = 


C*— A* 
B‘  — A* 


cos*£  ; 


de  sorte  que  pour  que  ce  second  cas  ait  lieu,  il  fout  qu’on  ait 

cos  £ < y/ (^E^),ou  sin€>y/ Soiu,ore  c‘=^irrcol,É:> 
sin'C 

ou  c*  = 1 — , les  équations  qui  servent  à déterminer  a»  et  9 

par  le  moyen  de  la  variable  4 > sont 

tang  ça  = — h taqg  4 j h = 
sin  0 = sin  £ \/(  t — c*  sin*  ). 


Pour  avoir  maintenant  les  coordonnées  x et  y qui  déterminent  la 
position  de  l’axe  de  rotation  à un  instant  quelconque,  on  fera,  comme 
dans  l’art.  49>  *=;  vr,  y = £,  et  les  formules  du  n”  60,  combinées 
avec  les  précédentes,  donneront 


tang  x = f tang 


sin  x 

‘ang7  = :r 


uns  m -J-  cos  a« 


( C — A ) cos'î 
A + B + (C  — A)  coj* £ » 

ah  sin  4 CM  4 *,nx 
m + 1 ' sin  #" 


Comme  0 est  toujours  positive,  on  voit  que  x est  toujours  négative, 
et  qu’ainsi  l'ovale  décrite  par  l'axe  de  rotation  est  toute  entière 
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d'un  même  côté  du  pôle  D;  en  quoi  ce  cas  diffère  de  Ions  le» 
précédons,  où  le  point  D était  le  centre  de  l’ovale  décrite  par  l'axe 
de  rotation. 

Les  limites  de  8,  savoir,  8 = G et  ô = €',  ont  lieu,  la  première 
lorsque  < = o et  >{,  = o , la  seconde  lorsque  t = t et  s},  = £ tt. 
Soient  dans  ces  deux  mêmes  points,  j : = — a'  et  x = — a",  les 
limites  de  a:;  on  aura 


tang  a'  = — f tang  C et  tang  a"  = — f (ang  S:; 

on  a 6 > S',  on  aura  donc  aussi  a'  > a".  Dans  ces  deux  points , 
j-=o;  d’ailleurs  en  faisant  4 < £ tt  , on  voit  que  tang^-  est  positive. 
Donc,  pendant  le  temps  r que  l’axe  AL  emploie  à parcourir  son 
arc  de  nutation  de  L°Wi  L’,  l’axe  de  rotation  parcourt  la  moitié  de 
Fig.  ii.  son  ovale  I*mI‘  dans  le  sens  CB. 

Lorsque  l’axe  AL  reviendra  de  L1  à L',  l'axe  de  rotation  par- 
courra l'autre  moitié  de  son  ovale , et  reviendra  au  point  I'  en  même 
temps  que  l’axe  AL  an  point  L%  et  ainsi  à l’infini. 

Ainsi,  pendant  que  l’axe  de  rotation  fait  une  révolution  entière 
dans  son  orbite , l'axe  du  plus  grand  moment  AL  parcourt  deux 
arcs  de  nutation  qui  le  ramènent  au  point  d’où  il  était  parti,  et 
le  corps  fait  une  demi-révolution  autour  de  l’axe  AL. 

La  vitesse  angulaire  la  plus  grande  sera  W au  point  I*,  et  la  plu» 

...  u»  a'  . . 

petite  sera  ^ au  point  r. 

66.  Si  l’on  suppose  t infiniment  petit,  comme  dans  l’art.  53,  les 
points  I*  et  I',  qui  sont  les  extrémités  du  diamètre  de  l'ovale  dans  le 
sens  du  méridien,  seront  déterminés  par  les  valeurs 


a' 


C—  A . 
B-f-C  £» 


= a1 


Si  l’on  suppose  C— B beaucoup  plus  petit  que  C — A,  ensorle 
qu'on  ait  C* — B*  = cf(C* — A*),  étant  très-petit,  on  aura 


et 


C — A 
B + C’ 


B 

A» 


iJ's  = 


C — B 
*’C+A» 
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donc  a'  — a"  est  encore  beaucoup  plus  petit  que  l'are  de  nutation 
g _ puisqu’on  a 


a' — a " est  l’axe  de  l’ovale  dirigée  dans  le  sens  du  méridien.  Pour 
avoir  l’autre  axe  perpendiculaire  au  méridien,  il  faut  chercher  la 
valeur  dey  lorsque  4/  = 45%  et  on  aura 


Cette  valeur  de  y est  égale  à V — a'1.  Donc,  dans  l’ovale  décrite 
par  l’axe  de  rotation  , l’axe  perpendiculaire  au  méridien  est  double 
de  l’axe  dirigé  dans  le  sens  du  méridien. 

La  vitesse  angulaire  est  la  plus  grande  au  point  1%  où  elle  est 
égale  à la  vitesse  initiale  W;  elle  est  la  plus  petite  au  point  1%  où 

elle  est  W = W [ i — j (a'*—  a")],  c’est-à-dire 


Ç- a\ 
’C+B’C  + A/ 


Mais  la  différence  de  ces  deux  vitesses  est  un  infiniment  petit  qu’on 
peut  regarder  comme  fort  au-dessous  du  second  ordre. 


Remarque  sur  le  mouvement  de  Taxe  de  la  Terre. 

« 

' 67.  Comme  il  est  infiniment  probable  que  l’axe  de  rotation  pri- 
mitif de  la  Terre  n’a  pas  coïncidé  exactement  avec  un  axe  prin- 
cipal, ou  du  moins  que  ces  deux  axes  se  sont  séparés  par  quelque 
variation  arrivée  à la  surface  ou  dans  l’intérieur  du  globe,  il  est  à 
présumer  que  les  inégalités  qu’on  vient  de  calculer  ont  lieu  effecti- 
vement dans  le  mouvementée  rotation  de  la  Terre.  Mais  comme  elles 
sont  extrêmement  peu  sensibles  , et  que  la  quantité  f,  beaucoup  plus 
grande  que  a ne  peut  monter  tout  au  plus  qu’à  quelques  secondes, 
ce  n’est  que  par  une  longue  suite  d’observations  très- délicate  s qu’on 
pourra  s'assurer  de  leur  existence. 

Soit  D le  point  fixe  du  ciel,  très-voisin  du  pùle  mobile  autour  Fg.  :a. 
duquel  la  Terre  parait  tourner  à peu  près  daus  un  jour,  la  distance 
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de  ces  deux  points  étant  tellement  petite  qu’elle  ne  pourra  jamais 
devenir  sensible  par  l’observation.  Soit  L l'extrémité  de  l’axe  prin- 
cipal de  la  Terre,  voisin  du  pôle,  de  manière  que  la  distance  DL, 

ou  B ^ c t n’est  peut-être  pas  insensible  ; on  peut  au  moins  la  re- 
garder comme  constante,  et  négliger  la  nutation  S — £'.  Soit  P le 
zénith  d’un  lieu  de  la  Terre  qui  ne  soit  pas  fort  près  de  L ; soit 
la  constante  LP  = p,  et  l’angle  variable  DLP  — Cl  — a , on  aura 


A -f*  C # 

DP  — p — * cos  ( £1  — »).  D’où  il  suit  que  la  distance  du 

zénith  au  pôle  variera  pour  un  lieu  quelconque,  depuis  p — t 


A -4-  C 

jusqu’à  p-\-  *'  ®onc  s*  > Par  des  observations  éxactes  de  la 

hauteur  du  pôle,  dégagées  de  la  réfraction,  de  l’aberration  et  des 
.nutations  dues  aux  causes  externes,  on  trouve  que  cette  hauteur 
n’est  pas  constante , ce  sera  une  preuve  qu’il  y a un  mouvement 
naturel  dans  l’axe  terrestre  ; mouvement  dont  la  cause  est  dans  la 
Terre  même,  et  qui  doit  être  distinguée  de  la  nutation  causée  par 
l’action  de  la  Lune  et  des  planètes.  C’est  peut-être  par  ce  mouve- 
ment qu’on  pourrait  expliquer  la  petite  différence  que  des  observa- 
teurs exacts  ont  trouvée  entre  l’obliquité  de  l’écliptique,  déduite  des 
solstices  d’hiver,  et  l’obliquité  déduite  des  solstices  d’été. 

On  peut  remarquer  que  depuis  la  plus  grande  jusqu’à  la  plus  petite 
hauteur  du  pôle  pour  un  lieu  quelconque,  la  Terre  fait  unç. demi- 
révolution  autour  de  son  axe  principal.  Le  nombre  de  jours  écoulés 


dans  cet  intervalle  est  donc,  d’après  nos  formules,  | 

C-4-A  • . t 

ou  ;. si  l’on  admet,  ce  qui  est  fort  vraisemblable  , que  C 


diffère  beaucoup  moins  de  B que  de  A.  D’un  autre  côté,  il  paraît, 

C 

par  le  phénomène  de  la  précession  des  équinoxes , que  la  valeur  de  — 
est  comprise  entre  et  donc  le  temps  dont  il  s’agit  est  d’en- 
viron i5o  ou  160  jours.  Ces  résultats  auraient  encore  lieu,  quand 
même  on  aurait  exactement  B = C , ce  qui  est  le  cas  de  l’art.  i3. 
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68.  Quelles  que  soient  la  figure  et  la  constitution  inte'ricure  d’un 
corps  solide  qui  peut  librement  tourner  dans  tous  les  sens  autour 
d'un  point  fixe,  et  qui  n’est  soumis  à l’action  d’aucune  force 
accélératrice,  le  mouvement  de  ce  corps  peut  toujours  être  assimilé 
à celui  d’un  ellipsoïde  homogène  de  même  masse,  dont  les  demi- 
axes  principaux  a ',  b',  c',  diriges  dans  le  même  sens  que  les  axes 
principaux  du  corps  proposé , ont  les  mêmes  momens  d’inertie  , et 
qui  aurait  reçu  la  même  vitesse  initiale,  dans  le  même  sens  et  autour 
du  même  axe  de  rotation. 

En  effet,  les  seuls  élémens  qui , dans  la  théorie  précédente , dé- 
pendent de  la  figure  du  corps  et  de  la  loi  que  suit  la  densité  de  ses 
différentes  molécules,  sont  les  quantités  A,  B,  C,  par  lesquelles  se 
forment  les  momens  d’inertie  du  corps  relativement  aux  trois  axes 
principaux.  Donc  si  ces  quantités  sont  égales  dans  deux  corps , et 
si  l'impulsion  primitive  est  la  même , ces  deux  corps  auront  né-* 
ccsMfcemcnt  la  même  position  et  les  mêmes  vitesses  au  bout  d'un 
temps  quelconque. 


5G6  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

L-J ■■  


DEUXIÈME  SECTION. 

• A 


Du  mouvement  d’un  corps  attiré  vers  deux  centres  Jixes. 

69.  Nous  supposerons  d’abord  que  la  altesse  initiale  du  corps’  est 
dirigée  toute  entière  dans  un  plan  qui  passe  par  les  deux  centres 
fixes,  et  qu’ainsi  le  corps  est  assujéti  à se  mouvoir  dans  ce  plan.  Cela 
posé,  nous  suivrons  l'analyse  qu’Euler  a donnée  le  premier  de  ce 
problème,  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin,  ann.  yjGo. 
Nous  donnerons  ensuite  les  développemens  que  fournit  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  pour  en  compléter  la  solution. 


Analyse  du  problème. 

Fig.  i3.  70.  Soient  F et  G les  centres  vers  lesquels  sont  dirigées  l^deux 

forces  attractives  ; soient  A et  B les  intensités  de  ces  forces , mesu- 
rées à l'unité  de  distance;  M le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t. 
Ayant  abaissé  MP  perpendiculaire  sur  l’axe  EFG,  nous  ferons 

FG  = a,  GP  = x,  PM  —y , FM  = r , GM  = s, 
l’angle  EFM  = , l’angle  EGM  — a>, 

ce  qui  donnera 

. x — a — r cos  <p , y — r sin  p = s sin  w , x = s cos  Ai. 

Au  pointMlc  corps  est  sollicité  par  la  force  dirigée  suivant  MF, 

g 

et  par  la  force  — dirigée  suivant  MG;  donc,  en  supposant  dt  cons- 
tant, les  équations  différentielles  du  mouvement  seront 

ddx  A ( x — o)  Bx 

~JÏ  ? » 

*êl  — _ iï  — 

de  r‘  i3 


V 
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Multipliant  la  première  par  dx , la  seconde  par  djr;  ajoutant  les 
produits,  et  intégrant,  on  aura 
, \ àx'+  dy-  A , B , C 

(')  -^L  = 7 + 7+ü> 


équation  qui, après  avoir  déterminé  la  constante  C, donnera  la  vitesse 
du  corps  en  chaque  point  de  son  orbite.  11  en  résulte  que  si  le  corps 
passe  deux  fois  par  le  même  point,  il  aura  la  même  vitesse  en  cc 
point , mais  avec  une  direction  qui  pourra  être  différente  ou  même 
opposée.  On  voit  aussi  que  la  vitesse  sera  la  même  dans  deux  points 
de  l’orbite  qui  seraient  semblablement  situés  au-dessus  et  au-dessous 
de  l'axe  FG. 


71.  Pour  obtenir  une  seconde  intégrale,  considérons 'les  aires 
élémentaires 

da  = (x  — a)  dy  — .jdx  = r'd$  , 
d£  — xdj  — jdx  = s’du> , 

dont  les  différentielles  sont 

ddx  = (x  — a)  ddj  — jddx  , 
ddÇ  = xddjr  — j ddx.  . 

.Si  dans  ces  expressions  on  met  pour  ddx  et  ddj  leurs  valeurs  données 
par  les  équations  du  mouvement,  on  aura 

Mm. Boy  ddt  Kay 

7F  r>  ‘ 7F  r»  » 

donc 

dmddv  dmddm  aB  ydi  ttXydm 

dp  — i1  H * 


Mais  on  a jdS  = s'du)  sin  a et  jda.  = Fdq  sin  <p  ; donc 

= B du  sin  » — • A rfp  sin  <f. 

Cette  équation  est  intégrable  immédiatement,  et  son  intégrale  est 
= A cos  p — B cos  ai  -f-  C', 
ou , en  substituant  les  valeurs  de  da.  et  d€ , 

(a)  "~adt = ^ C0S  ^ ® COS  u + C'. 
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Au  moyen  de  ces  deux  intégrales,  le  problème  peut  être  réduit  aux 
quadratures.  * 

7a.  En  effet,  soient  p et  q deux  nouvelles  variables,  telles  qu’on 
ait  tang  j ai  c = pq , tang  J $ = ~ , ce  qui  donnera 


..  _ m 

sin  a — — ; — r-;, 

1 + p'q‘  ’ 

dans  le  triangle  FMG  on  aura 

«sin»  a (pû 


CO  SI?  — 


P' — 9* 
P*  + 9* 1 


1 — p’q' 

cos  a»  = — 

1 + pq‘  ’ 


»in(e— .)  c*  — f>‘)  (»  -I- v*)  •—  p' 

a sin  9 n ( 1 -f~  p'q'  ) a 


*+<7* 

09* 


— •)  (>— P*)(* +9*)  *— P’  ‘+9*’ 

Par  ces  valeurs  on  trouve 

1 jr.  — jr.  _i_  _ (?•+?•)  (|4-P*9‘)  ( , Ja 

+ J T * ~ (.-p')*  (,+,’)■  \(* — p’)‘  ' (,+9*)V  * 

T^ï'tPpd’jD  = (P'+? 

•O— pPO-HP 

mais  par  les  équations  (1)  et  (2)  on  a 

r V ; c ( A cos  $ — -B  cos  « -f-  C'  ) 


dLr*  -f“  dy'  * 


r i a 


Donc  si  l'on  exprime  toutes  ces  quantités  en  fonctions  de  p et  q,  on 
aura  , entre  ces  deux  dernières  variables,  l’équation 


[B.- 


Ixif 


p*dq*  — 9*<ip*  __  * *~  P*  4-  9* _ . 

(•+9’)’dp*  + (‘— P‘)‘^9‘  » 0— P*)(‘+9*)  1 n (>— P*)(‘+9’)  . r * 

. A-  P*+9‘  +B—iW-  + C 

qui  se  réduit  à 

<*/>•  C(î  a — îB)(i  -/)  + cy + i C'(i  + y)-] 

= ^ C(i  A + i B)(,_y)  + Cy-i  C'  (.  —y)*]. 

Soit  donc  • 


P = (t  A + ~ B)  (1  — pi)  + Cp* — s C'  (.  — />•)*, 

Q = (*a— iB)(i_y)+cy+iC'(.+y)*, 

et 
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et  on  aura  l'équation  différentielle  séparée 

(5) 


3<*> 


, dp  _ dg 

V*~  W 


laquelle  suffit  pour  déterminer  la  courbe  décrite.  Quant  au  signe 
ambigu  du  premier  membre,  on  verra  bientôt  comment  il  se  dé- 
termine d’après  l'clat  initial  du  mouvement. 

Ati  Ba 

73.  llreste  à trouver  la  valeur  de  Jf.PourcelasoitM= (-• — bC 

et  N = J A cos  <p  — | B cos  a -f-  j-  C',  afin  qu’on  ait,  comme  dans 
l’article  précédent, 

p'dq‘  — q'dp'  N 

( 1 + q’ydp'  (l  — p*  )'  dq‘  — Si' 

Cette  équation,  d’où  l'on  a déduit  Qdp1—  P dq',  donne 

P = Myo*  — N (1  — />•)', 

Q = N (1+7*)*, 

P' Q — 7*P  = N (p‘  + 7*  ) ( 1 +py). 

Soit  dp • = PJR*,  on  aura  dq'  — QJR*,  et  par  conséquent, 
p‘dq'  — q'dp'  = (p'Q  — <]'V)dK'=.  N JR*  (p'  + q')  (1  +p‘q‘ ). 
Or  on  a par  l’cquation  (a) , 


donc 


s'dpdu)  = a<iN<**  = 4al  (p^'-q'dp')  (P'+  g')  O +PY\ 

C 1 — p’)1  C1  -h?’)1  ' ’ 


aaVR*  (p*  + q'Y  ( 1 p'q'Y 

— (i_p‘)>  (,  + ç*)*  » 

et  par  conséquent , 
dt 

aÿ  aa 


(p’-MOO+pV)  , _ 

(>+<?•)• 


p\/R  q'dR 

+ n+W* 


Mais  JR  = ± = -f~-;  donc  on  a enfin 

V p VQ 

f/s  dt , P*  dp_  <r  _d±_ 

w ïÿÀïâ)  — = ( P‘Y  ' yP  ^ VQ' 

Cette  formule,  ainsi  que  la  formule  (3),  est  écrite  dans  la  supposition 
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que  est  positif,  au  moins  dans  les  premiers  instans  du  mouve- 
ment; car  il  faut  que  ses  deux  termes  soient  tous  deux  positifs, 
puisqu’ils  résultent  du  produit  de  t/R,  qu'on  doit  regarder  comme 

positif  par  la  somme  des  deux  quarrés 

On  voit  par  ce  résultat  que  la  valeur  de  t,  qui  correspond  à des 
valeurs  données  de  p et  y , dépend  en  général  des  fonctions  ellip- 
tiques de  la  troisième  espece,  lesquelles  peuvent,  dans  beaucoup  de 
cas,  être  réduites  aux  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde 
espèce.  D'ailleurs  l’équation  (3),  qui  ne  dépend  que  des  fonctions 
elliptiques  de  {^première  espèce,  donne  la  relation  entre  p et  <7, 
nécessaire  pour  déterminer  la  courbe  décrite. 


fig.  i3.  74-11  faut  maintenant  déterminer  les  constantes  C et  C\  Pour 

cela  nous  supposerons  que  le  mouvement  commence  en  un  point  A 
de  l'axe,  situé  sur  le  prolongement  de  FG  du  côté  de  F,  et  faisant 

= ;/j“  on  aora  F A = — — — , GA  = — * Cela  posé,  soit  V la 
GA  7 • 1 — m° 7 1 — 1 7 

vitesse  initiale  suivant  la  tangente  AH,  et  soit  l’angle  EAH=ft; 
il  faudra  qu’on  ait  à la  fois  t =.  o , =.  o,w  = o,  r=  - , 


s = , rlc‘ft,r!y  = V*,  ^ ^ = V »in  p.  ; de  plus,  en  vertu 

des  valeurs  de  r et  de  s,  on  aura  en  même  temps  p'  — m • et  7 = 0. 
Substituant  donc  toutes  ces  valeurs  dans  les  équations  (1)  et  (a), 
on  eu  déduira 


+ B)  0 


omwV'  sin*/t 
(1  — m»)* 


— A 4-  B, 


et  on  remarquera  que  la  supposition  faite  sur  la  situation  du  premier 
point  A satisfait  à la  condition  que  J,  soit  positif. 


75.  Pour  déterminer  le  signe  ambigu  des  équations  (3)  et  (4), 
j’observe  qu’on  a en  général  (art.  7a)  r-f-  s = d'ou  il  suit 

que  l’équation  p7  — m°  appartient  à l'ellipse  dont  A est  le  sommet. 
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F elG  les  deux  foyers.  Or,  dans  le  temps  dt,  le  corps  décrit,  suivant 
la  tangente  Ail,  l’espace  A x = \dt,  faisant  avec  l'axe  un  angle 
EAIi  = / u , et  on  voit  que  le  point  x sera  situé  dans  l’ellipse  ou 
hors  de  l’ellipse,  selon  que  cos  p.  sera  négatif  ou  positif;  donc  en 

général  aura  le  même  signe  que  cos  p ; c’est-à-dire  que  dans  les 
équations  (3)  et  (4)  on  devra  prendre  avec  le  signe  -f-  si  cos  (A. 
est  positif,  et  avec  le  signe  — si  cos  fi  est  négatif. 

Pour  savoir  quel  est  le  signe  qui  doit  avoir  lieu,  lorsqu'on  a 
cosyu=o  ou  fi=zj7r,  il  faut  observer  qu’alors  P aura  pour 

facteur  />*—  bj%  do  sorte  qu’en  faisant,  pour  abréger , D = ^ > 

on  aura 

P = (P'~  W) ~ (D  + B)  />•]• 

Soit,  dans  un  temps  très-petilÔ,  p‘=  m 4 (i  -f-f),  Ç étant  une  quan- 
tité très-petite  de  l’ordre  fl , on  aura  P = £[D(i — m**)— -A  — B/n“J. 
Ainsi,  en  général, Çsera  du  même  signe  que  D (t — m") — A — B «**; 

J 

or,  ^ est  aussi  du  même  signe  que  p * — ; donc  lorsqu’on 

a fiz=\7r , on  devra,  dans  les  équations  (3)  et  (4)  , prendre  ■— 

. . , ■ A - f-  Bm“  . ,,  . A ■ 

avec  le  signe  -f-,  si  I)  > — - — — ou  si  V*  > et  avec  le 

• • tr.  — A-pBm”*  • • y.  , i-t-m°  . y, 

signe  -,  SI  V<  - m„ji~  ! on  suppose  ici/” AC, 
C étant  le  milieu  de  FG. 

Si  l’on  a exactement  V*  = A » on  voit  que  la  quantité  p* — m* 

devra  être  zéro,  au  moins  pendant  quelques  inslans  ; mais  il  est 
facile  de  s’assurer  qu’elle  sera  toujours  zéro , et  qu’ainsi  la  courbe 
décrite  par  le  corps  sera  l’ellipse  p‘  = m • : c’est  un  cas  que  nous 
examinerons  ci-après  avec  le  détail  nécessaire. 


76.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  sera  bon  de  faire  voir  quelles  sont 
les  limites  de  la  vitesse  initiale,  pour  que  l’orbite  s’étende  ou  ne 
s’étende  pas  à l’iuGni.  Lorsque  rets  sont  infinis,  le  second  membre 
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• C • • 

de  l'équation  (i)  se  réduit  à — ; ainsi  pour  que  ce  cas  ait  lieu,  il 

faut  que  C soit  positif.  Or,  quel  que  soit  le  point  A où  commence  le 
mouvement, soit  qu’on  le  prenne  sur  l’axe  EFG  ou  hors  de  cet  axe, 
si  l'on  appelle  Y la  vitesse  initiale , h et  h'  les  distances  AF  , AG 

C*  AB 

du  point  A aux  deux  centres  F et  G,  on  aura  ^ = j V* — ^ — -p; 

donc  en  général  le  corps  s'éloignera  à l’infini  si  l’on  aV‘>  ^ + ^r; 
au  contraire , l’orbite  sera  renfermée  dans  un  espace  fini , si  l'on  a 
V*  < -- f-  : en  cas  d’égalité,  le  corps  s'éloignera  à l’infini. 

Si  l’on  failB=o,  on  aura  les  conditions  connues  pour  qu'un  corps 
soumis  à l’attraction  de  la  force  A décrive  telle  ou  telle  section 

conique.  En  effet,  on  sait  que  l’orbite  sera  une  ellipse  si  Y*  <C“T“» 
une  parabole  si  V*  = et  une  hyperbole  si  V*> 

77.  Nous  allons  maintenant  procéder  au  développement  et  à 
l’intégration  des  formules  générales  du  problème;  mais  pour  ne  pas 
donner  trop  d’étendue  à nos  recherches , nous  nous  bornerons  à 
considérer  les  cas  où  l’orbite  est  renfermée  dans  un  espace  fini. 
Ces  cas , dont  le  symptôme  vient  d’être  déterminé  par  la  limite  de 
la  vitesse  initiale,  sont  les  seuls  qui  aient  quelque  rapport  au  mouve- 
ment des  planètes  et  autres  astres  qui  ont  des  retours  périodiques. 
Nous  supposerons  donc  en  général  que  la  valeur  de  p‘  ne  surpasse 
pas  une  certaine  limite  m plus  petite  que  l’unité  ; car  dès  qu’on 
a p%  = 1 , les  valeurs  des  rayons  vecteurs  r et  j deviennent 
infinies. 

Cela  posé,  le  polynôme  P ne  pourra  être  que  de  l’une  des  deux 
formes 

P = M ( m—p •)  (p—m1), 

P = M (m  — p%)  ( p%+m 

Dans  le  premier  système  , p‘  sera  toujours  compris  entre  les  limites 
m et  m',  où  l’on  suppose  m'  •<  m ; dans  le  second  , p‘  pourra  avoir 
toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu’à  m.  11  s’agit  doue  de  développer 
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les  formules  generales  dans  ces  deux  systèmes,  qui  doivent  com- 
prendre tous  les  cas  possibles. 

Le  premier  système  se  développera  sans  difficulté  dans  la  suppo- 
sition que  nous  avons  faite  sur  la  situation  du  point  A,  où  commence 
le  mouvement  ; mais  pour  développer  le  second  d'une  manière  com- 
plète , il  conviendra  de  placer  le  point  A entre  les  deux  centres 
F et  G , ce  qui  donnera  une  autre  forme  aux  constantes  C et  C'  ; 
sans  cette  précaution,  il  pourrait  y avoir  des  cas  que  les  formules  ne 
représenteraient  pas,  savoir,  ceux  où  l’orbite  ne  coupe  l’axe  qu’entre 
les  deux  centres  F et  G. 


78.  Dans  le  premier  système  on  aura  d’abord  à substituer  les 
valeurs  des  constantes  C et  C'  de  l’art.  7 4 > dans  l'expression  du 
polynôme  P,  savoir, 

P = i A -KB-iC'-KC+ ( i A -H  B+ i C') 

et  pour  que  celle  expression  soit  aussi  représentée  par  M(m— p') 
( p‘ — m'),  il  faudra  qu’on  ait 

__j  1 aVm°»in y — A ( 1 — m”)* 

iaY'm*ain‘f»  -|-  B (i  — m*)"'  * 

iaV*(i  — am^cosy  + m")  — (~  — Bm0>)  (1  — m •)* 

+ _ 1 \m  / 

fil  = ; — — : — , 

i a\  m°  »iu>  -f-  B ( 1 — m°y  * 

Tir  i«V*n»,*iny  , „ _ A + B 

M — (,-<>.  + B — r=^- 

Ainsi  les  quantités  m,  ml  et  M,  par  lesquelles  on  exprime  le  poly- 
nôme P dans  le  premier  système,  sont  faciles  à déduire  des  données 
immédiates  du  problème  m",  V,  p. 

79.  De  même  puisqu’on  a Q = j À — j B-f-  ÿC'-f-  (C  + C')  7* 
+ (iC'  — J A +;B)  jf',  on  pourra  donuer  au  polynôme  Q la 
forme  correspondante 

Q = M — B + M(m  + ml)  q'  -f-  (M  — A)  q*, 
d'où  résulte 

(1  — mm')  Q = A -f-  Bmm'  -f-  ( A + B ) (/n-f-  m')  -f-  ( B -{-  Amm')q*. 

Nous  allons  suspendre  un  moment  la  suite  de  ces  calculs,  pour 
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nous  occuper  d’une  remarque  sur  l'emploi  des  variables  p et  q , et 
de  la  considération  de  quelques  cas  particuliers. 


Remarque  sur  l'emploi  des  variables  p et  q. 


80.  L’emploi  des  variables  p cl  q , pour  exprimer  les  deux  rayons 
vecteurs  r et  s,  et  en  général  pour  construire  la  courbe  décrite  par 
le  mobile , exige  quelques  développemens  qui  pourront  d’ailleurs 
être  utiles  dans  d’autres  recherches  d'analyse. 

Il  résulte  d'abord  des  valeurs  de  r et  s , données  dans  l'art.  73, 
qu’on  a 

r + s = 'Lil±fl),  , _r=îLiipp-. 

^ > —P  * 1 +q‘ 


Donc,  i*.  si  p est  constant,  r-f-s  sera  constant,  et  la  courbe 
décrite  sera  une  ellipse  dont  F et  G sont  les  foyers,  et  le  grand  axe 

AL  = 3/  = 2lL±£>. 

/ 1 — P 

Fig.  14.  a*.  Si  q est  constant,  s — r sera  constant;  ce  qui  fait  voir  que  la 

courbe  décrite  sera  une  hyperbole  dont  F et  G sont  les  foyers.  Mais 
alors  le  point  A ne  peut  se  trouver  sur  le  prolongement  de  FG;  il 

FA 

devra  être  situé  entre  les  points  F et  G ; cl  si  l'on  fait  -^r  = m , on 

aura,  au  point  A,  q'  — m,  p'—  o,  et  s — ras?  : c’est  la 

valeur  de  l’axe  transverse  AL  = aCA. 


81.  Il  suit  de  là  que  lorsqu’on  veut  déterminer  un  point  de  la 
trajectoire  par  des  valeurs  données  de  p * et  q *,  savoir,  p'—a.,  q’=£, 
on  peut  regarder  ce  point  comme  étant  l’intersection  de  l’ellipse  où 
p'  — a.  avec  l'hyperbole  où  q'=  £.  Mais  cette  construction  laisse- 
rait incertain  si  le  point  cherché  est  au-dessus  de  l’axe  ou  au-dessous. 
Pour  éviter  à cet  égard  toute  ambiguité,  il  convient  de  déterminer 
chaque  point  de  la  courbe  par  des  coordonnées  rectangles,  telles 
Fig.  i3.  que  GP  = x,  PM=_t-,  dont  les  valeurs  sont 

oÇl  — pV) anm; 

X C‘— />*)(' + 9*)’  ^ (>  —/»')('  +</’)' 
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8a.  Les  points  où  la  courbe  rencontre  son  axe  méritent  une 
attention  particulière  : roici  les  symptômes  par  lesquels  ils  doivent 
être  distingués  suivant  les  différons  cas. 

1*.  Si  la  courbe  rencontre  l'axe  en  un  point  B situé  au-delà  de  G Fig.  i5. 
par  rapport  à F,  on  aura  en  ce  point  r — s — a,  et  par  conséquent 
q = ao  ; c’est  le  symptôme  de  ce  premier  cas.  On  aura  en  même 

temps  p * = ^ ^ ° = ^ ; ainsi  va^cur  connue  de p * sera  égale 

au  rapport  -L-  qui  détermine  la  position  du  point  B.  C’est  ce  qu’on 

trouverait  directement,  en  considérant  un  point  31  infiniment  près 
de  B;  car  dans  ce  point  on  aura 

, tang~« tangiMFB  sin  MFB  __  GM GB 

P tang  j ç taug  j MGB  sin  MGB  FM  FB  " 

Si  l'intersection  avait  lieu  en  G , on  aurait  toujours  </*  — » , mais 
en  même  temps  p’  2=  o. 

a*.  Si  l’intersection  a lieu  en  un  point  I situé  entre  F et  G,  Fig.  16. 
on  aura  dans  ce  point  r -f-  s = a , et  par  conséquent  p = O;  c’est 
le  symptôme  de  ce  second  cas  : on  aura  en  même  temps. . . 

q*  = a-~P ■■  = - s=  ; ainsi  la  valeur  connue  de  qx  déterminera 

' a-t-s  — r s ' 

la  position  du  point  I. 

Si  l'intersection  avait  lieu  en  G , on  aurait,  comme  ci-dessus, 
p z=  o , 17  = co  ; si  elle  a lieu  en  F , on  aura  à la  fois  p = o , 

q — o. 

5”.  Enfin  si  l’intersection  a lieu  en  un  point  A situé  sur  le  pro-  Fig.  i3. 

longement  de  FG,  du  côté  de  F,  on  aura  en  ce  point  s — /•=  a, 

ce  qui  donne  q 2=0  pour  le  symptôme  de  ce  troisième  cas.  On  aura 

, , r-f-  s — a r FA  ...  , 

en  meme  temps  p'  = — ; — ==  - = rrr-  : ainsi  la  valeur  connue 

rr  r+ s + o j GA 

de  p%  déterminera  la  position  du  point  A. 

85.  On  voit,  par  ces  détails,  que  la  quantité  q , relative  à l'hyper- 
bole, peut  avoir,  suivant  les  différons  cas , toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  depuis  zéro  jusqu’à  l'infini;  mais  que  la  quantité  pt 
relative  à l'ellipse,  est  toujours  comprise  entre  -j-  1 et  — 1.  Lorsque 
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p*  = i , on  a r -J-  j = eo  ; et  par  conséquent  le  point  M est  infini- 
ment éloigné.  Dans  ce  cas,  si  l’on  appctlc  fl  l’angle  que  l'asymptote 
de  la  courbe  fait  avec  l’axe  GF,  cet  angle,  qui  est  alors  la  valeur 
de  ce,  se  déterminera  par  l’équation  tang  ~ fl  —pq , ce  qui  s'accorde 

d’ailleurs  avec  la  valeur  - = tanga  = — 3N— . 

84.  Il  est  important  de  remarquer  que  la  description  de  la  courbe 
serait  quelquefois  incomplète,  si  l'on  n’attribuait  à p et  à q que  des 
valeurs  réelles;  car  il  y a,  dans  certains  cas  , des  branches  qui  ne 
sont  représentées  qu’en  donnant  a p et  q des  valeurs  imaginaires. 
Ces  cas  se  rencontrent  dans  le  problème  des  deux  centres  d’attrac- 
tion ; c’est  pourquoi  il  convient  de  donner  d'avauce  l'explication  de 
cette  difficulté. 

Fig.  17.  Supposons  que  le  point  M,  qui  décrit  la  courbe,  soit  parvenu  de 
A en  G,  où  l’on  a q — 00  et  p— o;  s'il  continue  sa  marche  au-delà 
de  G,  les  formules  ne  peuvent  plus  représenter  la  portion  GM' 
située  au-dessous  de  l’axe,  du  moins  en  donnant  à q et  p des  va- 
leurs réelles. 


on 


f • o f 1 -f-  p'q')  ' , o 

Car  puisqu  Onas=  ; - ----  = — h-  — rr-; rr, 

; M (*—/>*)  o-H*)  >—  p'  o +<?')(>—  p‘)’ 

conçoit  que  s diminue  de  plus  en  plus  à mesure  que  p devient  plus 
petit  et  q plus  grand.  Enfin  au  point  G , où  l’on  fait  à la  fois  p =0 
et  q =ao  , on  a s = o;  mais  passé  ce  point,  comme  la  valeur  p'—  o 
ne  peut  être  suivie  d’une  valeur  />’>  1 , il  n’y  a aucunes  valeurs  réelles 
de  p et  q qui  rendent  s négative,  comme  il  le  faudrait  pour  que  les 
formules  représentassent  la  portion  de  courbe  GM'. 


85.  En  effet,  dans  le  cas  où  l’arc  GM'  et  l’arc  GM  sont  situés  du 
même  côté  de  la  tangente  commune  TGT',  les  valeurs  de  ce  et  de  <p 
varient  infiniment  peu  du  point  G au  point  INI',  que  nous  supposons 
infiniment  près  de  G.  On  a au  point  G , ç = -x  , ce  =.  FGT,  et  au 
point  M',  p = vr-f-GFM-,  ce  = FGT  -f-  TGV,  G V étant  le  prolon- 
gement de  la  corde  M'G.  Il  faudrait  donc  que  la  valeur  de  s,  qui 
ne  peut  plus  être  dirigée  suivant  GV,  devint  négative  pour  répondre 
à sa  véritable  position  GM',  directement  opposée  à G V.  Or,  on  vient 
de  voir  que  la  valeur  analytique  de  s ne  peut  devenir  négative,  tant 

que 
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«pie  p et  y sont  réelles.  Le  calcul  se  refuse  donc,  dans  ce  cas,  à 
représenter  la  branche  GM';  car  puisque  s ne  peut  pas  devenir 
négative,  après  avoir  fait  ai  = FGT  au  point  G , il  faudrait  tout 
d*un  coup  augmenter  a de  vr-J-T'GM',  pour  passer  du  point  G 
au  point  infiniment  proche  M',  ce  qui  ne  s’accorde  point  avec 
la  loi  de  continuité  à laquelle  doivent  être  assujéties  les  quantités 
algébriques. 


86.  Il  en  serait  de  même  si  la  courbe  avait  un  point  d’inflexion 
en  G , et  qu’elle  se  continuât  dans  la  branche  GM”,  située  de  l’autre 
côté  de  la  tangente  GT'.  Le  passage  du  point  G au  point  M"  ne 
peut  plus  se  faire  en  augmentant  par  degrés  a»,  même  en  admettant 
que  s devint  négatif;  car  si  l'on  fait  «=FGV,  FGV  différant  infi- 
niment peu  de  FGT,  la  droite  GV,  prolongée  au-dessous  de  FG  , 
ne  rencontre  pas  la  branche  GM”.  Ainsi  il  faut  admettre  que  l’angle  m 
passera  tout  d’un  coup  de  la  valeur  FGT  qu’il  a au  point  G,  à la 
valeur  FGT  + ir — T'GM"  qu’il  a au  point  M”;  supposition  qui 
est  encore  contraire  à la  loi  de  continuité,  et  qui  ne  peut  subsister  en 
donnant  à p et  y des  valeurs  réelles. 


87.  Voici  maintenant  la  seule  manière  de  passer  analytiquement  de 
la  branche  MG  à la  branche  inférieure  GM'. 

Soit  FM'sr',  GM'=(',  HGM'  = o>',  KFM'=<p',  tang  i <p'=p'y', 

tangi  et' = on  trouvera,  par  les  formules  du  n*  73  , en  accen- 
tuant les  lettres  , et  changeant  r en  s , 


r'  -f-  s'  = 


1 — p'*  1 


Mais  si  l’on  étend  au  cas  présent  les  formules  qui  ont  lieu  pour 
la  branche  MG , il  faudra  changer  r en  t*  et  s en  — s',  ce  qui 
donnera 


a ( ■ 4-  p*) 

1 — p1  ’ 


r'  + 5'  = 


«(<?*—■) 
<?’+  1 


Ces  valeurs  ne  peuvent  avoir  lieu , à moins  de  supposer  que  p'  et  y*  ne 
deviennent  tout  à coup  négatives  en  passant  du  point  G aux  points 
situés  au-dessous  de  l’axe  ; et  pour  qu’il  y ait  identité  entre  les  deux 

48 
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résultats,  il  faut  supposer  . 

p‘  = - 7'*  et 

D'ailleurs  les  premières  valeurs  de  p'  et  7',  au  point  G,  sont /?'=o, 
7'  = o , ce  qui  s’accorde  avec  les  valeurs  de  p et  9 en  ce  même 
point,  savoir,  p = o,  7=  «5 . 

Fig.  18.  88.  Pour  confirmer  cette  théorie  par  un  exemple  très-simple, 

soit  FMG  un  arc  de  cercle  plus  petit  que  la  demi-circonférence, 
et  soitOle  centre  de  ce  cercle.  Ayant  fait  FC  = CG  = î «,  CO=c, 
FO  = i—  1 /(c’+Jo1),  GP  = x,  PM  —y,  on  aura , suivant  les 
formules  generales. 


a (1  — p‘q')  sapi 7 . 

( > —P")  0 4-9*)  * * (1  — p*)  (>  + <?’)’ 

d’ailleurs,  par  la  nature  du  cercle,  on  a ( (jo— x)‘=i% 

Ou_7'*-j-  3cp-f-  x*— dx  = o.  Soit  M un  point  infiniment  proche 
de  G , ensortc  que  x ctj'  soient  infiniment  petits  et  positifs  ; si  l’on 
appelle  fi  l’angle  que  fait  la  tangente  en  G avec  l’axe  GC,  on  aura 

tang  8 = ^ , et ^ aura  pour  limite  tang  fi.  En  effet,  soit  x = aj', 
«f  étant  infiniment  petit , on  aura , par  l’équation  du  cercle , 
r^^[i-«r(«+^)]:mais-ï  ==r^:;  donc 

-‘f(I+ë)]==,ang0(,“c-iï)» 

ce  qui  donne  pq—  tang-j  8^1  — Pour  avoir  séparément  p et  7, 

il  faut  combiner  cette  équation  avec  l'équation  / = ; ' . 

1 ('— P*K‘+V*) 

Cette  dernière , où  l’on  voit  que  7*  doit  être  de  l’ordre 
donne 

on  en  tire  - — = tf(i-J-d'),et  p = substituant  la 
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râleur  de  pq  donnée  par  la  première  équation , on  aura 

1 <t"  COS  8cOS*iJ(l  + 

q‘  Ci>j*  I -|-  îj'iin"  i 8 * 

, J~cos8  sin*  ‘ 8 ( i -4r£) 

P ~~  cos*  I -f-  cos*  i 8 


Ces  valeurs  de  p‘  et  J,  sont  positives  tant  que  / est  positif;  elles 

sont  nulles  lorsque  J'  ~o.  Mais  si  on  (ait  <f  négatif,  elles  deviennent 
négatives,  et  par  conséquent  p et  </  sont  imaginaires. 

Au  reste,  ces  valeurs  s’accordent  avec  les  formules  de  l’art.  87  , 


lesquelles,  en  supposant  p‘  et  ^infiniment  petits,  donnent 
r' — s'=a(i  + a/?*),  r'  + s'  = «(1  — ^ ; 

et  comme  en  changeant  le  signe  de  <f,  on  a p‘  = — 

— = — *— , il  en  résulté 

q'  cou  8 * 

, an^sin*18  . /k — c\ 

r — s—a = a — aà  ( J , 

coa  8 \ c / * 

1,1  , aaJcos*-i8  . ./fc-f-cx 

r+,=«  + — =«  + «/(—). 


i jin 


co»  8 * 


Ce  sont  en  effet  les  vraies  valeurs  de  r'-f-*'  et  r1  — s'  au  point  M', 
en  faisant  GP'  = J'. 


Du  cas  particulier  où  V une  des  forces  est  nulle. 

8g.  Soit  B = o;  alors  la  distance  FG  devient  arbitraire,  ainsi  Fig. 
que  m°,  et  il  n’y  a de  déterminé  que  la  distance  AF  = , que 

nous  nommerons  h.  Dans  ce  cas,  on  sait  que  la  courbe  décrite  doit 
être  une  ellipse,  ou  plus  généralement  une  section  conique,  dont 
F est  l'un  des  foyers.  11  faut  donc  voir  comment  ce  résultat  peut 
être  déduit  de  nos  formules , en  les  considérant  dans  leur  plus  grande 
généralité,  et  sans  s'astreindre  à l’hypothèse  de  l’art.  77. 

J’observe  d’abord  que  comme  la  direction  de  l’axe  FG  est  à volonté, 
on  peut  prendre,  pour  origine  du  mouvement,  un  point  déterminé  A, 
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dans  lequel  AF  sera  perpendiculaire  à la  courbe.  Ainsi,  sans  dimi- 
nuer la  généralité  de  la  solution,  on  pourra  supposer 
et  en  mettant  simplement  m au  lieu  de  ni”,  on  aura  (art.  74  ), 

C = 1 «V*  — — (1  — /n),C'  = ,■ — A , valeurs  où  il  reste 

deux  indéterminées  a et  m ; mais  comme  on  a entr’elles  la  relation 
ani  = h(  1 — m),  on  peut  ne  conserver  que  l’indéterminée  m,  ce 

qui  donnera  C = (j AV* — A)  C'=s~_--A.  Soit 

D = fzr^»  ^cs  va*eurs  des  polynômes  P et  Q (art.  72)  pourront 
cire  mises  sous  cette  forme 

P = 

Q = + 

et  l'équation  de  la  trajectoire  sera,  en  faisant  D— A=/nAD, 

± dp  <!q 

V(p'—m)'V'(k—p‘)  t/(l  + m9‘)-V/'('+*l7*V 
Dans  cette  équation  on  peut  rendre  le  second  membre  semblable 

au  premier  en  faisant  nuj'  = ^ ^l*>  et  on  aura  la  transformée 

dp  dz 

Vt(  (*  - **)D‘ 

go.  L'intégrale  complète  de  celle  équation  , comprenant  la  cons- 
tante arbitraire  c,  est 

mk  i‘  — c)  — cp'z‘  ~ rp  ipz  ]/\mk[m  — c)  (A  — é)]; 

et  comme  on  doit  avoir  simultanément  p'  t=m,  q — o,  a*  = m, 
on  trouvera  c = o,  et  l'intégrale  deviendra  simplement  z ~ p , 
d’où  résulte 


Soit  r+j=  au,  s — r = av , on  aura  u 5=  ■’  ce 

’ ’ 1 — /j"’  » -p  <7  ’ 

qui  donne  réciproquement  p'=  y*  s T+V  Substituant  ces 
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valeurs  dans  l’équation  précédente  , et  faisant , pour  abréger  , 

mi  + aii>+  * />  mk  — am+i  /> 

et  — r — , £ = r! — . on  aura  u — v = et — but',  ou 

1 — mk  ’ I — mk  ’ 


iar  = oui'  — £ (s'  — /-*)■ 

Soient  ÀP=x,  PM=y',on  aurar*==y*-f-(A — x)*,  s* — r*=a*-f-2<i(/i — x); 
donc  r=  fa  (et — £) — £ (A  — x).  Cette  équation,  qu’on  peut 
mettre  aussi  sous  la  forme 

J'  — ^(*— £)'—<&  (et  — £)(A—  x)  — (t  — £’)(h— x)*, 

appartient  en  général  à une  section  conique,  dont  A est  un  sommet 
et  F un  foyer  ; elle  appartiendra  en  particulier  h l’ellipse  si  l'on  a 
6*  < i , à la  parabole  si  £'=  i , et  à l’hyperbole  si  g* > i, 

91.  Dans  le  premier  cas,  comme  le  point  G peut  être  pris  à volonté, 
on  pourra  supposer  que  G est  le  second  foyer  de  l'ellipse.  Alors  on 

aura  r + ï = <i  + aA  = È(,  ce  qui  donnera  p‘=zm,e  t par 

suite  À-  = /n.  Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  D — A=wÀD, 

A * qA 

on  en  tire  D=  - — — , et  par  conséquent  V*=  A ^ +„t y C’est  le 

quarré  de  la  vitesse  nécessaire  pour  décrire  l’ellipse  dont  le  grand 

ave  est  — (i+m),  et  dans  laquelle  m représente  le  rapport  — . 

Si  l’on  a m=o,  le  grand  axe  devient  infini,  et  l’ellipse  se  change 
en  parabole  ; ainsi  la  courbe  décrite  sera  une  parabole  si  l’on  a 

V*  = ^ ; elle  serait  une  hyperbole  si  m était  négatif,  ou  si  l'on  avait 
V*  s 

v >T' 

92.  Pour  avoir  le  temps  du  mouvement  dans  le  cas  de  l’orbite 
elliptique,  il  faut  reprendre  l’équation 

d*  _ ( p*  , g * *\  dg 

a y/ eut  ~ V(i  — p‘)'  ^ (1  + 7*)V  V'Q  ’ 

et  y substituer  les  valeurs  p%  = m , Q = D ( 1 -} -mg')',  ce  qui 
douuera 

dt y/D  / m q' \ dq  _ 

a V/(3 a)  \(l  —,(?»)*  * (1  + g')‘J  1 + mq* 
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ou,  en  faisant  le  demi-grand  axe 

dt\/  A _ i (m  +</ay<7 

AjVf  i +"»'  (>+g*)*‘ 

Soit  9=  tang  £,  et  on  aura  l’intégrale 

$7  = ?“(S)  sin?cos^ 

faisant  £ = £ yr , et  doublant  la  valeur  de  /,  on  aura  le  temps  d’une 
révolution , savoir, 


ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  connues  du  mouvement  elliptique. 
Du  cas  particulier  où  l’on  a m = dans  le  premier  système  , art.  77. 

g5.  Alors  la  valeur  du  polynôme  P se  réduit  à la  forme 
P = — M (/>■  — m)\ 

Or,  M est  essentiellement  positif,  puisqu’on  a M=  de  là  on 

voit  que  l’équation  (3)  ne  peut  subsister,  à moins  qu’on  n’ait  dans 
toute  l’étendue  de  la  courbe  décrite, 

p%  — ni  = o; 

cette  courbe,  dans  laquelle  r+s  est  constant,  sera  donc  une  ellipse, 
dont  F et  G sont  les  deux  foyers. 

Cela  posé,  le  point  A,  intersection  de  la  courbe  avec  l’axe,  ne 
peut  être  que  le  sommet  de  l’ellipse,  et  on  aura,  en  ce  point, 

u — y TT,  m°  — m,  ce  qui  donnera  M = ; * nla^  — B = 
et  par  conséquent  V*  = A T*~  . ' ~~m  ; ou,  en  substituant  la  va- 

leur  ma  = h ( 1 ni), 

a A 4-  g”»*B  # 

A (1  + m ) ’ 

donc  avec  une  vitesse  initiale  ainsi  déterminée,  le  corps  décrira  la 
même  ellipse  qu’avec  la  vitesse  y/| » s*  ^ force  A agissait 
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seule,  ou  qu'avec  la  vitesse  \J (;,  J -r  riï))  > **  ^orce  ^ ‘-•tait  nulle. 
On  peut  tirer  de  là  un  théorème  assez  remarquable. 

(f  SoitA  le  sommet  d'une  ellipse  dont  F etG  sont  les  deux  foyers; 
» soit  V'  la  vitesse  en  A nécessaire  pour  que  cette  ellipse  soit  décrite 
» en  vertu  de  la  force  A placée  au  foyer  F;  soit  pareillement  V"  la 
» vitesse  en  A nécessaire  pour  que  l'ellipse  soit  décrite  en  vertu  de 
» la  force  B située  à l'autre  foyer  G;  si  ces  deux  forces  agissent 
» à la  fois  sur  le  mobile  , et  que  sa  vitesse  initiale  V soit  telle,  qu’on 
» ait  V*  = V'*  ■+•  V'*,  il  décrira  encore  la  même  ellipse.  » 

q4-  Pour  avoir  le  temps  employé  à parcourir  un  arc  quelconque 
de  cette  ellipse,  déterminé  par  la  variable  <7 , on  observera  que  dans 
ce  cas  particulier,  la  valeur  de  Q se  réduit  à cette  forme, 

Q = 7^  ('  + + ri?  + ?')■> 

ce  qui  donnera  la  formule  à intégrer 

dt  , , » + mtf)  dq  

4/V/  ' ' C'  + 9’)’V/LA  + Bm*  + a(A+B)'n<?'  + (Am’‘4.B)<?*y 

SoilR=y/[A(i  ■+■  «<?*)* -f-B  (m-J-?*)*],  on  aura,  par  les  réduc- 
tions connues , 

t , + ‘ + M(a+b) /%+ (A^+B) 

+(*-*) 

On  voit  que  la  valeur  de  t ne  contiendra  pas  de  fonctions  elliptiques 
de  la  troisième  espèce,  si  l’on  a A=B;  c’est  pourquoi  nous  nous 
bornerons  à développer  ce  cas  particulier. 

95.  Soit  donc  A = B , ce  qui  donne  le  quarré  de  la  vitesse 
initiale 

y, aA(  1 m») A ( i + m')  _ 

h (i  ni)  * 

on  aura  immédiatement 

(i+m)d<t/A  ( m 4-  <7*  ) ( 1 -f-  m<j*  ) dq 

TTvT  “ (* + 9’)’  v^[(< +«*)(> +9') +4™?*]’ 
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Soit  q = tang  j 4 » cos  fl  = , c = sio  | 8 , b = cos  { fl , on 

aura  la  transformée 

bdt  j/aA  cfy  Çi  — ac*-f-  c*  sinVM 

f Vf  V'C'—C*  »!“'’{')  ’ 

dont  l’intégrale  est 

Dans  le  mouvement  que  nous  considérons,  la  vitesse  est  la  même 
aux  deux  extrémités  du  grand  axe;  elle  est  aussi  la  même  aux  deux 
extrémités  du  petit  axe.  En  appelant  celle-ci  V',  on  aura 

v — wy  » — Y» 

d’où  il  suit  que  la  vitesse  va  en  diminuant  de  l’extrémité  du  grand 
axe  à l’extrémité  du  petit. 

11  est  évident , d’ailleurs  , que  chaque  quart  d’ellipse  est  parcouru 
dans  le  même  temps  qui  sera  le  quart  du  temps  d’une  révolution  ; de 
sorte  qu’en  appelant  ce  dernier  temps  T,  on  aura 

2 

T = 

96.  Les  deux  forces  A et  B sont  égales  ; elles  agissent  aux  deux 
foyers  de  l’ellipse.  Si  l’on  voulait  que  la  même  courbe  fût  parcou- 
rue en  vertu  d’une  seule  force  attractive  aA  , placée  dans  l’un  des 
foyers , le  temps  de  la  révolution  serait , comme  nous  l’avons  vu 

n*  9a,  T'  = donc  on  a 

T : T'  ::  aiF'c  — |E’c  : :-ï, 
b a 

Pour  savoir  lequel  de  ces  deux  temps  est  le  plus  grand,  j’observe 
qu’on  a en  général , E=i*F  ■+-  J' ■ . donc 

aJF'c — ^ E'c  = lY'c  — Ç Z', 

Z'  étaut  l’intégrale  — -,  prise  depuis  (p=  o jusqu’à  (p  = 

Mais 
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Mais  bF'c  représente  l'intégrale  J'  — ^ , prise  entre  les  mêmes 

limites;  et  puisque  i — c*  est  plus  petit  que  i — c‘  sin*9,  cetté inté- 
grale est  plus  petite  que  fdç  ou  j tr  : donc,  à plus  forte  raison, 
al/T'c — ~E'c  < j Tt;  donc  on  a T <T;.  Ainsi  la  masse  aA,  partagée 

également  dans  les  deux  foyers,  agit  plus  fortement  que  la  même 
masse  réunie  dans  un  seul  foyer,  c’est-à-dire  fait  circuler  le  corps 
dans  un  moindre  temps. 

97.  Pour  juger  de  la  différence  numérique  de  ces  temps  dans 
un  cas  particulier,  soit  c = sin  3o°,  on  aura  par  la  table  des  fonc- 
tions complètes , <■ 

ZF'c  = 0.326795  359768, 
lE'c  = o.  i6656G  935943, 

ce  qui  donnera 

* T 

= O.7800G6  670333. 

Ainsi  les  deux  temps  dont  il  s’agit  seront  à très-peu  près  dans  le 
rapport  de  78  à 100. 

Au  reste,  les  vitesses  aux  extrémités  du  grand  axe,  ne  sont  pas 
les  mêmes  dans  les  deux  cas,  et  leur  différence  sert  à expliquer  en 
grande  partie  la  différence  des  résultats.  Si  l'on  appelle  V'  et  V" 
les  vitesses  aux  absides  supérieure  et  inférieure,  dans  le  cas  d’une 
seule  force  attractive  aA,  concentrée  dans  l’un  des  foyers,  on 
aura 

V'*  — a^nl  v'* a ^ . 

v “T-’. 

et  dans  le  cas  des  forces  séparées,  on  a V*  = — > donc 

V = i(v'*+v'*)  , c’est-à-dire  que  V*  tient  le  milieu  juste  entre 
V'*  et  V'*.  Quant  à l’effet  de  ces  vitesses  sur  le  temps  périodique, 
il  n’y  a que  le  calcul  qui  puisse  l’apprécier , et  à cet  égard  il  ne 
reste  rieu  à desirer. 

Solution  d’une  difficulté  analytique. 

98.  Puisque  l’ellipse  satisfait  dans  un  cas  fort  étendu  où  les  forces 
attractives  A et  B sont  situées  respectivement  dans  les  deux  foyers 
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F et  G,  on  peut  partir  de  la  courbe  connue  pour  faire  les  subsli- 
tutions  dans  les  équations  générales  (i)  et  (a) , afin  d’en  déduire  les 
conditions  nécessaires  pour  que  ce  mouvement  puisse  avoir  lieu. 

Ayant  donc  fait  CA  —f,  CF  = CG  = g = ~ a , m soit 

de  plus  n = > on  aura  Par  l«s  propriétés  de  l’ellipse , 

p—e' 


cos  a>  = 


. _ C/*  + g*)(»  4- 

■g  coup’  f—g  coj»  J+gcotf  1 

*"  C!>>  * ‘a»g*  > = 7^7  lang“  ï <p  = tri  tang*  ± ç , 


i -f-  n cm  ç 9 


' tang  j ç 


dp 


<]'=:  tang  i « tang  i<p  = /»  Ung*  J <p  , 

4 -4-  /r  rrw  m 7 


7‘  + g*‘  l + /'+geos? 

^ + r»jM  — (/‘-g’)*  (/'  + ?*)('  + »««»»■>)*• 
U+gcoif)' 

Ces  valeurs,  et  celles  des  constantes  C et  C'  (art.  74) , où  l’on  fera 
g*  = î -jt  , et  pour  abréger , D V*,  étant  substituées  dans  les 

équations  (1)  et  (a) , on  trouvera  que  ces  deux  équations  conduisent 
également,  et  sans  aucune  condition  , à cette  valeur  de  dt. 


(/*  — g*)0  + n coup)  dp 
(7+ff  CO»?  l'V'N  * 


dans  laquelle 

N = aD( t -j-n  cos  p) — A(  1 — cos <p)  ( 1 -f-n  cos  <p)  +B(  1 — ri)  ( 1 —cos  ip). 


Ce  résultat,  qui  n’impose  aucune  condition  à la  vitesse  initiale,  a de 
quoi  surprendre,  ou  doit  même  paraître  fautif,  puisque  s’il  y a une  vl- 
tesse  initiale  propre  à faire  décrire  l’ellipse  donnée,  toute  vitesse  pins 
grande  ou  plus  petite  fera  nécessairement  décrire  une  autre  courbe. 


99.  Pour  rendre  raison  de  ce  paradoxe,  il  faut  considérer  que 
les  équations  (1)  et  (a)  ne  sont  pas  linéaires  par  rapport  aux  diffé- 
rences r/p  , du> , dt , et  qu’uu  facteur  qui  est  nul  dans  l’ellipse,  a 
pu  satisfaire  à ces" équations , sans  qu’on  soit  en  droit  d’en  conclure 
que  ces  deux  équations  se  réduisent  absolument  à une  seule. 

Toute  incertitude  à cet  égard  disparaîtra,  si  l’on  remonte  aux 
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équations  différentiel  les  du  second  ordre , et  qu'on  fasse  les  substi- 
tutions convenables  dans  ces  équations.  On  devra  obtenir  ainsi  la 
condition  pour  que  l’ellipse  soit  décrite  en  vertu  des  deux  forces 
d'attraction  et  de  la  vitesse  iuilialc  V,  dirigée  perpendiculairement 
à la  ligne  des  centres  FG. 

Faisant  donc,  comme  au  n*  70,  a:  = a -f-  r cos  jr  = r sin  p, 
les  équations  différentielles  du  second  ordre  donneront  immédia- 
tement, 


ddr  — rdf’  A 

rft*  r* 

rddp  + adrdç  B 

ï*  jF 


Beos  ( f — «) 
_ ■ 

sin  (p  — a»). 


Ces  équations  servent  en  général  à déterminer  la  courbe  décrite  et 
le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t.  Maintenant  si  cette  courbe 
est  l'ellipse  qui  a pour  équation  r{f-\-g  cos  = f' — g’, 
on  aura 


CZ+ê'COS?) 


<£r/r— rdç*  . _ /rddç  -f-  zdrd$\  r dt * 

-ur> — — & — ; =/r-3p 


dt • 


Au  moyen  de  ces  trois  équations  et  de  la  valeur  de  t/  — , tirée  du 

résultat  de  l'article  précédent,  on  trouve  l’équation  de  condition 

,/•, , /B  cos  (p — »)  + gU  cos  « (/+£Cosp)’  Kl» 

(f+g  C0S  *>7^ ? '(/•  — g“)’  (,  + n cos  (P)*' 


Substituant  les  valeurs  de  r,  s,  cosu,  cos  (9  — »)  en  fonctions 
de  <p,  on  aura  enfin , 

1N/1  = A (1  -f-  n cos  $)*•+■  . 

Comparant  celte  valeur  de  N avec  celle  de  l’article  précédent,  on 
trouve  quelles  sont  identiques,  si  l’on  a a«D=  A(i-f-/i)+B(«— «), 
c'est-à-dire  si  la  vitesse  initiale  V est  telle  qu’on  ait 

v,  _ A(/+g)«  + B(/-gr  _ A 4-Bm* 

• — /(/*-**)  — fm  ’ 

ce  qui  s’accorde  entièrement  avec  les  résultats  précédens. 
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Du  cas  particulier  où  B = — A. 


ioo.  Dans  ce  cas,  la  force  place'e  au  second  foyer  G esl  répulsive, 
et  égale  en  intensité  à la  force  attractive  placée  au  foyer  F.  Pour  que 
l’ellipse  soit  décrite  en  vertu  de  ces  deux  forces,  il  faut,  d’après  la 
formule  précédente,  qu’on  ait 

V. éAg  A (i  — W) 

f —t  fm 


Alors  la  vitesse  v en  un  point  quelconque  est  donnée  par  lequa* 
tion  (■) , savoir, 


r* 


aA  aA  , ,,,  aA 
___  + y 


aA. 

f + g' 


Mais  on  a , par  hypothèse , V*  s=  -,  =7^ -A~r—  : donc 

' r ’ J —g  f—g  J + g ’ 


On  voit,  par  cette  équation,  que  la  vitesse  diminue  de  plus  en  plus, 
à mesure  que  le  corps  s’éloigne  de  l’extrémité  du  grand  axe;  elle 
sera  nulle  à l’extrémité  du  petit  axe,  où  l’on  a r=  s.  Ainsi,  à partir 
de  ce  point,  le  corps  reviendra  sur  ses  pas,  et  décrira  le  quart 
d’ellipse  dans  le  sens  contraire.  Arrivé  au  point  A avec  une  vitesse  V 
égale  à la  vitesse  initiale,  mais  dirigée  en  sens  contraire,  il  continuera 
6on  mouvemeut  sur  l’ellipse,  jusqu’à  ce  qu’il  parvienne  à l'autre 
extrémité  du  petit  axe,  ou  sa  vitesse  sera  nulle.  Ainsi,  dans  le  cas  où 
les  deux  forces  situées  aux  deux  foyers  sont  égales,  mais  agissent 
en  sens  contraire , le  mobile , en  supposant  sa  vitesse  initiale  telle 
que  nous  l’avons  fixée,  parcourra  la  demi-ellipse,  d’une  extrémité 
à l'autre  du  petit  axe,  par  un  mouvement  analogue  à celui  d’un 
pendule  qui  oscillerait  dans  une  demi^ellipsc  dont  le  grand  axe 
serait  vertical.  Cet  exemple  d’un  mouvement  d’oscillation,  que  des 
forces  accélératrices  produisent  sur  uu  corps  parfaitement  libre, 
s’il  n’est  pas  le  premier  que  la  mécanique  ait  offert  jusqu’à  présent, 
est  au  moins  digne  de  remarque. 
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loi . Pour  trouver  le  temps  du  mouvement,  il  faut  faire  B as—  A 
dans  la  formule  du  u*  94 , ce  qui  donnera 

Soit  c*  — j , y = » /(»—  Csin*4)  = A,  on  aura 

m±£  +(  } A. 

1 — q>)  a l+q  ' / ’ >+9  ' ' ’ 

donc  le  second  membre  de  l’e'qualion  précédente  étant  nommé  dV , 
on  aura 

dV  x=  [m-f-fi  — m)' A*  — (1—  in)*A4], 

ce  qui  donne  en  intégrant , 

V = c/wF  (0,4*)  + c(t—m)‘  E(c,  4.)  — c(i  —/»)*/  A Vf  4.. 
Mais  on  a 

/A’rty  — ï c*A  4 cos  4.+  E (c,  4)  — i c'î1  (c»  4)> 

donc 


V = y (1  fan m')  F (c,  4)  — \ (*  — n»)*A  sin  4 cos  4>. 


Cette  intégrale,  qui  ne  comprend  que  la  fonction  de  première  espèce 

F (c,  4)»  est  la  valeur  de  (*  ~\‘m)  — > m*)  j et  en  faisant 

m = v~g , on  en  déduit 
f+g 

1 — È (C,  4 ) — A sin  4 cos  4]. 

Si  l’on  fait  q — i,ou  4,  = i-*'>on  aura  le  temps  employé  à par- 
courir le  quart  d’ellipse.  Ainsi  en  appelant  T le  temps  d'une  osciila- 


T = F 'c. 

3^(1  A*)X 


Du  cas  particulier  où  l’on  « C + C'  = o. 
îoa.  Dans  ce  cas,  les  polynômes  P et  Q se  réduisent  à deux 
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termes,  savoir, 

P = a — 

Q = y -f-  /?♦. 


Dans  le  premier , les  coefficiens  « et  S sont  toujours  positifs;  dans 
l'autre,  les  coefficiens  y et  d' peuvent  être  tous  deux  positifs,  ou 
l’un  positif  et  l'autre  négatif. 


D’après  ces  valeurs , chaque  membre  de  l’e'quation 
pourra  toujours  se  réduire  à la  forme  ^ * °“  ^on  a 

c*  = î ; donc  l'équation  dont  il  s’agit  peut  être  représentée  en  gé- 
néral par  k -7  ‘/?r— . = — ; — —, --ry.  , et  son  intégrale  sera 

r V\l — c*ain‘‘4)  V (| — c*sin‘{)  ’ ° 


*F  (c>  4)  = F CcjO  + const., 

ou  simplement  kf  (4)  = F (Ç)  -f-  const. , le  module  commun  à ces 
fonctions  étant  c = 

On  pourra  toujours  supposer  que  dans  l'état  initial  du  mouvement , 
l’une  des  variables  4,  ? est  nulle.  Soit  celte  variable  Ç,  et  soit  en 
même  temps  4=:e,alo|'s  l’équation  de  la  courbe  sera 

Â(F4-Ft)  = F£; 

et  si  l’on  prend  une  nouvelle  variable  Ç,  telle  que  FÇ=F4  — Fs, 
on  aura  plus  simplement  W£  = FÇ. 

io3.  Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  simple,  l’équation  de  la 
trajectoire,  lorsque  la  vitesse  initiale  satisfera  à la  condition  C-f-C'=o. 
Dans  cette  équation , k sera  en  général  une  fonction  donnée  des 
quantités  A,  B,  a,  et  de  celles  qui  sont  relatives  à l’c'tat  initial  du 

corps;  si  l’on  suppose  que  k est  égale  h une  fraction  rationnelle  -, 

prise  à volonté  entre  des  limites  convenables,  cetle  condition  établira, 
entre  les  données  du  problème,  une  relation  au  moyen  de  laquelle 
la  courbe  décrite  par  le  corps  sera  une  courbe  algébrique,  puis- 
qu’il y a toujours  une  équation  algébrique  qui  représente  l’équation 
transcendante 

iFÇ  = eFf. 


Il  y a donc  une  infinité  de  cas  où  la  courbe  décrite  par  un  corps 


« 
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attiré  vers  deux  centres  fixes,  est  une  courbe  algébrique.  Celte 
courbe  sera  nécessairement  rentrante  sur  eUe-rnème , lorsque  la 
vitesse  initiale  sera  telle,  que  le  corps  ne  peut  s’éloigner  à l’infini; 
alors  il  y aura  une  période  composée  d'une  ou  de  plusieurs  révo- 
lutions, laquelle  se  répétera  à l'infini  ; de  sorte  qu’il  suffira  de  calculer 
le  mouvement  du  corps  dans  une  de  ces  périodes,  pour  pouvoir 
assigner  le  lieu  du  corps  et  tontes  les  circonstances  du  mouvement  au 
bout  d’un  temps  quelconque. 

Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d’indiquer,  et  qui  seront 
déterminées  d’une  manière  plus  particulière  dans  l’examen  que  nous 
ferons  des  difTérens  cas  principaux  du  problème,  sont  les  seules 
qu’Euler  ait  données  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  ann.  1760.  Mais 
nous  ferons  voir  qu’il  y a une  infinité  d’autres  systèmes  de  courbes 
algébriques  qui  peuvent  également  satisfaire  au  problème;  et  cette 
multitude  de  solutions  est  une  nouvelle  preuve  des  avantages 
que  peut  procurer,  dans  les  applications,  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  premier  système. 

104.  Jusqu’ici  nous  n'avons  considéré  que  des  cas  particuliers; 
nous  allons  maintenant  procéder  h l’intégration  de  l’équation  (3). 
Pour  cela,  il  faudra  distinguer  dans  chacun  des  deux  systèmes 
indiqués  art.  77  , les  difTérens  cas  principaux  qui  peuvent  y être 
renfermés  , et  qui  donnent  lieu  à des  résultats  de  forme  différente. 

En  général,  on  sait  que  chaque  membre  de  l'équation  (5)  peut 

être  réduit  à la  forme  cette  équation  sera  donc  tou- 

jours de  la  forme 

, «U rfÇ 

’ ^/(» — r’siB‘4)  ^/(i — •“sin’i)’ 

et  son  intégrale  sera  , par  conséquent, 

kf  (c,  4)  = F (x,  f)-t-  const. 

En  supposant  que  le  point  A,  origine  du  mouvement,  est  situé 
sur  Taxe  EFG,  soit  dans  son  prolongement  du  côté  de  F,  soit  entre 
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les  deux  centres  F et  G,  on  pourra  toujours  faire  ensorte  qu’une  des 

variables  4 , Ç soit  nulle  au  point  A;  alors  on  devra  supposer  que 

^ et  ^ sont  tous  deux  posiliR,  afin  que  les  angles  4 et  £ croissent 

continuellement  avec  le  temps  : c’est  sur  ce  principe  que  seront 
dirigées  les  transformations  par  lesquelles  on  obtient,  dans  les 
difiërens  cas , l'équation  de  la  courbe  décrite 

ÀF  (c,  4)  = F(*,  £74-  const. 

Cette  équation,  de  même  forme  dans  tous  les  cas,  et  facile  à 
résoudre  pour  déterminer  tant  de  points  qu'on  voudra  de  l’orbite, 
est  remarquable  surtout  en  ce  que  le  coefficient  k s’exprime  toujours 
très-simplement  par  les  deux  modules  c et  x;  d’où  il  suit  que  les  cas 
les  plus  variés  du  mouvement  d’un  corps  attiré  vers  deux  centres 
fixes , sont  toujours  résolus  par  une  équation  finale,  où  il  n’y  a que 
deux  constantes  arbitraires  pour  représenter  toutes  les  données  du 
problème. 

io5.  Dans  le  premier  système  que  nous  nous  proposons  maintenant 
de  développer,  le  polynôme  P est  de  la  forme 

p = M — 

où  l’on  suppose  m et  m'  positifs  , et  m > m'.  La  valeur  de  p * est 
donc  toujours  comprise  entre  les  limites  m et  m'.  Or,  le  lieu  de 
tous  les  points  où  l’on  a p’ = m , est  une  ellipse  décrite  des  foyers 

F et  G,  et  dont  le  sommet  E est  placé  à la  distance  EF  = ma  • 

i — m’ 

de  même,  le  lieu  de  tous  les  points  où  l’on  a p’  — m',  est  une  ellipse 
décrite  des  mêmes  foyers,  et  dont  le  sommet  D est  placé  à la  dis- 
tance FD  = y^~^.  Donc,  dans  tous  les  cas  qui  appartiennent  au 

premier  système,  la  courbe  décrite  par  le  mobile  sera  toujours 
comprise  dans  l’espace  que  laissent  entr’eux  les  périmètres  des  deux 
ellipses  que  nous  venons  de  déterminer;  de  sorte  que  les  intersections 
de  cette  courbe  avec  l’axe  ne  pourront  se  faire  que  dans  les  parties 
de  cet  axe  ED,  KL  comprises  entre  les  deux  ellipses. 

îoG.  Nous  appellerons  absides  supérieures , les  points  de  l’orbite 

S’, 
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S1,  S*,  S’,  etc.,  où  l’on  a p'  = m , et  absides  inférieures  les  points 
1‘,  I*,  I5,  etc.,  où  l’on  a p'  — m’.  La  raison  de  cette  dénomination 
est  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  r-f-s  est  un  maximum  dans 
les  premiers  points  , et  un  minimum  dans  les  autres;  mais  il  importe 
surtout  de  remarquer  une  propriété  générale  des  absides,  tant  supé- 
rieures qu’inférieures,  savoir,  que  dans  ces  points  l’orbite  est  toujours 
tangente  à l'ellipse  terminatrice  p‘  — m ou  p'  = m’. 

Eu  effet,  si  l’orbite,  qui  a un  point  S commun  avec  l’ellipse  supé- 
rieur p'  = m,  coupait  cette  ellipse,  il  y aurait  des  points  de  l’orbite 
qui  appartiendraient  à une  ellipse  plus  grande , et  pour  lesquels,  par 
conséquent,  on  aurait  p'  > m;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque 
m est  la  plus  grande  valeur  de  p'.  De  même  si  l’orbite,  qui  a un 
point  I commun  avec  l’ellipse  inférieure  p‘=  m1,  entrait  dans  cette 
ellipse,  il  y aurait  des  points  de  l’orbite  qui  appartiendraient  à une 
ellipse  plus  petite,  et  pour  lesquels  on  aurait  p'  < m';  ce  qui  ne 
peut  encore  avoir  lieu,  puisque  m1  est  la  plus  petite  valeur  de  p%. 

Il  ne  peut  y avoir  d’exception  à cette  propriété  générale,  que  dans 
le  cas  où  l’orbite  aurait  un  point  de  rebroussement  qui  aboutirait  à 
l’une  des  ellipses  terminatrices,  ou  bien  dans  le  cas  où  la  vitesse  du 
corps  serait  zéro  au  point  S ; car  alors  il  reviendrait  sur  ses  pas  , en 
suivant  le  même  arc  de  courbe. 

107.  Pour  procéder  maintenant  à l’intégration  de  l’équation  (3), 
il  faut  transformer  convenablement  les  deux  membres.  Et  d’abord 

f 

puisqu’on  a P=  M(m — p*)(p* — m'),  si  l’on  fait  c*  = 1 — — 
et  p‘  = m(i  — c*  siti*^/),  on  aura  la  transformée  ’ . 

dp  1 dj. 

VP  V(mM)  * I/O  — 

On  a ensuite,  d’après  les  formules  de  l’art.  7g, 

( 1 — mm')  Q = À -f~  Bmm'+  (m-f-m')  (A-f-  B)  t/‘  -(-  (A  mm' + B)  q{  ; 

mais  il  y a deux  cas  à distinguer,  selon  que  les  facteurs  du  second 
membre  sont  réels  ou  imaginaires. 

108.  Premier  cas.  Si  ces  facteurs  sont  imaginaires,  ou  si  l’on  a 

m — m'  aV'tB 
j — mm'  ^ A-f-B  * 

5o 
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ou  pourra  supposer 

Q = (M  — B)  ( i -+- a* cos 0. q‘ 4-  «V)» 
a et  8 étant  déterminés  par  les  équations 

_ A mm'  4-  B fi  h (m  + m'  ) (A  ■+•  B ) 

a — A + Bmm'  » ~ t/CAmm'  -f-  B).  J/(A  + Bmm')  5 

d'ailleurs  on  a,  comme  dansl'art.  78,M==  A~^^v,  M — B== . 

Cela  posé,  si  l'on  fait  * = sin  -j  0,  q = ■—  tang  j f,  on  aura  la 
transformée 

<1? ]_ 

a^/(.M« — lu)  ' pqi  — *'sin‘Ç)‘ 

soi.  «,»■*  = , /(M)  - V(Hrgf0= v/SSr) 
— > et  l’équation  (5)  deviendra 


-c  k 

^ — c*»in*4) 


\/(i— •■aia'î)’ 

mais  j’observe  qu’on  peut  mettre  -rr — 4-  à la  place  de  4 > san* 
changer  la  valeur  supposée  p'  = m(  1 — c*siu*4);  ainsi  on  peut 
supprimer  le  double  signe  de  cette  équation  , et  écrire  simplement 

rf* </Ç_ 

|/(i  — *‘rin*  Ç)  * 


y"(  | — c*»ia*4  ) 
ce  qui  donnera,  en  intégrant, 

*F(c,40  = F(*,0  + C". 

109.  Il  s’agit  maintenantdedéterminerlaconstanle  C".  Or,  d’après 
l'état  initial  du  mouvement,  tel  qu'il  est  supposé  dansl'art.  74,  on 
doit  avoir  au  point  A,  q — o et  p'z=m°.  Faisant  donc  £=o  et  4 — G 
ce  qui  donnera  m°=m  (1  — c*sin*«)  , ou 


sin*t  = 


me* 


1 — ni  9 


on  aura  C"  = — AF  (c,  e)  ; ainsi  l’équation  de  la  courbe  sera 

AF(c,4)_  A-P(c,0  = F (*,.?). 

Mais  il  importe  de  savoir  si  l'angle  s , déterminé  par  la  valeur  de 
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sin*£,  est  aigu  ou  obtus;  car  l’équation  de  la  courbe  ne  serait  plus 
la  même  si  l'on  mettait  t — s à la  place  de  i. 

Pour  cela  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  faire  ensorte  que 

les  coefliciens  ^ ^ soieut  tous  deux  positifs  au  commencement 


du  mouvement.  Or  on  a , au  point  A,  q — a , u = o , q o , 
p=\/m°,  dr  = \’dt  cos  p.  , rd<p  = Ydt  sin  p;  d'un  autre  côté  les 


; , tang  J <p  — ^ étant  différenciées,  donnent 

au  même  point  A où  9 = 0,  dr=  > id<p=~;  donc 

dq. 

2f 


équations  r= — 

1 1—  P*  *+9‘ 


p d p P \r  • (t  — »»•)  l/m° -r  . 

- - s=  *-  V sm  = -J- — V sin  u ; mais  on  a en 

* A/imO  • » 


1 ' dt  > 


général  q=  ~ tang  ± Ç , ce  qui  donne  au  point  A,  ^ î 

donc 


Tt 


sinp; 


celte  valeur  est  toujours  positive.  Pour  avoir  celle  de  ~ , j’observe 

qu'onadr=Vd/cos^=^^j-,;  doncau point  A , & = VcosW 

d'ailleurs  l'équation />*=r/n(i—c*sin*4)donne/K/1p= — njc'sin-vj.coS'sj.if.f.; 
doncau  point  A,  où  4/ = s,  on  a . 


t/m*  dp (1  — i»i“)*Vcojf» 

dt  me 4 üiu  i cos  t •2 7—~  aamc’s'ui  1 cou  1 ‘ 


De  là  ou  voit  que  pour  rendre  positif,  il  faut  toujours  prendre 

cos  e de  signe  contraire  à cos  p,  c'est-à-dire  que  les  angles  t et  p. 
seront  toujours,  l’un  aigu,  l'autre  obtus. 

Par  celte  condition , l’angle  t sera  entièrement  déterminé , et  la 
courbe  décrite  parle  mobile  se  construira  au  moyen  de  l’équation 

*F(c,4)  - *F(c,i)  = F (*,?), 

qu’il  faudra  combiner  avec  les  équations  p'z=.m  (1  — c*  sin* 4), 
q z=~~  tang  j Ç.  On  voit  par  ces  dernières,  que  p restera  toujours 
positive,  mais  que  q prendra  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives. 
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depuis  zéro  jusqu'à  l’inlini.  On  déterminera  d'ailleurs  les  coordon- 
nées x et  y par  les  formules  de  l’art.  81 , où  l’on  voit  que  l’or-  , 
donnée^  change  de  signe  en  même  temps  que  la  variable  tj. 

no.  L’équalion  qu’on  vient  de  trouver  pour  la  courbe  décrite  , 
peut  en  général  se  réduire  à deux  termes;  car  en  faisant  F (4) — F(i) 

= F (?),c  étant  le  module  commun  à ces  fonctions,  on  aura 

AF(c,Ç)  =F(*,0; 

mais  alors  il  faudrait  exprimer  p en  fonction  de  Ç.  Or,  d'après 

l’équation  supposée,  ona(n°i8,  p.  i),  en  faisant  ^/(i— c*sin*£)=A(Ç) 

et  t/(, — c*siu*«)=  A(<),  # 

. AiA$  — c*  ain  i co»  isin  { cos  £ 

p — y m. r—t — ^-j-z . 

r r i — -c*stn*  • sin*  { 

Mais  cette  expression  étant  assez  compliquée,  il  est  préférable  de 
laisser  lcquation  de  la  coprbe  dans  sa  forme  à trois  termes,  laquelle, 
d’ailleurs  , n’est  pas  moins  facile  à résoudre,  lorsqu’il  s’agit  de  déter- 
miner 4 par  le  moyen  dé  £,  ou  réciproquement. 

Cette  équation  se  simplifie  d’elle-méme  dans  les  deux  cas  parti- 
culiers où  le  point  A,  origine  du  mouvement,  est  une  abside  supé- 
rieure ou  inférieure. 

ni.  Si  le  point  A est  une  abside  supérieure,  ce  pointue  pourra 
être  qu’un  des  sommets  de  l’ellipse p‘  = m-,  on  aura  par  conséquent, 
dans  ce  point,  m"  = m et  p.  = j 7T,  ce  qui  donnera  é = o,  et 
l'équation  de  la  courbe  sera  simplement 

AF  (c,  4)  = F(*,0- 

Si  le  point  A est  une  abside  inférieure , ce  point  sera  un  sommet  de 
l’ellipse  p'—rn',  et  on  aura  m°  = m'y  piz=z'-n,  ce  qui  donnera 
€==i7r.  Dans  ce  cas,  l'équation  de  la  courbe  contient  encore  trois 
termes,  savoir,  AF  (c,  4)  — AF'c==  F(x,Ç);  mais  en  faisant  la 
même  transformation  que  dans  l’article  précédent,  et  substituant  dans 

la  formule  la  valeur  £=i  *,  on  trouve  p = , 

AF  (c,  Ç)  = F (*,  Ç);  et  comme  rien  n’empêche  de  mettre  4 au 
lieu  de  £ dans  ce  résultat,  l’équation  de  la  courbe  sera  toujours  de 
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*F(C,4)  = F(«,Ç); 


_ • x/mf  i . 

mais  on  aura  p = ■■  , . -rr  et  a = — tang  £ ç. 

r \/{i  — c*sin*4)  • y* 

11a.  Second  cas . Si  les  facteurs  du  polynôme  Q sont  rccls,  ou 
si  l'on  a 

m — tri  a^/AB 
1 — mm  ^ A 4"  B 9 

on  pourra  supposer 

. Q = (M  — B)  ( i +«7,)(i  + “'?*), 

<t  et  a!  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les 
équations 

. / (m-t-m')  (A  + B)  , Am  m'  fl 

' A + Bmrn'  * A-f-Bmin'- 

Soit  a.  > si  l'on  fait  x*  = i — ~ et  q = — tang  Ç,  on  aura  la 
transformée 

dq  _ i </Ç 

y(«M  — *B)  * VU  — ** »'<>*  î)' 

Soit  enfin  À'  = y/  ^àiM  B <)  = \/ C a — »*) * e*  00  aura  ^'®^ual*on 
de  la  courbe 

AF(^,4)_AF(c,s)  = F(’*,0, 

t étant  la  valeur  de  4 au  point  A,  donnée  par  l’équation 

• , m — m° 

si  n e =s j. 

m — m 

On  trouvera , comme  ci-dessus , que  l’angle  t est  toujours  de  même 
espèce  que  vr—/u.,  ce  qui  achèvera  de  déterminer  cet  angle.  Ensuite, 
pour  construire  la  courbe , il  faudra  joiudre  à l’équation  précé- 
dente les  équations 

P'  = m (i  — c*  sin'  4)  , q = — tang  £. 

ii 5.  Si  le  point  A est  une  abside  supérieure,  on  aura  i — O,  et 
l'équation  de  la  courbe  sera  simplement 

AF(c,4)  = F(*,  Ç). 
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Si  le  point  A est  une  abside  inférieure,  on  aura  s = j7 r;  alors 
l'équation  de  la  courbe  sera  encore  de  la  même  forme,  mais  ou  aura 


p * = . . r-r  et  n = — tang 

Les  deux  cas  principaux  que  nous  venons  de  développer  sont 
les  seuls  qui  soient  compris  dans  le  premier  système.  Nous  allons 
donc  passer  h l’examen  des  cas  qui  appartiennent  an  second  système; 
mais  pour  cet  eflcl il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  déterminer 
les  constantes  C et  C'  dans  l’hypothèse  que  le  point  A,  origine 
du  mouvement , est  situé  sur  l’axe  eutre  les  deux  centres  des 
forces  F et  G. 


Rechercha  des  cas  principaux  contenus  dans  la  second  système. 

114.  On  a déjà  vu  que,  dans  le  second  système,  la  valeur  de  P 
doit  toujours  être  de  la  forme 

P = M (m—  p‘)  (p‘-j-m'), 

dans  laquelle  m est  positif  et  <;  1,  m'  étant  positif  aussi,  mais  d’une 
grandeur  non  limitée. 

Dans  ce  système,  la  valeur  de  p * varie  entre  les  limites  aéro  et  m ; 
tous  les  points  où  p'=m  sont  les  absides  supérieures  S‘,  S’,  S3,  etc. , 
dans  lesquelles  l’orbite  est  tangente  à l’ellipse  ttrminalrice  p'zszm; 
tous  les  points  où  p'= o peuvent  être  regardés  comme  des  absides 
inférieures  I1,  P,  P,  etc.,  puisque  la  somme  des  rayons  vecteurs 
FI  IG  , égale  à FG  , est  un  minimum;  ces  points  sont  en  même 
temps  les  intersections  de  la  courbe  avec  l’axe  eutre  les  deux 
centres  F et  G. 

Fig.  13.  11 5.  Soit  A le  point  de  l’axe  situé  entre  F et  G , qu’on  prend 

pour  origine  du  mouvement;  soit  V la  vitesse  initiale,  et  p.  l’angle 
EAH  que  fait  la  direction  de  cette  vitesse  avec  l’axe  : les  angles 
p. , <p  , ce  sont  ouverts  d’un  même  côté;  ils  prennent  naissance  lors- 
que leurs  côtés  sont  confondus  avec  la  partie  de  l’axe  dirigée  dans 
le  sens  GFE. 

Cela  posé,  on  aura , au  point  A,  les  valeurs  1 = 0,  <p  ==T,  »=o. 
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. „ ani*  a rdp  . sdm  . 

P'  = o,f=m%  r=  s = _,  T(-=-\  «nAt,-3r=Vs.Dft. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (1)  et  (a),  afin  de  déter- 
miner les  constantes  C et  C',  on  en  déduira 

C=  i«v*-(A  + B)  (,+/»•)> 

C — A I R oVm»«in> 

C—A-HÜ  (,  +m")*  • 

Mais  puisqu'on  a en  général 

P = iÀ-±B  + iC'-KC+CV-(*A-KB-f-iC'V, 

et  que  cette  même  quantité  est  représentée,  dans  le  second  sys- 
tème, par  la  formule 

P = M [ mm’  + ( m — m')p'  — P*  ] » 

on  aura  pour  déterminer  M,  m , /»',  les  équations 

, 7 oV*  m°  sin*  u 

mm  — (A-f- B ) (1  -f- m")*  — ; c\  * m'SinV* 

cV# — ~-a  — Bm°^  ( i -f-  m0)’  — ûV*  m®  sinV 

m m (À  -f*  B)  (1  -f-  m°y  — £ aV^/n^sin*/»  * 

M =4±®,=  A + B 

ensuite  la  valeur  de  Q sera  donnée  par  la  formule 
( i -f-  mm')  Q = A — B mm1  + ( A + B ) (m  — m')  q'- 1-  (B — Amm')  q*. 
uG.  Procédons  maintenant  à l'intégration  de  l'équation  (3),  et 


soit  d’abord  p=  \/ m cos% , c*: 


m -{-  m 


, on  aura  la  transformée 
di 


dp  r 

t/P- " y(Mm)  ' t^Ü  — t*siu‘{)' 

mais  il  convient  d'obtenir  un  résultat  positif,  parce  que  la  première 
valeur  de  p étant  *éro,  celle  de  doit  être  positive. Or,  en  faisant 

F'c  — F (c, f ) = F (r , -40,  ou  algébriquement  taug  £ tang  4 = ÿ> 

di  di  , ... 

on  aura  — f — j-p  = — . . . ; et  comme  1 équation 

t/(i — c*sm*4)  i — e*  un*  t)  1 
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supposée  donné  cos  Ç = s’e*18*1*1  que  si  l'on  fait 

directement  p=  ^Vm  v on  anra 

r ^(i  — c*sm*4) 

dp  r * d^s 

y P * ÿ(\  — c*iin,4-)* 

Celte  valeur  restera  toujours  la  même  dans  tous  les  cas  du  second 
système;  mais  celle  de  sera  d'une  forme  différente  , suivant  les 

différons  cas , c’est-à-dire  suivant  les  différentes  formes  que  peuvent 
prendre  les  facteurs  dont  le  polynôme  Q est  composé.  Nous  allons 
examiner  successivement  ces  différons  cas,  mais  nous  nous  bornerons 
toujours  à ceux  qui  supposent  les  quantités  A et  B positives. 

117.  Premier  cas.  Supposons  qu'on  ait  à la  fois  A > B mm'  et 
B > A mm' , ensorle  que  mm'  soit  non-seulement  moindre  que  l'unité, 

mais  moindre  que  le  plus  petit  des  rapports  — , Soit  de  plus 

( A -+-  B)’(m — A — B mm')  (B  — A mm') , ou,  ce  qui  revient 
au  même, 

m -+■  m'  at/AB 
i mm  ^ A + B' 

Ces  conditions  ayant  lieu,  on  pourra  faire 

Q = (M  — B)  (1  -+-  aa  cos  ô.y*  — f—  <*V)> 

te  ci  S étant  déterminés  par  les  équations 


B — A mm' 
À — B mni* 


a cos 


i (m  — m')  (A  + B) 

A — Bmrn' 


Cela  posé,  soit  q = ~ lang  x = sin  -J  8,  on  aura  la  transformée 

dg  _ 1 dÇ 

t/y  ayiAlrn — B«)  * \/(i  — **sin*{)' 

Soit  cnlîn 


* « VO'E'O  = VGrpa  • ==S)“ 

l’équation  (3)  deviendra  * 

k a, 

'y{> — VA  1 — «•âa'Ç}’ 

et 
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et  son  intégrale  sera  • 

« étant  la  valeur  de  £ lorsque  t — o : alors  on  a y = /«i';  ainsi  e est 
donné  par  l'équation  tang  j « = 

ji  jr 

n8.  Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  et -J-  lorsque  t=o. 
Puisqu’on  a r=  - t , tang  { m — pq , ces  équations  étant 

différenciées,  donnent  pour  le  point  A où  /»=o  et  u=o,dr=  ^2^  » 
ï du  = onfc  ; donc  ^ ^ = '--".V  sin  <ne.  Cette  valeur  est 

positive  ; donc  qui  est  du  même  signe  que  est  aussi  positif. 

jr 

Il  reste  à faire  ensortc  que  soit  aussi  positif. 

Or,  on  a dr=—Ydlco*ft=  (-^L  ; donc  ~^7nl'Vcos(^— ,u); 

d’un  autre  côté,  l'équation  q — -~r  tang  j £ donne  dq=^~  . ; 

donc  au  point  A,  on  aura 

-t;  = . ; — cos  fir — u). 

a/  O (l  -f* (Wl°)  y/m1  ^ ** 

Ainsi  la  valeur  de  ^ ne  sera  positive  que  lorsque  l'angle  p.  sera 

plus  grand  qu’un  droit.  Dans  celte  hypothèse,  l’équation  de  l’article 
précédent  est  exacte,  et  il  n’y  a aucune  ambiguité  sur  la  valeur  de 
l’angle  t déduit  de  l’équation  tang  | s=  v/(««i*). 


119.  Mais  si  l’angle  p est  moindre  qu’un  droit,  alors  le  coeffi- 

cient  ^ deviendra  négatif,  et  l’équation  (5),  dans  laquelle  nous 

avions  négligé  le  double  signe , devra  être  écrite  ainsi , 

kdw  dÇ  ■ 

t/(l  ■*-  c*  *13*40  - »/(i — **sin*  ()' 

Pour  la  ramener  à la  forme  ordinaire , nous  prendrons  une  nouvelle 
yariable  jjf , telle  que  tang  £ tang  £ = ? = — ^ , ce  qui  donnera 

5i 
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(,-lsin-O  = a^ors  7 devra  être  exprimée  en  fonc 


V'O 


tion  de  2,  et  on  aura  a = -L- . —r. ; , i ■ Par  le  moyen 

’’  7 V1**  V^(» — »*»in*i) -f- 6»mi  1 

de  celte  valeur  substituée  directement  dans  la  quantité  , on 

aurait  trouvé  = lj ; ainsi  Vé^ 

tion  (3),  qui  est  alors  p?p  = — * , a pour  transformée 

*<4  Hj 

y/(l — c‘sin*4)  V{1  — 

et  son 'intégrait;  est 

»FM)  = F(*,  Ç)- F (*,«), 

( étant  déterminé  par  l'équation  i/(a«i*)=  — coa  * . . . . ; 

* 7 r \ / y/(i  — **sia*<)  + bsuu r 

d’où  l’on  tire 

1 — «n* 

tang  i — 

tao.  Il  résulte  de  celte  analyse,  que,  dans  tous  les  cas,  l’équation 
de  la  courbe  sera  représentée  par  la  mémo  formule 

ÀF(c,4)  = F(*,f)  - F (*,«); 

que , dans  tous  les  cas , la  valeur  de  p sera  p = V"-^. .. , 

mais  que  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  la  variable  q et  de 
la  constantes,  seront  différentes,  selon  que  l’angle  p.  qui  détermine 
la  direction  de  la  vitesse  initiale  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu’un 
angle  droit. 

Si  l’on  a (U>  les  formules  dont  il  s’agit  seront 
*angï«=  ? = p;tangiÇ’j 

si  d’on  a ft  < j or,  ces  formules  seront 

. i — «m°  _1_  C05  ç 

y/»  * y/( i — **&in“4)  -f-Cïi«£* 

131.  On  pourra  éviter  la  distinction  de  ces  deux  cas,  et  s’en 
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tenir  au  premier,  qui  est  le  plus  simple,  si  l'on  désigne  constamment 
par  F celui  des  deux  centres  où  l’angle  FAII,  formé  par  la  tan- 
gente AH  avec  l'axe  du  côté  de  F,  est  un  angle  obtus.  Cette  hypothèse 
ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution,  puisque  d’ailleurs 

w%  qui  représente  le  rapport  peut  avoir  une  valeur  quelconque 

depuis  zéro  jusqu'à  l’infini,  et  qu’il  n’y  a aucun  avantage  à supposer 
le  point  A plus  près  de  F que  de  G , ce  qui  rendrait  wi*  < i . 

Pour  éviter  une  subdivision  inutile,  nous  choisirons  de  même  , 
dans  les  autres  cas  généraux  qui  nous  restent  à examiner,  le  centre 
relativement  auquel  la  solution  se  présente  sous  la  forme  la  plus 
simple,  lorsque  cette  solution  sera  susceptible  de  deux  formes. 


laa.  Nous  pourrions  passer  sous  silence  le  cas  de  parce 

que  ce  cas  particulier  ne  peut  avoir  lieu  dans  le  cas  général  dont 

nous  nous  occupons.  En  effet,  comme  on  aurait  alors  ~=o,il 

faudrait  qu’on  eût  en  même  temps  Q = o,  et  qu'ainsi  q%  — m • fût 
facteur  du  polynôme  Q ; ce  qui  n’a  pas  lieu  , puisque  les  facteurs  de  Q 
sont  imaginaires , excepté  dans  le  seul  cas  de  0=o , où  ils  deviennent 
égaux  et  de  la  forme  i non  semblable  à y’  — m°. 

Au  reste,  si,  dans  la  supposition  de  /u.  = ±tt,  on  cherchait  à 
vérifier  la  condition  ( A+B)*  (m — m')'  < 4 (A — Bm//i')(B — Am/n'), 
d’après  les  valeurs  de  mm'  et  m — m',  données  art.  119,  on  trou- 
verait que  celte  condition  n’a  pas  lieu;  car  elle  donnerait  pour 
résultat, 

[t  "V* (1  — m*)— + Bm*) (1  + m0)]*  < o. 

» 

Ainsi  lorsqu’on  a , l'orbite  ne  coupera  jamais  l’axe 

à angles  droits  entre  les  deux  centres  F et  G. 

ia3.  Second  cas.  Soit  encore  A > B mm  et  B > A mm',  et  sup- 
posons de  pins  qu’on  ait 


m 4-  m'  . 
» + mm' 


3 t/AB 
A+t’ 


ces  conditions  ayant  lieu,  les  facteurs  du  polynôme  Q seront  re'els  ; 
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mais  il  y aura  deux  cas  à distinguer , selon  que  m — rn  est  positif 

ou  négatif. 


134.  Soit,  1*.  m'  <.m,  on  pourra  faire 

Q = (M  — B) ( 1 +«?*)('  ■+•«'?*)> 


a et  a!  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les 
équations 


et  -f-  cl' 


( m — » m'  ) (A-f“  P) 
A — fi  mm' 


B — A mm' 
A — bmm * 


Soit  <*  > <*';  si  l'on  fait  x*  = 1 — ^ et  q = ^ tang  £ , on  aura 

— = — r,-* — rpr  • 7-7 — Soit  ensuite 
V V y(M«— IU)  vCl  — * 

*=  V( s£s)=v'(w). 

l’équation  (3)  deviendra  A— r- — ^ -,  et  son 

t ' ' V'fi — c*nn*4)  t/(i  — «‘mu’O’ 

intégrale  sera 

ÂF(e,4)  = F(*,0  -F(x,«), 


c étant  la  valeur  de  £ au  commencement  du  mouvement  r valeur 
connue  par  l’équation 

tang  i = y/(am •). 

Mais  pour  que  l’équation  générale,  dans  laquelle  nous  avons  sup- 
primé le  signe  ambigu,  soit  exacte,  il  faut  que  ^ soit  positif.  Or  on  a, 

au  point  A , comme  dans  l’art.  118,  V cos  (,r  — A*)- 

D’ailleurs  l’équation  q — tang  £ , donne  au  même  point , 

— = y/«.  cos’c.^  ; donc  ^ sera  positif  si  cos  ( w — fi)  est  positif, 

■ ou  si  l’on  a fi  > j tt. 

Dans  le  cas  contraire , il  faudra  transformer  la  variable  £ comme 
on  l’a  fait  dans  l’art.  1 19  ; mais  on  peut  se  dispenser  'de  ce  calcul,  en 
choisissant,  pour  le  centre  F,  celui  des  deux  pour  lequel  l’angle p est 
plus  grand  qu’un  angle  droit. 
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»a5.  Soit,  a0.  w'>  m,  les  autres  couditioos  e'taut  les  mêmes  que 
dans  l'art.  ia3,  on  pourra  faire 

Q = (M- A) 

a et  «'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les 
équations 

„ , < (m'—  m)  ( A 4-  B)  , A — B mm' 

"*  ti  — Ajnm'  * B — A mm"  • 

Soit  * > a.' ; si  l’on  fait  X*  = — et  q — , on  aura =e 

’ ■ 7 un  Ç 

‘ . — - — ^ . Soitdonc  k=c,/(—  . ^^)  = »/(È*ï!£!N 

V/(M« — A»)  y/(i — ■‘tin’Q  V V"  M J V ' * +* / 

et  l’équation  (5^  deviendra,  en  supprimant  le  signe  ambigu  et 

intégrant, 

< AF(e,4)  = F(x,0-F(x,c)j 

« 

c’est  l’équation  de  la  courbe  qu’il  faudra  combiner  avec  les  équations 


c\/m'  a\ n 

P V'C»  — 


? = 


ia6.  Pour  déterminer  la  constante  é,  on  aura  d’abord  l’équation 
sin  t = yj (J^  ; mais  celte  équation  laisse  incertain  si  l’angle  « est 
aigu  ou  obtus.  Il  faut  fixer  cette  incertitude  en  satisfaisant  à la  con- 
dition que  ^ soit  positif  au  commencement  du  mouvement. 

Or  on  a , comme  dans  l’art.  1 18 , ^ = ^ • V eos  (vr — /u)  ; 

d’ailleurs  l’équation^  ses  4^-  donne  au  point  A , — — ^ne^—  . —, 


ou 


(i  ■+•  m0)’  ,, 

d7=Liïï^J”Vcos^,ane‘î 


donc  ^ sera  toujours  positif,  si  l’on  prend  e de  même  espèce  que  fi. 
Cette  condition,  jointe  il  la  valeur  sin  «=  \J ^ ;>  détermine  com- 
plètement l’angle  c,  qui  , dans  ce  cas  comme  dans  tous  les  autres, 
est  toujours  moindre  que  deux  angles  droits.  . 

Si  l’angle  fi  est  droit,  c’est-à-dire  si  la  tangente  en  A est  perpen- 
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diculaire  à l’aie,  on  aura  aussi  t = j ■n , et  l'e'quation  sin  s = 

donnera  a — m°;  alors  Q aura  pour  facteur  tj' — m*;  c’est  un  cas 
dont  nous  avons  déjà  rencontré  un  jxemple,  art.  laa. 

Dans  ce  cas,  l’équation  de  la  courbe  deviendra  ÀF(c,4)  = 
F(*,Ç') — F‘x  , et  on  peut  réduire  le  second  membre  à uu 
seul  terme  , en  faisant  F (x,  £)  — F1*  = F (x,  Ç) , ce  qui  don- 
nera sin  £ = Supprimant  ensuite  les  accens  dans 

V(i  — * sin'Ç)  rr 

le  résultât,  on  voit  que  pour  le  cas  de  on  aura  les 

équations 

il?/  i?  T?/  el/l»'.  (In  4 . l/(\  — **tin*Ç) 

AF(c,4)=F(x,0,  j»  ? = ena’;  * 

I 

137.  Troisième  cas.  Supposons  maintenant  A<B/?i«i'  et  B>Awim',  „ 
ou,  en  d'autres  termes,  A < B,  et  mm’  toul-à-la-fois  > ^ et  < ^ î 
alors  ou  devra  faire 

Q:=  (M- A)  (?•-*)  (?•+«'), 

a et  et'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  déterminées  par  les 
équations 


(m' — m)  (À-f-B) 


B — Am  in 


Bmm'  — À 
B — A mm’ 


y/* 


d<!  . 


Soit  x*  — —,  et  q — ^oTç, “ VQ  — VC>— 

soit  enfin  k = [ = \J ()“£)>  l’équation  (5)  devien- 

dra, en  substituant  et  intégrant, 

AF(c,4)  = FC*,O-F(*,0: 

c’est  l’équation  de  la  courbe  qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations 

el/m' . sin  ?{.  __ 

P " rt/(l  — c*  »ia‘  4 ) * ^ cos  Ç* 

Quant  à la  valeur  de  «,  elle  devra  satisfaire  ài’équationcos  e = t / É~\ 

• ' 

où  l’on  voit  que  e sera  toujours  < i vr;  mais  il  faut  en  outre  que  le 
. di  . 

coefficient  ^ soit  positif  à l’origine  du  mouvement. 


v 
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Or,  l’équation  7 cosÇ  = y' a donne  au  point  A , ^=^2  cote  ; sub- 
•tituant  la  valeur  de  ÿ-  de  l’art.  118,  il  viendra 


dt 


V coté  cos (7 r — yu)  ; 


ainsi  la  valeur  de  ^ ne  sera  positive  que  lorsqu’on  aura /*  > j 

Si  l’on  a/u  = 77r,  il  faudra,  d’après  l’équation  précédente,  qu’on 
ait  6 = 0,  et  par  conséquent  c’est  aussi  ce  qu’on  peut  vé- 

rifier, d’après  les  équations  de  l’art.  n5,  en  y faisant  fA=±'X,  et 
combinant  ces  équations  avec  celles  qui,  dans  le  cas  présent,  servent 
à déterminer  a et 

Dans  ce  cas  donc,  l’équation  de  la  courbe  se  simplifie  et  devient 
4F  (c,  = F (x,Ç).  On  peut  d’ailleurs  s’assurer  que  la  valeur  de 

qui  reste  indéterminée  dans  la  formule  précédente,  devra  être 
positive.  En  effet,  puisqu'on  a « = la  valeur  de  Q devient 


Q = ( M — A)  (7*  — m’)  (7*  + «'), 

d’où  l’on  voit  que  m°  est  la  plus  petite  valeur  de  7;  donc  ^2  estpo- 

. , . dï 

silif,  et  par  conséquent  aussi  . 


ia8.  Si-l‘angle  /à.  est  <7-*,  on  ne  pourr#plus,  comme  dans  les 
cas  précédens,  obtenir  la  solution  en  choisissant  pour  le  centre  F 
celui  qui  est  placé  du  côté  de  l’angle  /jl  > j-7t;  car  lecbangc  qu’on 
ferait  entre  A et  B,  substituerait  aux  conditions  A B>  Amm', 

des  conditions  différentes  B<A mm',  A>B mm',  inconvénient  qui 
ne  s’est  pas  rencontré  dans  les  cas  précédens.  Mais  il  y a uu  moyeu, 

• très-simple  de  changer  la  variable  Ç , pour  laquelle  sera  négatif, 

J Y> 

en  une  autre  Ç',  pour  laquelle  ~ sera  positif;  il  consiste,  comme 
nous  l’avons  déjà  vu,  à faire  FÇ  — f—  FÇ'  =F'x,  x étant  le  module 
commun,  ce  qui  donnera  Et  comme 
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par  cette  supposition  on  a tang£  tang£'  = 4,  il  en  re'snlte 


cos£  : 


c«in£' yU  ÿ(i—  t’s'm’Ç) yV  y/(i — «Vin»;') 

V(‘ — 1 » si  n {'  « ’ sinÇ' 

Soit  d'ailleurs  t'  la  valeur  de  Ç'  lorsque  t=  o,  ou  lorsque  y*  = m', 

on  aura  cos  s' = 

Cela  posé,  on  peut  supprimer  les  accens  qui  affectent  Ç et 
et  la  solution,  pour  le  cas  de  /x  < j , sera  donnée  par  les  formules 


c\/m  . sin  4.  V/«'  1/(1 — »’sin*Ç)  //m’ — «\ 

P = Vo-wj»  in{  > C0»‘  = v/(^F+7> 


139.  Ici  se  termine  l’examen  que  nous  voulions  faire  des  cas 
principaux  du  problème.  Car  si  on  avait  à la  fois  B < A mm'  et 
A>B mm',  ce  cas,  qui  suppose  A>B,  est  entièrement  semblable 
au  troisième  cas , où  l’on  a A < B mm'  et  B > A mm',  qui  suppose 
B>  A.  Ces  deux  cas  se  réduiront  à un  seul,  en  désignant  constam- 
ment  par  F celui  des  deux  centres  où  réside  la  moindre  force.  Enfin 
si  l'on  supposait  pour  dernière  combinaison  A < Brnm'et  B < Awn, 
ce  qui  rendrait  négatifs  le  premier  et  le  troisième  terme  du  poly- 
nôme Q,  il  faudrait  qu’au  moins  le  second  terme  fut  positif,  et 
qu’ainsi  on  eut  m' mais  les  conditions  A<B mm',  B<  A/n/n', 

supposent  m*’>  1,  ou  ni  > 1 , ce  qui  ne  peut  s'accorder  avec  la 
condition  m’  <m.  Ainfi  ce  cas  ne  peut  avoir  lien.  # 


iSo.  Pour  plus  de  clarté,  nous  joignons  ici  un  tableau  général 
qui  contient  le  résultat  de  tous  les  calculs  précédens.  On  y trou- 
vera les  formules  qui  servent  à distinguer  et  à résoudre  les  diffé- 
rens  cas  principaux  dans  lesquels  se  divise  le  problème  général  du 
mouvement  d’un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes. 


Tableau 
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Tableau  général  des  cas  principaux  du  Problème. 

Nota.  Dans  les  deux  premiers  cas,  les  valeurs  de  m et  m'  se  déduisent  des 
données  immédiates  du  problème  m^\,  fi,  par  les  formules  de  l'art.  78  ; ces 
deux  cas  composent  le  premier  système , dans  lequel  la  courbe  décrite  ne  peut 
jamais  rencontrer  son  axe  entre  les  centres  F et  G. 

Dans  les  quatre  autres  cas,  les  valeurs  de  m et  m'  sont  déduites  des  données 
m",  V,  ft,  par  les  formules  de  l’art.  n5;  ces  cas  composent  le  second  système, 
dans  lequel  il  y a toujours  , entre  les  centres  F et  G , un  ou  plusieurs  points 

d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe;  le  point  A,  origine  du  mouvement,  au*  b 

quel  se  rapportent  les  données  m *,  V,  fi,  est  un  de  ces  points  d'intersection. 


i 


Conditions  et  dénominations. 

Équations  de  la  courbe. 

m < m , c*  = 1 , 

CAS  I. 

m 

m — m ^.qV/aB 

AF(c,+)-AF(e,0=F(«,0. 

p'  = m ( 1 — c*  sin*4')  > 

1 — mm'  ^ A -f-  B ’ 

Amm'+B  J (m+m)  (A+B) 

A-f-Bm/n'  ' ^/(Amm'+B). 

( . . m— m° 

< m — m 

l»  de  même  espèce  que  ir  — /*, 

V = pL.tangiÇ. 

Corollaire  I.  Si  l’on  a m”  = m , 

AF(c,+)  = F(.,0, 
p*s=nt(l_c*sin,<J<), 

<?=î^’,aaSïC- 

Corollaire  II.  Si  l’on  a m'  = m', 

( ltF(c,4)=F(.,0. 

\ . 

/ P 1— C*5iû*^* 

5a 
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Condition»  et  dénominations. 


Équations  de  la  courbe. 


m'<m,  c*=l  — — , |_ 

m — m'  ~ a^/AU 
1 — mm  A+B  ' 

, , (m-f-m')(A-f  B)  , 

— Â+Bmm'  ’ “ — Â+Bnim'* 

*>*'•  *=v/(r=5)’ 

{.  . m — m° 

sin  « = — j , 

m — /ri 

i de  même  espèce  que 


" CAS  U.  * 


AF(c,^)-é,F(c,.)=:F(«10, 
p*  = m(i-~c*sin*4)  » 

q = ^.tangÇ. 


Corollaire  I.  Si  l'on  a m‘  — rn  , 


tAF(c,4)  = F(„.0> 

p*  = m(t — c’sin’4), 

,=^L.t«>gÇ. 


Corollaire  //.  Si  l'on  a m*  = m'. 


AF(c,4)  = F(«,0. 


q = -p^.tangÇ. 


cas  m. 


B > Amm',  ' 

m+m'  .nl/AB  , m • ' 

t-f-mni  ^ A + B ’ ro  -f  m ’ *F(c,4)=F(»,Ç)  F(*>  •) » 

, B— Amm'  . i(m  — m')  (A  + B)  - - «Vm'.sin» 

" " A— Bmm'  ’ — p/(A — Bmm'). 4/(8— Amm')’  y(t  — c*  »in*4)  ’ 


.=sini»,  k = ^/(iC—£), 
f tang  ï a = l/(*m"). 

■j  On  devra  prendre  pour  F celui  des  deux  centres  vers 
(.lequel  l’angle  ft  — F Ali  est  plus  grand  qu'un  droit. 


’ = 7i-taD6it- 
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Condition!  et  dénomination!. 


Equation!  de  la  courbe. 


A>  Bmm',  B>Amm', 

m-f-m'  aj/AB  n 

1 -f •mm''*  A-f  B * m-) 


cas  rv. 


i -f-  jTun!  A. B * m-^-m  * 

i * (jp—ni/)(A4'B)  , B — Amm! 

“+‘=JLxEb W'  “ =Â=ÎW* 

•>“'  = * = v/GS)> 

• tang  t = 

On  prendra  pour  F celui  de!  deux  centre!  yen  le- 
quel l'angle  ft  = F AH  est  plus  grand  qu'un  droit. 


AF(c,+)=F0.,O— F(».0. 

c^n»'.ain+ 

^ y/ ( i—  c^ainS)/)  * 

? = ï^',ao6Î' 


A > Bmm',  B > Amm',  m'  > m , | 

m-f-  m <xÿ  AB  t m ✓ 

1 *|*  mm  A-f-B  1 m -f-  m*  * 

, (m'—  m)(A-+-B)  , A— Bmm' 

B — » Amm'  J B— A/nw  9 

*>•'*  *“7*  *=V(tÏ£)' 

j!in,  = v/fe)* 

l i de  même  espèce  que  /•. 


Le  cas  de  ’f*  = £»  donne  i = î»,  et  les  même! 
formules  sont  applicables.  Mais  l'équation  de  la 
courbe  se  réduira  à deux  termes,  au  moyen  des  for- 
rnufes  ci-jointe!. 


AF(c,g.)=F(.,0-F(*.0. 

cy/m'.sin'}. 

P ~ ^(i— c’iio'4) 1 


sf(c,4')  = f(«.0. 

i ain^ 

P |/(i — c^ainVj')* 


, „ A , m CAS  VU 

A<'Bmm,  B>Amm,  c*= — : — 7t  ; 

• ni"  j m 

f {m — m)(  A-f-B)  , Bmm/ — A 

m B — Amm'  1 B — Amm!  9 

*=/££)■  • 

>i  *.  co!. — \j a*, 

(«  = î»,  1 = 0. 


. t/Q— 

’ ’ ‘ coiÇ 


AF(c,^=F(.,0-F(*,0. 

r^m'.sin^ 

P y (i — c’sin’-^)  ' 

a — -Èf. 

^ co»  Ç' 
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Conditions  et  dénominations. 

Équations  de  la  courbe. 

CAS  VI. 

j 

*F(c1+)=F(.,î)-F(«,0, 
r^m'.ain^ 

i 

P V'O-c’sinH)’ 
V'*'  ✓(>— ’sin’O 

" « ‘ sio{ 

Nota.  Si  Von  avait  les  conditions  B <[  Amm', 
A > B mm,  il  faudrait  faire  la  permutation  entre 
A et  B , ainsi  qu’entre  F et  G , et  les  formules  du 
cas  Yi  deviendraient  applicables  au  cas  proposé. 

Nous  allons  maintenant  développer  les  solutions  indiquées  dans 
ce  tableau  général,  en  nous  bornant  à celles  qui  offrent  les  résultats 
les  plus  remarquables.  Nous  donneronsaussi,  dans  les  cas  principaux, 
les  formules  qui  servent  à déterminer  le  temps. 

Y , Développement  du  cas  i . 

1 3 1 . Si  la  vitesse  initiale  et  sa  direction  satisfont  aux  conditions 
du  cas  i,  on  connaîtra,  par  les  formules  du  tableau, les  modules  c et  x, 

ainsi  que  les  constantes  et,  e et  au  moyen  de  toutes 

ces  données,  l’équation  de  l’orbite  sera  AF(c,  4.) — AF(e,e)=F()t,  J), 
et  on  aura  en  même  temps  p'—m  (t — c*  sin*4  ),  qz=.  tangj  £; 

on  pourra  donc  trouver  tant  de  points  qu’on  voudra  de  l’orbite.  En 
effet,  prenant  à volonté  l’un  des  arcs  4”,  qui  peut  comprendre 
plusieurs  circonférences , l'autre  se  trouvera  par  la  résolution  de 
l’équation  ÀF(c,  ^)=AF(c,«)-l-F(x,Ç),  où  un  seul  terme  deviendra 
inconnu.  On  connaîtra  donc  les  valeurs  de  p et  q;  quant  aux  signes 
de  ces  quantités,  on  observera  que  p reste  toujours  positif,  parce 
qu’il  ne  devient  jamais  zéro,  ses  limites  étant  \/m  et  v/ tri  ; mais  que 
q prendra  le  signe  qui  convient  à tang  j Ç,  suivant  les  valeurs  in- 
définiment grandes  de  l’arc  £.  Ensuite  le  point  correspondant  de  la 
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courbe  se  trouvera , soit  par  les  valeurs  de  r et  s exprimées  en  fonc- 
tions de  p et  q (art.  7a),  soit  plutôt,  pour  ne  laisser  aucune  indé- 
termination, par  les  valeurs  des  coordonnées  GP=x,  PM==y,  les- 
quelles sont 

X = a0— PV)  y — 

(>-/>*)  (*+<?•) ’ “r  — (*  —p‘K> +<?*)' 

i3a.  Puisque  l’orbite  dont  il  s'agit  est  renfermée  toute  entière  dans 
l’espace  que  laissent  entr’cux  les  périmètres  des  deux  ellipses  p’=m, 
p%=nf,  décrites  des  mêmes  foyers  F et  G;  soient  E et  D les  som-  Fig.ao. 

mets  voisins  de  Ces  ellipses,  cnsorte  qu’on  ait  m = ~ et 

les  deux  autres  sommets  étant  L et  K ; il  est  visible  que  l’orbite  qui 
commence  au  point  A ne  pourra,  dans  ses  circonvolutions,  couper 
l’axe  que  dans  les  intervalles  RL  et  DE.  Voyons  d’abord  comment 
on  détermine  ces  intersections,  qui  sont  des  points  d’autant  plus  re- 
marquables, qu’ils  servent  à compter  les  révolutions  et  demi-révo- 
lutions du  corps  dans  son  orbite. 

A partir  du  point  A,  le  premier  point  B1,  où  la  courbe  rencontra 
son  axe,  se  trouvera,  d’après  le  n*  8a , en  faisant  q = 00  ou  Ç = t. 

Soit  y'  la  valeur  correspondante  de  4 » de  sorte  qu’on  ait 

FC*,>')  = F(c,0+ÎF'*; 

supposons  qu'on  ait  déterminé  cf'  par  l’équation  F (c,  J’)  = | F'x , 

ce  qui  peut  se  faire  par  la  méthode  du  n”  67,  I.  p. , il  restera  à ré- 
soudre l’équation  F(c,  y')  =F(c,i)-f-F(c,  J"),  ou  simplement  Fy.'= 

F<  + FJ1',  c étant  le  module  commun  à ces  fonctions;  or,  celle-ci 
se  résout  par  les  formules  du  n*  18,  qui  donnent 

..  . . . 1/(1 — c*sinV')vZ(i — c’jin’i) — c*»in/'aini  coa i'cosi 

1/(1  — c*  sm’>  ) = — — .-.—A,  . . ; 

rV‘  • • 1 — c’sin’i  jio'i 

GB1  ...  . , , 

de  là,  p'  = m(  1 — c’sin’y-'):^  ainsi  le  point  B1  est  déterminé. 

i33.  A partir  du  point  B’,  l’intersection  suivante,  qui  doit  avoir 
lieu  en  un  point  A1  situé  sur  la  partie  de  l’axe  ED,  se  déterminera 
en  faisant  q = 0 ou  Ç = 27 r.  Appelant  donc  y ' la  valeur  correspon- 
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dante  de  4>on  trouvera  y’  par  la  résolution  de  l’équation  F(c,  >*)= 
F (c,  0 + i F ' * ==  F(c,  <)  4-  aF(c,  «U). 

Soit  «T*  l'amplitude  qui  donne  F (c,  = aF  (c,  <U) , J' pourra  se 

déduire  trigonométriquement  de,  par  les  formules  de  la  dupli- 
cation des  fonctions;  ensuite  il  faudra  résoudre  1 équation  F y'= 
F«  -+•  F<f",  et  on  eu  déduira  une  valeur  de  \/(i  — c*  siu*  y ’)  pareille 
à celle  que  nous  avons  trouvée  dans  l’article  précédent. 

i34.  En  général , soient  B'jB’jB’jdc.,  les  intersections  successives 
qui  ont  lieu  du  côté  du  centre  G;  soient  A',  A*,  A9,  etc. , celles  qui  ont 
lieu  du  côté  de  F ; les  valeurs  de  Ç et  4 correspondantes  à ces  diffé- 
rons points,  suivant  l'ordre  avec  lequel  ils  se  succèdent  dans  le  mou- 
vement du  corps,  pourront  se  designer  comme  il  suit,  en  y joignant 
les  auxiliaires  tf',  J*,  <f"',  etc. 

« 

Intersections B1,  A1,  B‘,  A*,  Bs,  A%B<,elc., 

Ç -T,  a7r,  37r,47r,  5ir,  etc.. 

Auxiliaires <T",  <f s,  /*,  etc.,  . . 

4 y,  y,  y,  y,  «»c- 

Ayant  donc  déterminé  la  première  auxiliaire  <f'  avec  toute  l’exac- 
titude nécessaire,  par  l’équation  F(c,  <f')=  j?  F*x,  on  déterminera  les 

suivantes,  J',  <f"',  J1”,  etc. , par  les  formules  connues  pour  la  mul- 
tiplication de  la  fonction  F(c,  S')  ou  Fcf',  de  manière  qu’on  ait 

F/''=  aF<f',  FJ'",=  5F«f',  Fef*'=4F<f',  etc. 

Cela  posé , chaque  valeur  de  y se  déduira  du  correspondant , en 
résolvant  l’équation  Fy-  = Fcl'-(-Fe)  dans  laquelle  y et  prendront 
un  même  nombre  d’accens,  tandis  que  s reste  toujours  le  même;  or, 
la  résolution  de  celte  équation  douae  en  général 


v/(i—  c*sin*j.)= 


y'Çi  — c*  sin’/)  . |/(i  — c*  sin1*) — c*  sin«  sin/cos  i coa/1 
i — c * amu  » sin* 


On  connaitra  ainsi  la  valeur  de  — ^sin*^),  laquelle  étant 

égale  à ~jjT  ou  à déterminera  le  point  d’intersection  corres- 
pondant B"  ou  A*. 
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Les  points  B',  B*,  B’,  etc.,  sont  ceux  où  le  corps  termine  la 
i",  la  3% la  5% etc.,  demi-révolution  ; les  points  A',A*,A3,  etc.,  sont 
ceux  où  il  termine  la  i”,  la  a*,  la  3*,  etc.,  révolution.  Ces  points 
seront  tous  différons  les  uns  des  autres,  dans  chaque  série,  si  la 

quantité  yr~  esl  irral‘on[,e^ei  ma>s  st  cette  quantité  est  ration- 
nelle, le  corps  reviendra,  après  un  certain  nombre  de  révolutions, 
au  point  A,  d’où  il  était  parti,  et  la  meme  période  de  mouvement 
se  renouvellera  à l’infini. 

En  effet,  le  corps  reviendra  au  point  A,  si  l'on  peut  faire  à la  fois 
Ç=aér  et  •4/  = f7r  + «,  i et  e étant  des  nombres  entiers.  Ces  valeurs 
étant  substituées  dans  l’équation  £P(r,  — AF  (e,  f)  =F(x,£),  on  en 

tire  afaï,,c  = 4'T"*>  ou  = ^.  Donc  si  la  quantité  est  an 

nombre  rationnel  le  corps  reviendra  au  point  de  départ  A,  après 

une  période  composée  de  i révolutions,  ce  qui  résulte  de  la  valeur 
£— a iv.  En  revenant  ainsi  au  même  point,  on  voit,  par  l’équation  (r), 
que  le  corps  aura  la  même  vitesse  qua  l’origine  du  mouvement; 
mais  cette  vitesse  sera-t-elle  dirigée  dans  le  même  seps?  c’est  ce 
qu’il  faut  examiner. 

i35.  En  général,  quel  que  soit  l’état  initial  du  mouvement,  si  le 
corps  passe  deux  fois  par  un  même  point  M de  son  orbite,  sa  vitesse 
en  ce  point  sera  égale  dans  les  deux  cas,  et  la  direction  de  celte 
vitesse  devra  faire  un  angle  égal,  dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  avec 
la  droite  MQ , qui  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  FMG. 

En  effet,  il  résulte  des  équations  (i)  et  (a),  que  si  on  désigne  par 

dz  l’élément  de  la  courbera  valeur  de  et  celle  de  ~ feront 

les  mêmes  dans  les  deux  passages  du  corps  par  le  point  M.  La 
première  quantité  est  le  carré  de  la  vitesse;  donc  la  vitesse  esl  égale 
dans  les  deux  cas;  la  seconde  représente  le  produit  sin  TMF.sinTMG, 
ou  -j  cos  FMG  — j-cosiTMQ,  MQ  étant  la  droite  qui  divise  en  deux 
également  l’angle  FMG.  Donc  si  TM  est  la  tangente  de  l’orbite  au 
premier  passage,  la  tangente  de  l'orbite,  au  second  passage,  sera 
nécessairement  l’une  des  deux  droites  TM  ;T'M , également  inclinées 
sur  MQ. 


Fig.  i3. 
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Le  point  M devient  un  point  double,  lorsque  l’orbite  a deux  tan- 
gentes différentes  TM,  T'M;  jamais  il  n'y  aura  de  poiut  triple,  car 
il  est  impossible  que  trois  tangentes  différentes  donnent  une  même 
valeur  pour  le  produit  sinTMF.  sinTMG. 

• • AF'c  . * 

1S6.  On  voit  maintenant  que  si  yy  est  rationnelle,  et  qu’en  consé- 
quence on  puisse  faire  ■>].  = erf  -j- 1 et  Ç=awr,  ce  qui  ramèoe  le 
corps,  après  un  nombre  t de  révolutions,  au  point  A d’où  il  était 
parti,  il  aura  en  ce  point  la  même  vitesse  V qu’au  point  de  départ, 
et  la  direction  de  cette  vitesse  devra  être  également  inclinée,  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre,  avec  Taxai  FG;  c’est-à-dire  que  l’angle  EAU, 
qui  est  /x  au  point  A dans  l’état  initial  du  mouvement,  ne  pourra 
être  que  /x  ou  Tt  — /x,  lorsque  le  corps  sera  revenu  au  point  A.  Mais 

par  la  valeur  de  ^ (art.  109),  on  voit  que  ^ ne  pourrait  conti- 
nuer d’être  positive,  si  à la  place  de  fx  on  mettait  ir—/x , puisque 
d’ailleurs  l’angle  s reste  toujours  le  même.  Donc  le  corps  A revenu 
au  point  A après  un  nombre  i de  révolutions,  aura  en  ce  point 
la  même  vitesse  et  la  même  direction  qu’au  commencement  du 
mouvement  ; ainsi  cette  période  de  » révolutions  devra  se  répéter  à 
l'infini. 

137.  Si  au  contraire  la  quantité  y^-  est  irrationnelle,  l'orbite,  com- 
posée d’une  infinité  de  circonvolutions  toutes  différentes  les  unes 
des  autres,  devra  remplir  tout  l'espace  renfermé  entre  les  périmètres 
des  deux  ellipses  p'=.m,  p'  = m;  de  sorte  qu’il  n’y  aura  aucun 
point  de  cet  espace  qui  ne  soit  un  point  de  l’orbite,  ou  qui  n’en  soit 
infïnifiient  peu  distant.  Il  faut  excepter  seulement  le  cas  de  m = o, 
qui  donne  lieu  à une  figure  particulière. 

Celte  propriété  n'est  qu’une  conséquence  fort  simple  des  consi- 
dérations précédentes  ; mais  on  peut  la  démontrer  directement  an 
moyen  de  l’équation  AF(c, — ÀF(c,  «)  = F£x,£),  qui  doit  satisfaire 
à tous  les  points  de  l’orbite.  En  effet,  supposons  que  pour  un  point 
déterminé  M,  compris  entre  les  deux  ellipses  qui  limitent  l’orbite, 

on  ait  p'  — m (1  — c*  sin*4‘)  et  7=  ^ lang  j £*;  si  l’on  satisfait  à 

l’équation 


Digitized  by  Google 


1 Sixième  partie,  section  iï.  .4 i7 

réqnatîon  fcF(e,4) — AF(cf*)  = F(*, Ç),  en  faisant  4 —4’ et  £ = Ç*, 
il  s’ensuivra  que  le  point  M est  un  point  de  l'orbite.  Supposons  donc 
qu’il  existe  une  différence  quelconque  entre  les  quantités  &F (c,  4°) 
— AF(c,  r)  et  F(x,  £*);  je  dis  qu'on  pourra  néanmoins  satisfaire  à 
l’équation  AF(c,4) — £F(e,f)=F(x,£),  dans  un  pointde  l'orbite  dont 
la  distance  au  point  M sera.plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 

Pour  cet  effet,  soit  4 =’»'•*'+ 4%  et  Ç = 27iy  “f"  (x  et/étant 

des  entiers  quelconques)  ; le  point  déterminé  par  ces  valeurs  sera 
toujours  le  point  M,  quels  que  soient  les  entiers  x et/.  Pour  qu’il 
soit  en  même  temps  un  point  de  l’orbite,  il  faut  qu’on  ait 

k [ axF'c  4-  F (c,  4*)  — F (c,  t)  ] = 4/F'x  + F(x,  Ç*) , 

ce  qui  donne  Lx  — Mj’rrN,  en  faisant,  pour  abréger,  L = ÆF'c,' 
M = aF‘x,  N = i*F(c, .)  — £AF(c,  4*)  “Hï®1 (*>£’)•  Or,  en  prenant 
les  entiers  x et  / suffisamment  grands,  U sera  toujours  possible  de 
satisfaire  à Inéquation  Lx  — Mj'=N,  de  manière  que  la  différence 
des  deux  membres  soit  plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Car 

soit  pris  a volonté/  — b',  b'  étant  un  entier,  et  soit  M = n'4-d', 

a’ étant  un  entier,  et  d'un  reste  plus  petit  que  l’unité;  si  l’on  fait  x=a', 
on  aura  Lx  — M/  = N — L«T.  Supposons  qu’en  réduisant  la  quan- 
tité irrationnelle  en  fraction  continue,  et  prolongeant  le  calcul  jus- 
qu’à  an  terme  assez  éloigné,  on  ait  ^ pour  la  dernière  fraction  con- 
vergente vers  -j^-,  on  aura,  par  les  propriétés  connues  de  ces  fractions, 

~ S'  étant  une  quantité  positive  ou  négative  plus  petite 

• » 

que  l’unité,  d’où  résultera  LM' — L'M=  Soit  maintenant  x== 
«'+M:,;=i'  + L's,  on  aura  Lx  — M/=N  — Ld'4-™-  = 
N 4-  ^ (z — soit  donc  = c' 4-  c1  étant  un  entier, 
et  d”  un  reste  plus  petit  que  l’unité  ; si  l’on  fait  z=c,  ce  qui  donne 
x = o'  4-  c M',  / = è'  4-  c'L' , on  aura  Lx  — M/  = N — 4^- 

Ainsi,  lequation  proposée  Lx  — M/  = N sera  résolue;  de  manière 
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que  l'erreur  ou  la  difl'ércuce  entre  les  deux  membres  ne  sera  que 
— tf  — t quantité  moindre  que  Or,  le  dénominateur  M' donné  par 
le  développement  d’une  quantité  irrationnelle  ~ en  fraction  continue, 

sera  aussi  grand  qu’on  voudra  ; donc  l’erreur  dont  il  s’agit  pourra 
être  rendue  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

1 38.  Après  avoir  déterminé  les  difl’érens  points  d'intersection  de 
la  courbe  avec  l’axe,  il  importe  de  déterminer  avec  la  même  préci- 
sion les  absides  tant  supérieures  qu’inférieures,  c’est-à-dire  les 
points  où  l’orbite  est  tangente  aux  ellipses  terminatrices  p'  — m, 
p'z=m'  ; car  la  connaissance  de  ces  points,  jointe  à celle  des  inter- 
sections de  la  courbe  avec  l’axe,  contribuera  beaucoup  à donner  une 
idée  exacte  de  la  figure  de  cette  courbe. 

Puisqu’on  a,  au  commencement  du  mouvement,  4==t>  i étant 
moindre  que  180",  on  voit,  d'après  l'équation  p'=m[i  — c’sinV}.), 
que  la  première  abside  rencontrée  par  le  corps  sera  une  abside  in- 
férieure si  l’on  a t < et  une  abside  supérieure  si  l’on  a t ;>  j tt. 
Eu  général,  si  l’on  désigne  par  S1,  S*,  S5,  etc.,  les  absides  supérieures, 
et  par  I‘,  1*,  P,  l4,  etc.,  les  absides  inférieures,  auxquelles  le  corps 
parvient  successivement  à partir  du  point  A,  ces  points  se  détermi- 
neront en  donnant  à 4 les  valeurs  successives,  savoir: 

Pour  le  point 1‘,  S1,  I*,  S*,  P,  S3,  I4,  S4,  etc., 

4 = 7r,4'S>;a7r,|^r,Ô7r,|ir,47r,etc. 

Il  faudra  donc  calculer  les  valeurs  correspondantes  de£,en  obser- 
vant que  le  premier  point  I1  doit  être  omis,  comme  se  rapportant 
aune  époque  antérieure  à l’origine  du  mouvement,  si  l’on  a e > 

11  n’en  est  pas  moins  nécessaire  de  calculer  dans  tous  les  cas  la  va- 
leur de  £ qui  répond  au  point  I,  parce  que  celte  valeur,  une  fois 
connue  avec  toute  la  précision  nécessaire , sert  à calculer  trigono- 
métriquement les  valeurs  de  £ qui  répondent  aux  autres  points  I et  S. 

En  faisant  4 = ï'*’»  on  *ura  3 résoudre  l’équation  ÆF'c  — 
AE  («,«)  = F(x,  £)  ; en  faisant  4 =sr,  on  aurait  à résoudre  l’équa- 
tion aÂF’c  — AF(c,  t)  = F(x,  Ç)j  ainsi  des  autres.  Pour  obtenir 
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une  plus  grande  uniformité  dans  la  re'solulion  de  ces  équations, 
supposons  qu'on  ail  déterminé  >1  et  par  les  équations  F(x,  x)  = 
ÂF(c,  «),F(x,  J'^  — kY'c;  connaissant  l’auxiliaire  J°,  on  déterrai- 
nera  les  auxiliaires  suivantes  J *,  J"1,  J"',  etc. , de  manière  qu'on  ait 

F<f'=  aF/',  ¥<fjn—5Fr,  FJ'"=4F J'1,  etc., 

x étant  le  module  commun  à ces  fonctions. 

Cela  posé,  si  l’on  appelle  A',  A',  A",  A”,  etc.,  les  valeurs  de  £ qui 
répondent  aux  valeurs  successives  4.  = 7 vr,  tt,  f tr,  2?r , etc.,  ces 
quantités  seront  déterminées  par  les  équations  suivantes,  où  x est  le 
module  commun  des  fonctions  : 

FA'=  F/' — Fx, 

FA"=  F/" — Fs, 

FA'=F<T'— Fa,  etc. 

Ces  équations  étant  toutes  de  la  même  forme,  il  suffira  de  résoudre 
l’équation  générale  FA=FcT — Fa,  d’où  l’on  tire,  par  les  formule* 
de  l’art.  19 , 1"  p., 

, ^ sin/coj,  V^fi — »*  ain*t)  — sim  cm  f t/(i — »*  ain*^) 

“ * — î-J-cos/cos»  — «*3in!Jl!>in<»-t-sui  Asins^/(i — «*sin,»).y'(i — *’àiij'<t) 

Par  cette  formule,  où  l’on  donnera  à «f  et  A un  même  nombre  d’ac- 
cens,  on  connaîtra  les  valeurs  successives  A',  A*,  A'",  A”,  A’,  A',  etc.; 
ensuite  les  absides  inférieures I1,!*,  F,  I4,  etc.,  seront  déterminées  par 

la  valeur  constante p'—ni  combinée  avec  les  valeurs  successives  q—  J - 
tang-A',  ÿ = ~ tangjA*,  9 = — tangf  A’,  etc.;  et  les  absides 
supérieures  S1, S’,  S3,  S4,  etc.,  seront  déterminées  par  la  valeur  cons- 
tante p'z=m  combinée  avec  les  valeurs  successives  tangÿ  A', 

?=ï7;tangiA">elc- 

Ainsi,  la  série  finie  ou  infinie  des  absides,  tant  supérieures  qu'in- 
férieures, peut  être  déterminée  par  de  simples  formules  trigonomé- 
triques , dès  qu’une  fois  on  a calculé  avec  la  précision  nécessaire , 
les  deux  quantités  x et  cf'.  Au  reste,  celte  série  sera  finie  si  la 


4io  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

quantité  est  rationnelle,  et  elle  sera  infinie  dans  le  cas  contraire. 

Dans  le  premier  cas  sont  compris  tous  ceux  où  l'orbite  est  une 
courbe  algébrique. 

j 3g.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  chercher  dans  quels  cas  l'orbite  peut 
avoir  une  abside  supérieure  ou  inférieure  située  sur  l’axe  EFGL  ; 
car  dans  ces  cas,  l'équation  de  la  courbe  se  réduira  à deux  termes, 
en  prenant  cette  abside  pour  l'origine  du  mouvement;  et  alors  on  a 
les  formules  qui  répondent  k l’un  des  corollaires  I et  II  du  cas  I , 
dans  le  tableau  général. 

Lorsque  la  quantité  est  irrationnelle,  la  courbe  passe  exacte- 
ment, ou  à un  infiniment  petit  près,  par  tous  les  points  de  l'axe 
EL  non  situés  entre  F et  G;  ainsi  on  peut  placer  indifféremment 
l’origine  du  mouvement,  soit  dans  une  abside  supérieure  au  point  E 
ou  au  point  L,  soit  dans  une  abside  inférieure  au  point  D ou  K;  et 
on  remplira  également  des  deux  manières  le  but  qu’on  peut  avoir 
de  réduire  l'équation  de  la  courbe  à la  forme  la  plus  simple,  telle 
que  la  donnent  les  corollaires  I et  II  du  cas  I. 

Il  n’en  est  pas  de  même  si  la  quantité  est  rationnelle  et  re- 
présentée par  ^ ; car  ce  n’est  que  dans  un  petit  nombre  de  cas  que 

l’orbite  pourra  avoir  une  abside  située  sur  l’axe. 

En  effet,  s’il  y a une  abside  supérieure  ou  inférieure  située  sur 

l’axe,  il  faut  qu’on  puisse  avoirà  la  foi$4  = 3«>  et  £ = x«',  n et  îJ 

étant  des  entiers.  Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  AF  ( ’c , 4) 
AF  (c,  e)  = F (x,  Ç)>  il  en  résulte  la  condition 

F'(e,.) 

Fc  ~~  i ' 

Ainsi,  il  n’y  aura  d’abside  sur  l’axe  qu’autant  que  — sera  une 

fraction  rationnelle,  qui  a pour  dénominateur  i ou  un  diviseur  de  i. 
Si  cette  condition  a lieu,  on  pourra  prendre  pour  équations  du  mou- 
vement celles  qui  appartiennent  à l’un  des  corollaires  I et  II;  dan» 
le  cas  contraire,  cette  réduction  ne  pourra  avoir  beu. 


i 
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Qn  voit,  par  là,  que  la  solution  du  problème  donnée  par  les  for- 
mules du  cas  I aurait  perdu  beaucoup  de  sa  généralité,  si  l’on 
avait  supposé  qu’au  point  A,  origine  du  mouvement,  l’angle  /z.  est 
droit,  ce  qui  revient  à supposer  que  le  point  A est  une  abside  su- 
périeure ou  inférieure. 


140.  Il  reste  à trouver  l’expression  générale  du  temps  employé  à 
parcourir  un  arc  quelconque  de  l’orbite.  Pour  cela,  il  faut  recourir 
à la  formule  (4),  où  l’on  voit  que  le  temps  est  composé  de  deux 
parties  toujours  additives,  l'une,  fonction  de  p ou  de  4 » l’autre,  fonc- 
tion de  q ou  de  £.  Nous  allons  chercher  successivement  ces  deux 
parties. 

. dtf 

Désignant  la  première  par  r',  il  faudra,  dans  l’équation  = 

— (!  — p-)»  * *ulJS,*luer  le®  valeurs  trouvées  — c*sin*4)» 

— = » /(  - "Vy.  — - ; — et  on  aura  la  formule  à 
yP  y \mA  + mB/  y(i — c*  wn‘4) 

intégrer 

j, d4y/(i  — c*  »in‘4-) 

(l  -f"  nsin*  >{,)•  , 

, . • «.  1 , me 1 m — m'  n al/aam  //i — mm\ 

oui  on  a fait,  pour  abreger,«=— =— 

Soit  Z (4)  =j' A étant  mis  pour  \/(i  — c*sin*4),  on 
aura,  par  les  réductions  connues. 


3(.+«)  Z(4)  = 


nA  sin  4 cos  4 

i +n  sin‘4 


+ E(e,4)-(.+0F(c,4) 
4-  (a-f-n-f-Q  n ( n , c,  4). 


Lorsque  4 ==  ï7r>  l’intégrale  Z (4)  devenant  Z‘,  on  aura 
a(,+n)Z'=E1c-(i+0F'c4-(a-fn-t-0  n1  (n,  c). 


Soit  n = cot* A,  on  aura,  par  la  formule  de  l’art.  96,  I”  p. , 

^^[n’Cn,  c)— sin'AF’c^iir+CF’c— E’e)  F(i,  A)— F‘cE(i,  A> 
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Donc  en  faisant,  pour  abréger,  K=  j w-f»(F'c — E'c)  F (£,  A) — 
F'cE (b,  A),  on  aura 

Z ' = j sin*  A (E'c  + £•  sin*  A F 'c  -f-  - rY 

\ y m . sin  A / 


i/,i.  U résulte  de  ces  calculs,  que  pour  une  valeur  quelconque 
de  4>  on  aura  l'  ou 


t (4) = /(t??)  • * C4)  - w C4)  i 

cl  pour  la  valeur  déterminée  4==ï’r>  ( devenant  T',  on  aura 


Donc,  si  l’on  a -en  général  4-=l7r+4,>  I étant  un  entier  quelconque, 

* et  4'  un  arc  positif  ou  négatif  moindre  que  j-w,  la  valeur  corres- 
pondante de  t ou  ( (4)  sera 

:i'(4)  = aIU  + r'(4'), 

t'  (40  désignant  la  valeur  de  t'  qui  répond  à l’amplitude  40  et  qui 
est  du  même  signe  que  40  cette  quantité  sera  toujours  moindre 
que  T',  et  pourra  être  évaluée  avec  tel  degré  d’approximation  qu’on 
voudra,  par  les  formules  que  nous  avons  données  pour  cet  objet. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  t',  pour  une  amplitude  4 composée 
de  tant  de  circonférences  qu’on  voudra,  se  détermine  en  supposant 
connue  la  valeur  de  celle  quantité  pour  toute  amplitude  non  plus 
grande  que-’ Si  la  quanlitécsin4'est  assez  petite  pour  qu’on  puisse 
prendre  i — j c*  sin* 4'  pour  \/(i  — c*  sin* 4'))  valeur  de  ( (4') 

se  trouvera  très-simplement  par  la  formule  suivante,  où  l'on  a pris 

un  angle  auxiliaire  fi  tel  que  tang  fl  ==  ; 

t 

r'(4')=ïD  sin  A [fT— (—  jsin  afî  -f-(  i — je*)  sin* A (fl — jsin  afl)]. 

Ces  formules  supposent  le  temps  compte  depuis  4=0  ; mais  comme 
au  commencement  du  mouvemeut  on  a 4=s , il  faut  regardcrl’époque 
où4  = o comme  antérieure  à celle  où4"<>et  en  conséquence  re- 
trancher du  temps  trouvé  pour  une  valeur  quelconque  de  4 » 
quantité  constante  *'(«),  qu'on  déterminera  par  les  mêmes  formules. 
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>43.  Pour  avoir  l'autre  partie  du  temps,  il  faut,  dans  la  formule 

ï$ra  = (TTrï  • $ • subsliluer  1«  valeurs  9 = ± taug  1 Ç , ± = 

sfc*  v/GSÊ?)  • rc-^-ô’ ce  qui  donuera 

. oy/(io<).  y/(i  — mm')  r dÇ  nia*; 

V'CA+Bmm')  J [»  + i+(» — OcosÇpp'f» — »’sin*Ç)‘ 

Pour  obtenir  cette  intégrale,  il  faut  la  partager  en  deux  parties  t’-f-t'", 
dont  les  valeurs  serout,  en  faisant  a = cot*4»,  c = cot*>». 


TV a /fa  1 — mm  \ a //aa  1 — mm'\ 

Vr~~  4 V \â-  ‘ A ■+■  Dmm')  4Î  \ \m  ‘ T +TJ‘ 


(1  4-3»  — «sin'O^ï 


t DU(f),  U (Q  + , «10*0* 

jy  w^ç)  ^v(q=  a cos<>  cos  £ s‘pftC 


l 4-  » »ius0*  V^O — O* 


Soit  £ un  arc  moindre  que  tel  qu’on  ait  tang£  = pji — * 

ou  sin  £ = ■■  , ,.ln  * - , on  aura,  en  faisant  £*=  1 — x*, 

V V^(*  +»C03*t)  ' ’ 

W (0  = (Ç  -sia  ç cosÇ). 

(1  — C*  sin* 

Cette  quantité  est  nulle,  lorsque  £ est  un  multiple  de  ir\  elle  est  à 
son  maximum  positif  ou  négatif,  lorsque  Ç est  un  multiple  impair 
de  ; tt.  En  général , il  suffira  de  connaître  la  fonction  W (J)  depuis 
£ — o jusqu’à  Ç = jir,  ca»  on  iW(()  = W(-»f — f)  et  W(ir4-$5  = 

—w(0- 

i43.  Quant  à la  valeur  de  l’intégrale  U ou  U(Ç),  on  trouvera,  par 
les  formules  connues,  en  faisant  A = j/(i — x*  sin*Ç'), 


(,-G-  sin‘a)U(0  = - * E(x,  f)  + n(r,»,Ç). 
Soit  U1  la  valeur  de  U (£)  lorsque  Ç = i’»’»  on  aura 


(1—6*  sin*  ») U'  = — sin*  a E'x  -f-  II'  (r,  x). 
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D'ailleurs,  par  la  formule  du  n*  96, 1"  p.,  on  trouve 


2 

(i — 

«in  9 cos  9 


[ tl 1 (r,  x)  — sia*»  F'*]  = \7r  + (F'x  — E‘x)  F (S,  ti) 

— F'x  E(6,  n). 


Donc,  si  l'on  fait  pour  abréger,  H = j 7r  + (F'x  — E'x)  F(£,  »)  — 
F'x  E(6,  »),  on  aura 


(,  - f * sin*  »)  U'  = sin*  » (F'x  - E'x)  + 


144.  Cela  posé,  soit  Ç = Lt -|- f,  L étant  un  nombre  entier,  et 
Ç'  un  arc  positif  ou  négatif  moindre  que  {7t , on  aura  le  temps  cor- 
respondant C + i”,  par  les  formules 

<*  = D'[aLU'  + UO, 

— cosLtt.WCO- 

Soit  T*  la  valeur  de  C qui  répond  à Ç = j-ar,  savoir,  T*  = D'U', 
on  aura  plus  simplement 

t"=  aLT'"+D'U(0. 

:45.  Etant  donnée  la  valeur  £=Lir-f-Ç',  comme  dans  l’article 
précédent,  si  l'on  veut  avoir  le  temps  total  du  mouvement,  il  faudra 
chercher  la  -valeur  de  4 correspondante,  afin  d'en  déduire  la  pre- 
mière partie  du  temps  désignée  par  ( . Soit  donc , comme  ci-dessus  , 
4 = hv-l-4',  I étant  un  entier , et  4*  un  arc  < 4 ir  ; substituant  ces 
valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe  ÀF  (c,  4)  — ÆF (c,  t)  — F (x,  £), 
on  aura 

.1  , F(r>4')_aIJF'.  + F(.>0-MF*r,,) 

31  + ~F~ W v • 

Le  second  membre  étant  un  nombre  connu,  on  connaîtra  l’entier 
pair  al,  qui  en  approche  le  plus;  on  connaîtra  en  même  temps  la 

valeur  et  le  signe  de  la  partie  —£7^;  ainsi,  il  ne  restera  à résoudre 

que  l’équation  F(c,  40  — A F'e,  dans  laquelle  JF  sera  un  nornbrè 
donné  plus  petit  que  l’unité.  Or,  celle  équation  peut  être  résolue  avec 
tel  degré  de  précision  qu’on  voudra , par  la  méthode  du  n*  C7 , 1"  p. 

- 146. 
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i46.  Ayant  donc  à la  fois  4 = I7r+4' > Ltf + £’>  on  trou- 

vera, par  les  formules  précédentes,  les  différentes  parties  du  temps, 
savoir  : 

t — alT'  + t'(40, 

<*  = aLT'-f-  l’(C), 

/'=  — D'  cosLir.  W(t), 

où  il  faut  observer  que  les  fonctions  t' (4'),  <*(0>  W ('£'),  prennent 
le  même  signe  que  les  variables  4’  et  dont  elles  dépendent.  De  là 
résulte  le  temps  cherché 

t — ?IT'+  aLT'+  f(4')  4-  /*(Ç')  — D' cos  Lir . W(0  — ^(0- 

*47-  S*  l °n  fait  ^=îN7r,  ou  si  l’on  suppose  que  le  corps  a achevé 
un  nombro  N de  révolutions,  on  aura  L = aN,  Ç—o,  ce  qui  donnera 

t = alT'  4-  4NT"-t-  /'  (4')  — ( (t). 


Mais  dans  ce  même  cas  on  a al-f-  F ^ — ^Nr  * + /,F^r’  *È  <jonc 

kF'r  ’ 


‘ =4n(t-+  E£) + - !%J2)  +r(+î  _ <■(,). 

Désignons  par  r la  durée  moyenne  d’une  révolution  n0Us  aurons 

t = 4T"4-4T'  - - --  + T fF(V|  0 £{0\.  T'  F<f.4-')V 

* -t-4*  . kir,c-t-  N ^ F.c  — v f— A 


or,  les  quantités  ^ sont  plus  petites  que  deux  unités,  et 

presqu'égales  entr’elles;  de  même  les  quantités  -ft-,  — sont 

plus  petites  que  l’unité,  et  presqu 'égales  entr’elles;  donc  le  temps 
moyen  d’une  révolution  approchera  de  plus  en  plus  d’être  égal  à la 
F** 

limite  4T"  + 4T'.  Il  sera  exactement  égal  à cette  limite,  lorsque 
AF*c  • » 

p — sera  rationnel,  et  que  le  temps  comprendra  une  ou  plusieurs 
périodes  entières. 


148.  Supposons  maintenant  qu’on  veuille  résoudre  le  problème 
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inverse,  qui  consiste  à déterminer  la  position  du  corps  au  bout  d'un 
temps  donne'  ET  aussi  grand  qu’on  voudra.  On  prendra,  comme  dans 

F1* 

l'article  précédent,  la  limite  t = 4T*-J-4T'.  et  parce  que  le 

quotient  — doit  indiquer  à très-peu  près  le  nombre  de  révolutions 
faites  dans  le  temps  ü,  on  pourra  prendre  pour  première  hypothèse 
£=2 t.  y,  et  on  calculera  la  valeur  correspondante  de  t. 

Soit  cette  valeur  /=£•+-</,  la  différence  d fera  connaître  par 
son  signe  le  sens  dans  lequel  la  première  valeur  de  Ç doit  être  rec- 
tifiée ; et  comme  un  temps  d répond  à peu  près  à une  partie  — de 

révolution,  il  est  clair  qu’ou  devra  prendre  pour  seconde  hypothèse 

„ C— d 

Ç = 2 TT.  - . 

r 

Avec  cette  valeur,  on  calculera  le  temps  correspondant,  lequel 
sera  exprimé  par  E + d,  d étant  une  quantité  beaucoup  plus  petite 

que  d.  Désignant  donc  par  £,  la  valeur  prise  pour  Ç dans  la  seconde 

et 

hypothèse,  on  aura  la  valeur  corrigée  Ç = — a-rr  . —,  laquelle 

devra  suffire  pour  la  solution  du  problème,  à moins  qu’on  ne  veuille 
obteuir  une  approximation  encore  plus  grande,  en  ayant  recours  à 
une  troisième  hypothèse. 

• 

Des  coiubes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  I. 

i49-  Si  l’on  fait  F(c,  4) — F(c,  e)  = F(c,  z),  ou  simplement 
F 4 — Ft=Fz,  l’équation  de  l’orbite  se  réduit,  en  général,  à la  forme 

*F(c,s)  = F(*,0; 

et  pour  construire  la  courbe,  on  aura  toujours  les  équations... 

— c*  sin*4),  9—^  ,angï£>  mai*  «1  faudra  exprimer  p 
en  fonction  de  z,  ce  qui  se  fera  en  tirantde  l’équation  F4 — F£=Fz, 
la  valeur  de  \/(i  — e*  sin*4),  ou  A (4)  j par  les  formules  du  n*  «8, 
I"  p. , on  aura  ainsi 

J>  A (i)  A (t)  — c*  sin  « co»  i » in  z cos  z. 

y m i — c*  ain*i  sin* l 
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1 jo.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  comment  on  peut  trouver 
• tant  de  courbes  algébriques  qu’on  voudra  qui  satisfassent  à l’équation 
À'F(c,  s)  = F(x,  4).  Ces  courbes  auront  ge’néralement  la  propriété 
de  rentrer  sur  elles-mêmes,  après  une  période  composée  d'un  certain 
nombre  de  révolutions  ; de  sorte  qu’il  suffira  de  calculer  le  mouve- 
ment du  corps  pendant  une  seule  période,  pour  connaître  et  déter- 
miner le  mouvement  au  bout  du  temps  quelconque. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  si  l’orbite  rentre  sur  elle-même 
après  un  certain  nombre  de  révolutions,  la  quantité  p™  doit  cire 
rationnelle.  Cette  condition  aura  donc  lieu  généralement  dans  toutes 
les  courbes  algébriques  que  nous  allons  détermiuer  ; mais  elle 
pourrait  avoir  lieu  aussi  dans  une  infinité  d'autres  courtes  qui  ne 
seraient  pas  algébriques. 

Ce  n’èst  que  par  des  suppositions  particulières  sur  la  valeur  de  la 
vitesse  initiale,  on  sur  celle  de  quelque%-unes  des  autres  données 
du  problème,  qu’on  parvient  à obtenir  des  courbes  algébriques; 
mais  les  résultats  de  ce  genre  ont  encore  une  telle  généralité,  que 
non-seulement  le  nombre  des  courbes  algébriques  qui  peuvent  satis- 
faire au  problème  dans  le  seul  cas  I est  infini , mais  que  l’on  peut 
former  une  infinité  de  systèmes  diflérens  qui  y satisferont  également, 
et  dont  chacun  comprendra  un  nombre  infini  de  courbes  algé- 
briques des  formes  les  plus  variées  et  les  plus  bizarres. 

i5i.  Soit  d'abord  x=c,  et  k ou  «/ - , - étant  une 

V \ 1 — aC V e e 

fraction  rationnelle;  on  aura,  en  supposant  i > 2e, 


et  l’équation  AF  (c,  z)  = F (x,  4)  deviendra  iF (c,  s)  = eF (c,  Ç) , ou 
simplement  iFz  = «FJ,  c étant  le  module  commun  à ces  deux 
fonctions.  . 

Par  les  propriétés  connues  des  fonctions  F,  on  pourra  toujours 
remplacer  l’équation  transcendante  iF(e,  s)  = <?F  (x,£) , par  une 
équation  algébrique  équivalente  ; et  si  l’on  combine  cette  équation 
avec  les  valeurs  de  x et  j exprimées  en  fonctions  de  p et  q , qui  elles- 
mêmes  s’expriment  trigouomctriquemenl  au  moyen  des  arcs  z et  4 » 
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on  aura  l'équation  cherchée  de  la  trajectoire.  Mais  il  sera  toujours 
plus  simple  de  ne  point  faire  d'élimination,  et  de  construire  la  courbe 
par  le  moyen  de  l’équation  À*F  (c,  s)  = F(x,  f),  qui  fera  connaître 
tant  de  valeurs  correspondantes  qu'on  voudra  des  variables  t et  Ç, 
et  par  conséquent  tant  de  points  qu'on  voudra  de  cette  courbe. 


i5a.  En  donnant  à ‘e  une  valeur  rationnelle  quelconque,  plus  grande 
que  deux  unités,  on  connaîtra  la  valeur  du  module  c qui  détermine 
entièrement  l’équation  iF:=rFÇ;  et  comme  la  quantité  se  réduit, 
dans  ce  cas,  à il  s’ensuit  que  l’orbite  rentrera  sur  elle-même  après  * 
un  nombre  « de  révolutions,  ou  - , selon  que  i est  impair  ou  pair. 

Etant  donnée  la  fraction  rationnelle  > a,  d’où  l’on  déduit  la  va- 
leur du  module  c;  étant  «données  également  les  forces  A et  D,  on 
seulement  leur  rapport  les  valeurs  de  m et  m'  ne  sont  plus  arbi- 


traires. En  effet,  les  formules  du  cas  I donnent  ni—  m(t  — c')= rnb', 

sinïô  = x=e,  cosfl=i — ac*;  substituant  ces  valeurs  dans  les 

, . . Amm'  + B a (m4.m')(A+B)  , . 

équations  «*=  ÏT5SS>,  ™ cosô  = — : T— et  éliminant 

a f on  aura  j pour  déterminer  m , l'équation 

m i — ftc*  a 

i — A1'// 1*  cl/(c*-f-  îtfA*)  * A-f  B * 

Connaissant  m et  m'y  les  équations  du  n°  78  donneront  cette  relation 
entre  les  données  m9  cl  p,  à l’origine  du  mouvement. 


, A-fBmm'  (1  — m8)1 

tailg  n a + B ■ (m  — m”)  — 


Cette  équation  détermine  l’angle  /x,  d’après  la  valeur  connue  de  m’, 
comprise  entre  m et  m',  ou  d’après  la  position  donnée  du  point  A, 
entre  les  points  E et  D,  connus  par  les  valeurs  de  m et  de  ni.  Elle 
servirait  également  à déterminer  m"  par  le  moyen  de  ftt  ce  qu’on 
ferait  par  les  formules 


— m”  /1  — m\  . 

■— m'  ==  \T— mv  ‘ tanS  Xr 


sin  2X  = 


ncotp  y/[(i  — m)  (1  — m')  (A 
(m— m')  V/ (A-f  B J 
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X étant  une  auxiliaire  qui  exige  que  cotf*  ne  passe  pas  la  limite 
d’où  résulte  sin  ax  — 1 , et  tang  % = 1 • 

Dans  les  deux  cas,  la  vitesse  initiale  nécessaire  pour  que  la  courbe 
dont  il  s'agit  soit  décrite,  est  donnée  par  l'équation 

, m*  A + Iimm' 

v fl  V • . oV,  ■ 1 / • 

* (i  — m0)*  1 — m/n 

1 53.  Soit,  par  exemple,  i= 4 , e=  1 , on  aura  e*= J,  i*=  |,  et 
la  courbe  qui  a pour  équation  4F(3)  = F(Ç)  rentrera  sur  elle-même 
après  deux  révolutions  ; dans  ce  cas,  m devra  satisfaire  à l'équation 

m t/(385) t/(AB) 

5 — 3m'  A -f-  U * 

Pour  avoir  une  idée  de  la  figure  de  celte  courbe  dans  le  cas  le  plus  Fig.  ai. 
simple,  supposons  m°=m,  aliu  qu’on  ait  é = o,  et  z = 4 ; le  point  E 
sera  l'origine  du  mouvement,  et  sera  en  même  temps  une  apside 
supérieure.  Pour  avoir  le  premier  point  B'  où  la  courbe  rencontre 
sou  axe,  il  faudra  faire  f=ir,  ce  qui  doune  F->{.  = ïF'c,  6iu->{.= 

m{\ — c*sin*4)='né=^r,d’où  résulte  GB'— ; 

' rB  l — mb 

La  seconde  intersection  A1  se  trouvera  en  faisant  aff,  ce  qui 
donne  p%—mb'=.m'-,  ainsi  le  point  A',  qui  se  confond 

avec  le  point  D,  est  en  même  temps  une  apside  inférieure.  De  là  le 
corps  retourne  an  nœud  B,  puis  au  point  E,  où  s'aebève  la  période 
entière  de  deux  révolutions.  Au  reste,  le  point  D ou  A1  partageant 
l'orbite  en  deux  parties  égales  et  semblables  , il  est  visible  que  toutes 
les  révolutions  du  corps  seront  d'une  égale  durée. 

i54-  Prenons  encore  pour  exemple  les  valeurs  i—  5,  e=i,  d’où 
résulte  <:*=■&,  = ; la  courbe  aura  pour  équation  5F(s)  = F(£), 

et  elle  rentrera  sur  elle-même  après  trois  révolutions.  Dans  ce  cas, 
la  valeur  de  m devra  satisfaire  à l'équation, 

4m'/ jo  y/(AH) 

18—  nm'  A + B’ 

Par  exemple,  si  l’on  fait  ^ on  aura  ,?i— rr>  et  ni—  mè*=j. 
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Fig.  11.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  m'=m , afin  que  E soit  en- 
core le  premier  point  de  la  courbe , et  qu'on  ait  s = * 

piz=m(i  — c*sin*4)«  Le  premier  point  d’intersection  B'  delà 
courbe  avec  l'axe  sc  trouvera  en  faisant  £ = ■<{.  — y’»  et  déter- 
minant y'  par  l’équation  F y'  — |F  ‘c,  ce  qui  donnera 

p'  =m(i—  c*siu‘>')  = 

Le  second  point  d’intersection  A’  se  trouvera  en  faisant  £=a tt, 
4=>",  ce  qui  donnera  Fy''=  I F’c=  aFy',  ensuite 

p'  = ™(t  —c'sm'y")  = çp. 

Enfin  soit  £ = 3 ?r,  on  aura  Fy'"  = 3F'c,  y'"  =.i r, 

et  par  conséquent  p‘e=:m;  ainsi  le  troisième  point  d'intersection  B* 
sc  confond  avec  le  point  L,  autre  extrémité  du  grand  axe  EL  de 
l’ellipse  terminatrice,  et  ce  point  sera  par  couséqucnt  une  apside 
supérieure. 

Le  point  L où  le  corps  achève  sa  troisième  demi-révolution  est 
visiblement  le  milieu  de  l'orbite  entière,  composée  de  trois  révo- 
lutions, après  lesquelles  le  corps,  revenu  au  point  E,  commence 
une  nouvelle  période  de  trois  révolutions,  et  ainsi  à l'infini. 

On  voit  que  la  courbe  aura  deux  nœuds  ou  points  doubles  situés 
en  B'  et  A',  et  deux  apsides  supérieures  situées  aux  extrémités 
E,  L du  grand  axe  de  l'ellipse  termftiatrice;  quant  aux  apsides 
inférieures,  il  y en  a egalement  deux,  I*  et  I*,  qu’on  déterminera 
en  faisant  successivement  •>},=  ■£ tt  et  •\,  = ^7r;  soient  X'  et  X'" 
les  valeurs  correspondantes  de  J,  on  aura,  pour  déterminer  X'  et  X'", 
les  équations  Fx'r=5F'c,  Fx'"  = gF'c,  d’où  résultent  X'  = j*', 
X"'=  ; ainsi  le  point  I’,  situé  au-dessous  de  l'axe  EFG,  6era  dé- 

terminé par  les  valeurs  p‘  = m',  <]  — tang \yr  — — p-,  et  le 
point  I*  sera  placé  semblablement  au-dessus  du  même  axe. 

i55.  La  supposition  de  x=enous  a fait  connaître  un  système 
de  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  I;  on 
trouvera  également  d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques,  en 
tel  nombre  qu’on  voudra  , par  les  suppositions  x = c°,  c“,  c*“,  etc. , 
cette  suite  étant  formée  suivant  la  loi  connue  des  modules  décroissans. 
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, Soit  d’abord  x = c°,  on  aura  F (c,  z)  = F (c*,  s“) , cl  par 

conséquent  s*)  = F(x,  £)  = F(c*, £).  Mais  on  a 

= donc  A'(^)=  \/(r=rê)-  Soil  celte  <iuaQ- 

tité  on  aura 

e 


et  l’équation  de  la  courbe  deviendra  iF  (**)  = eF (Ç) , le  module 
commun  à ces  fonctions  étant  c°. 

Les  nombres  i et  e étant  entiers,  et  i><?,  il  y aura  toujours 
une  équation  algébrique  qui  représentera  cette  équation  transcen- 
dante. D’ailleurs,  entre  s*  et  s on  a l’équation 

sin  (as  — *•)  = c°  sinz*. 

Ainsi  en  y joignant  les  valeurs  de  p et  q de  l’art.  i^Q , on  aura 
tous  les  moyens  pour  construire  la  courbe  et  pour  en  trouver,  si 
l’on  veut , l’équation  rapportée  aux  coordonnées  x et  y. 

Et  comme  la  quantité  se  réduit,  dans  ce  cas,  à , 

ou  on  voit  qu’il  faudra  i révolutions  pour  que  la  courbe  rentre 
jur  elle-même. 

1 56.  Étant  données  la  valeur  de ->  i et  celle  de  —,  les  valeurs 

de  m et  ni  ne  sont  plus  arbitraires.  En  efTcl,  les  formules  du 
cas  I donnent  m'  = mb',  sin  i 6 =s  x,  cos  S = i — ax*,  .... 
4cos*fi(A-f-B/w/n')  (Awwi'-f-B)  ±=  (m-f-m')*(  A-f-B)*j  de  là  on  dé- 
duit, en  faisant  6*=i — x*, 

4mm’  _ AB  C<  (i  — a.M* 

(x— m'm)*- (A  + B)*’  «'(»+«*)  * 

Connaissant  mm',  on  aura  m = ^ V mm'  et  m'  = En- 

suite on  aura,  comme  dans  l’art.  i5a,  une  relation  entre  rn‘  et  n, 
qui  laisse  une  de  ces  quantités  arbitraires,  et  d’où  l’on  déduit 
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enfin  la  vitesse  nécessaire  pour  que  la  courbe  dont  il  s’agit  soit 

décrite.  ' 

157.  Soit,  par  exemple,  i = a,  e=zi;  on  aura  c**=x*=j, 
£*=•§,  c’  = a^/3(a — p<3),  b = 2 — j/3,  et  la  valeur  de  mm' 
devra  être  déduite  de  l'équation 

35  mm'  _ .A  lî 

(T  — mm' 

Si  l’on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  E,  où 
px  z=m,  est  l’origine  du  mouvement,  on  aura  3 = 4»  l’équation 
de  la  courbe  sera  aF4°  = F£,  le  module  commun  étant  x=ÿ  j; 
de  plus  on  aura , pour  construire  la  courbe  , les  équations 

sin(a4  — 4*)  = * siu4*>  = — c*sin*4)»  7 = tang  s C- 

D’après  ces  équations  , on  trouvera  que  la  courbe  rentre  sur  elle- 
même  après  deux  révolutions , et  qu’elle  est  d'une  forme  analogue 
à celle  de  la  figure  ai. 

158.  Pour  avoir  un  troisième  système  de  courbes  algébriques, 

soit  x = c°”,  on  aura  F(c,  z)  = — • ‘ ' F ( c ",  s"),  et  l'équa- 

tion de  la  courbe  deviendra 

A-.i±£:.L±£:F(*,3-)=FCx,o. 

On  a déjà  trouvé  ==y/Yldl£J^.  multipliant  de  part  et 

d'autre  par  - ou  —7—,  et  observant  que  c • = , on  aura 


1 +c»  i+cM  _ i . /fi  + 

a * a • V's  I — 2»*  y 


Soit  cette  quantité  = , afin  qu’on  ait  l’équation  de  la  courbe 

iF  (a")  = t'F  (Ç) , x étant  le  module  commun  à ces  fonctions, 
on  aura 


— 3e»  -f  a'/(2e‘—  «V  + 8/') 

— e*  + 8‘* 


On 
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On  voit,  par  celte  formule,  que  toute  valeur  rationnelle  de  ~ plus 

grande  que  j,  donnera  une  valeur  de  * comprise  entre  o et  y/\, 
et  qn’ainsi  on  aura  une  courbe  algdbrique  qui  satisfera  au  problème, 
en  laissant  encore  arbitraires,  tant  le  rapport  de  A à B,  que  l'une 
des  deux  quantité*  m°  et  y relatives  à l’état  initial  du  corps.  Cette 
courbe  rentrera  sur  elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  qui 

peut  être  déterminé  par  la  quantité  et  comme  on  a F'c  = 

(i-4-c“)(i-j-c,°)F‘x,  cette  quantitc=~(i  -f-c“)  (i + £•“)  = j.  Donc 

le  nombre  de  ces  révolutions  sera  ai  ou  i,  selon  que  e est  impair 
ou  pair. 

On  aura  d’ailleurs , pour  construire  la  courbe , les  valeurs  de 
p et  q,  comme  dans  l’art.  149,  et  de  plus  les  équations 

sin  (a:  — s*  ) = c^sin  s”, 
sin  (az“ — z**)  = xsina". 

i5g.  Nous  remarquerons  enfin  que  la  suite  des  modules  décrois- 
sans  c , c°,  c°‘,  etc.,  étant  liée  par  une  même  loi  à la  suite  des 
modules  croissons  c,  c',  c",  etc.,  on  pourra  obtenir  une  infinité, 
de  combinaisons  nouvelles,  en  faisant  x égal  à l’un  des  termes 
c',  e1',  etc. , et  chaque  supposition  donnera  naissance  à une  série 
infinie  de  courbes  algébriques  qui  satisferont  toutes  aux  formules 
du  cas  I. 

Soit,  par  exemple,  x — c';  puisqu’on  a F(c,  2)  = F(c',  3'), 

l’équation  ÆF  (e,  z)  = F (x,  f)  deviendra  F (s')  = F (Ç-) , c'  étant 

le  module  commun.  Soit  ou  - 1 /(- — 2£!^=î.  si  )’on  sul,_ 

atitue  dans  celte  équation  la  valeur  x — il  en  résultera 

_ 3i*  — a v/(  a/1  + 2 c*i*  -t-  3 ae*  ) 

C ’ i*  + 8e*  ' 

formule  qui  donnera  c<3  — ay/î,  pourvu  qu’on  ait  i>  4e;  on 
connaîtra  ensuite  xpar  sa  valeur  ’ et  son  complément  ê=y/(i — x'). 

55 
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Cela  posé,  la  courbe  décrite  aura  pour  équation  eF(Ç), 

x étant  le  module  commun  ; on  aura  en  même  temps  l'équation 
tang(s—  z')  = £ langz,  à laquelle  <m  joindra  les  valeurs  de  p et  q 
données  art.  149. 

Quant  au  nombre  de  révolutions  qui  compose  chaque  période,  il 
se  déterminera  par  la  quantité  yij»  qui  se  réduit  à ce  nombre 
sera  donc  i,  ou  ^ i,  selon  que  i sera  de  la  forme  an-f-  i,  4«-fa 

OU  4 «• 


1G0.  Il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  nos  recherches  sur  les 
courbes  algébriques  qui  peuvent  satisfaire  aux  formules  du  cas  I ; il 
y en  a,  comme  on  voit,  une  infinité  dans  chaque  système,  et  le 
nombre  de  ces  systèmes  peut  être  multiplié  à l’infini.  D’ailleurs, 
j’observe  que  les  courbes  ainsi  déterminées  sont  différentes  de  celles 
qu’Eulcr  a indiquées  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1760, 
celles-ci  étant  toutes  rapportées  à des  fonctions  dont  le  modulc:=v/ j. 
Or,  dans  les  formules  du  cas  I,  on  ne  peut  jamais  avoir  x‘=j, 
puisque  cette  valeur  rendrait  le  coefficient  k infini. 


Du  cas  particuhet  où  l’on  a ni'  = o. 


j6i.  L’hypothèse  rnf—o  réduit  l’ellipse  p'=.m'  à son  grand  axe FG; 
on  a alors  c=  1 , et  l’équation  de  la  courbe  devient  AF(i,z)  = F(x,£), 

ou  j = F(x,  £);  ainsi,  on  ne  peut  avoir  z = -%K  que 

lorsque  Ç est  infini,  ou  lorsque  le  corps  a fait  une  infinité  de  révo- 
lutions autour  de  l’ellipse  infiniment  petite  FG. 

Fig.  a3.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  E soit  l’ori- 
gine du  mouvement,  ou  aura  e=.o,  s = 4',  p = ÿtn  . cos  4, 

q = ^ laDgi  £•  Four  avoir  le  point  B‘,  premier  point  d’intersection 
de  la  courbe  avec  son  axe,  il  faut  faire  £=w,  ■ ^ = y',  et  y'  sera 
déterminé  par  l’équation  log  ^ ^ F’x;  soit  n = ^—  , 
aura  sinj.'=  ce  qui  donnera  p*=m  cos*  y'=  . 

Le  second  point  d’intersection  A1  qui  termine  la  première  réyo- 


on 
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Iution,  sc  trouvera  en  faisant  £ = 27r,  4 = 7">  et  >"  sera  déterminé 
par  l'équation  log  ^ \ ^ = an , d’où  l’on  déduit  siu  y"  = 


r’* — i 
«*-+*i* 


p’=mcos * 


Le  troisième  point  d'intersection  B*  sc  trouvera  de  même  en  fai- 
sant  £=3' ar,  4 = ce  4U*  donnera  sia  7"'  = -,  ensuite 

*co-7w=£. 


En  continuant  ainsi,  on  voit  que  les  termes  y'r  y",  y",  y'’’,  etc., 
croissent  de  plus  en  plus,  jusqu’à  la  limite  {yr,  qu’ils  n’atteignent 
cependant  que  lorsque  leur  nombre  est  devenu  infini.  Il  suit  de  là 
que  les  points  d’intersection  B',  B*,  B1,  etc.,  se  rapprochent  conti- 
nuellement du  foyer  G,  et  finissent  par  se  confondre  avec  ce  foyer. 
De  même  les  points  d'intersection  A',  A’,  À*',  etc.,  se  rapprochent 
progressivement  du  foyer  F,  et  finissent  par  se  confondre  avec  lui. 
Ainsi,  le  corps  parti  du  point  E , suivant  une  direction  perpendicu- 
laire à l’axe  EL,  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  de  Fellipse 
infiniment  petite  FG,  lesquelles  format  autant  de  spires  qui  se 
resserrent  de  plus  en  plus  en  s’approchant  de  FG  ; et  le  corps  finit 
par  coïncider  avec  l’un  des  centres  F et  G.  On  trouvera  d’ailleurs, 
par  la  formule  de  l’art.  «47,  qu’à  mesure  que  les  spires  se  res- 
serrent, le  temps  de  chaque  révolution  approche  de  plus  en  plus  de 
la  limite  4T". 


Développement  du  cas  II. 


1Q2.  Les  formules  générales  du  cas  II  ne  diffèrent  de  celles  du 
cas  1 que  par  les  valeurs  des  constantes  nécessaires  pour  construire 
la  courbe,  et  par  la  valeur  de  y,  dans  laquelle  est  remplacé 
par  Ç;  changemens  qui  n'apportent  qu’une  modification  très-légère 
dans  les  formules  qui  servent  à déterminer  les  intersections  succes- 
sives de  la  courbe  avec  l'axe  et  ses  apsides  tant  supérieures  qu’in- 
férieures. Du  reste,  le  caractère  essentiel  du  premier  système,  qui 
comprend  les  cas  I et  II,  est  que  la  courbe  décrite  parle  corps  soit 
comprise  dans  l’espace  que  laissent  entr’eux  les  périmètres  des  deux 
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ellipses  p‘  = m,  p‘  = m',  dont  les  centres  F et  G sont  les  foyers.  La 
courbe  fera  une  infinité  de  révolutions  dans  cet  espace;  et  ces  révo- 
lutions seront  toutes  différentes  les  unes  des  autres,  si  la  quantité 

est  irrationnelle  ; mais  elle  rentrera  sur  elle-même  après  un 
certain  nombre  de  révolutions , si  y—  est  rationnelle,  condition  qui 


est  toujours  remplie,  lorsque  l'orbite  est  une  courbe  algébrique. 

Si  l’on  a y--  = étant  une  quantité  rationnelle,  le  nombre  des 

révolutions  après  lesquelles  la  courbe  rentre  sur  elle-même  sera  égal 
à i;  et  il  suffira  de  connaître  le  mouvement  du  corps  pendant  une 
période  de  i révolutions,  puisque  celle  période  se  renouvellera  sans 
cesse  en  restant  toujours  semblable  à elle-même. 


iG3.  Si  l’on  veut  déterminer  le  temps  du  mouvement,  il  faut 
d’abord  observer  que  la  première  partie , désignée  par  t',  se  trouvera  , 
ainsi  que  T',  par  les  mêmes  formules  que  dans  l’art.  >4i»  puisque 
p * est  représenté  dans  les  deux  cas  par  la  même  valeur  /n(i — c*sinV|.). 
On  aura  soin  également  de  retrancher  du  résultat  la  quantité  cons- 
tante /'(<),  lorsque  « ne  sera  pas  zéro;  et  comme  le  cas  du  corol- 
laire 11  se-déduit  des  formules  générales  en  faisant  ( = £«,  il  con- 
viendra, pour  plus  d'uniformité,  de  calculer  le  temps  par  les  formules 
de  l’art.  1 4 * » et  de  retrancher  du  résultat  la  constante  t'  (-■*)  ouT', 
ce  qui  suppose  l’équation  de  la  courbe  iF (c,  ■vJ.) — iF‘c=F(x, £), 
et  en  même  temps p‘=m(i—c‘  sin’ •>}.).  Cette  observation  s'applique 
également  aux  formules  des  cas  I et  11. 


iG4-  Pour  avoir  l’autre  partie  du  temps  désignée  par  t",  il  faut, 
^ » saluer  les  valeurs.:.. 

t . ..  dq  i dl 

— ./!•  m û\  * 777 V"!_rr7»  on  aura,  en  fai- 

— *“)  v(. 1 — * ‘«111*0  ’ 


dans  l’équation 


sant  f 


i — mm  \ 

À -f-  Bmm7  * 


=i—D'=V(“-r 

/i Tyvy/ï  \f(r\ C (»+»)<%  »■"*  Ç cps*ç 

t W —J  (i  + ,nn*OVO—’«VÇ>‘ 
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Or,  parles  réduction  connues  on  a,  en  faisant  A=y/(i — x’sin*£), 

î^v(0_(.+.+i)»(.,..  0_^ÿ-(.+i)F(.,o-E(..o. 

Soit  T"  ce  que  devient  t"  lorsque  Ç=j-Àr,  on  aura  T"  = D'V’,  et 

y = (a +,+**)  IP  (r , *)  - (1  + ’l) F'x  - E-*. 

Quant  à la  valeur  de  IP(r,  x),  elle  s'exprimera  toujours  par  les 
fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce;  mais 
la  formule  sera  différente,  selon  que  a.  sera  plus  petit  ou  plus 
grand  que  l’unité. 

i65.  Par  les  formules  du  tableau,  on  trouve 

t (B  — A)(l  — mm)  (i  — «)(l—  •') (1— m;Q  — m')  _ 

A + B mm'  * * + •»'  1 + nun'  * 

d'où  il  suit  que  et  et  a'  sont  tous  deux  plus  petits  que  l’unité,  si 
l’on  a A >B;  et  tous  deux  plus  grands  que  l'unité,  si  l'on  a A< B. 

Soit  d’abord  A > B,  et  par  conséquent  a,  < i , on  pourra  faire 
a = sin*x,  ce  qui  donnera  r=cot*>i;  ensuite,  par  l'application 
de  la  formule  du  n*  g6,  Ite  p. , on  trouvera 

f 4^-îI  n,f»,x)=sH  + --A(É,  x).F'x, 

l H=i«  + (F‘x  — E‘x)F(S,  x)~F'xE(e,  *)} 


d'où  résulte 


T"  — yi'?'  ( ~ \ H+  ff*sin*itF*x — E’x\ 

a co*>(  i — F*  sur  *)  \ sin  « cos  y 

166.  En  second  lieu,  soit  A<B,  et  pal1  conséquent  et>  1 , il 
faudra  faire  r = ^ — 1 = — 1 -f-  £*  sin*  s,  ce  qui  donnera 
sin*x  =^-  = et  la  valeur  de  x sera  réelle,  puisqu’on  a *’>  1. 
.Ensuite  la  formule  du  n*  101,  I”p.,  donnera 

-ScTÔ”  tn  (F»  *)  F‘x]  s=H, 

II  étant  la  même  quantité  que  dans  l'art,  précédent,  et  de  là 
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D'  âin*  ir 


i — C*sii|4  n 

aco**  n ( i—  £*  »in*  V^in  * cos  * A^C,  *) 


G 


H -+•  ^‘sin’itF'x  — E'x). 


Il  est  remarquable  que  la  valeur  de  T"  soit  la  même  lorsqu'on 
fait  r= — i -f-  £‘  sin*x,  que  lorsqu’on  fait  r=col*»;  d’où  résulte 
le  théorème  suivant  : 

« Si  l’on  prend  entreles  limites  p=o,  <p  = les  deux  intégrales 


' ^ J ( I +miu’j)'t/  (i  — c'sip'f)  1 


v«=/i 7 


( i -f-O  dç  sin*#  cos*# 
4-n'sin,e)‘  V/j^ — t’.-in'ÿj  ’ 


» dans  lesquelles  n = col*0,  «'  = — i-f-i*sin*9,  ces  deux  in- 
» tégralcs  seront  égales  à une  même  quantité. 


V = ~S7T-r;  0 Z^rArT, 11  + 6’sin -fl  F'c  — E'^  , 

acos^A’^o,#)  \&m  # cos  IA  (Jb , I)  1 / ’ 


» dans  laquelle  II  = i7T+(F'c  — E'c)F(4,fi) — F'c.E(£,  0). » 

Au  reste,  l’égalité  de  ces  intégrales  se  déduirait  immédiatement 
de  la  formule  (g'),  pag.  7?,  I"  p. , en  différenciant  les  deux 
membres  par  rapport  aux  paramètres  n cl  — ni,  liés  entr’eux  par 
l’équation  (1  +«)(> — m)  = A*. 

167.  Supposons  maintenant  qu’après  tant  de  révolutions  qu’on 
voudra,  le  corps  se  trouve  en  uu  point  de  l’orbite,  déterminé,  à 
compter  de  l’origine,  par  les  arcs  Ç — Lir -f- 

I et  L étant  des  entiers,  et  4'»  C des  arcs  positifs  ou  négatifs 
moindres  que  ~7r.  Les  parties  du  temps  correspondantes  à ces 
valeurs  seront 

/'(4)  = aiT'  -1- 1'(4'), 

'KO  = ^LT''+  f'COi 


ce  qui  donne  le  temps  total 

t = alT'  + aLT”  + t'(4')  + t"(C)  - «'(*)  , 

formule  dans  laquelle  les  termes  t'( 4'),  t"(Ç ')  prendront  le  même 
signe  que  les  arcs  4'»  C>  dout  ils  dépendent. 


168.  D’après  l’équation  de  la  courbe  AE(e,  4)  — AF(c,  ê)=E(*,  J), 
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F'c 


AF'c 


équation  qui  servira  à ■déterminer  I et  4/»  par  Je  moyen  des  va- 
leur|  données  de  L et  £%  et  réciproquement. 

Lorsque  Je  corps  aura  achevé  un  nombre  L de  révolutions , on 
aura  £ = Lit , £'=o;  et  si  l'on  fait  F(c,  4/)  = A'F'c,  1 et  AJ  étant 
déterminées  par  l’équation 

-1  , u aLF'«  + AF(c,  1) 

+ * = Wï •* 

le  temps  correspondait  sera 

r = aLT"+aLT'.  <'(4'')~*'(0 


— T'AJ  + T 


, F(c,0 
F‘c  ' 


Donc,  si  l’on  appelle  t le  temps  moyen  d’une  de  ces  L révolutions, 
on  aura  , . , 


t=3T''4-2T'. 


‘‘U') 

r 


*)-« 


no 

X' 


F(r.  0\ 

F‘c  / 


Les  deux  derniers  termes  de  cette  formule,  déjà  très-petits,  puisqu’ils 
sont  la  différence  de  deux  quantités  presqu’égales , diminueront  de 
plus  en  plus  à mesure  que  le  nombre  L des  révolutions  augmentera; 
ainsi  la  valeur  de  r approchera  de  plus  en  plus  de  la  limite 

aT"-J-  aT'.  Elle  sera  exactement  égale  à cette  limite,  si  l’orbite 

. AF’c 

est  rentrante  sur  elle-même,  ou  si  est  égale  à un  nombre  ra- 
tionnel et  si  le  temps  total  embrasse  un  nombre  entier  de  pé- 
riodes. Alors  on  a le  temps  moyen  d’une  révolution 


T 


ae 

i 


T, 


et  le  temps  d’une  période  composée  de  i révolutions  sera  3iT"-f-3eT'. 
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Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  fommles  du  cas  II. 


169.  En  faisant  usage  des  mêmes  formules  que  dans  l'art.  149, 
l'équation  de  la  courbe  sera  semblablement  ÆF(c,  z)  = F(x,  £),  et 

on  aura  k = \J valeur  qui  sera  toujours  comprise  entre 
|/4  et  t/a. 

Pour  obtenir  des  courbes  algébriques,  ou  ne  peut  supposer  c=x, 
parce  qu'il  en  résulterait,  suivant  les  formules  du  tableau  général, 
a.  = m et  a,'  = tri,  ce  qui  donnerait  B = o. 

Soit  donc  pour  première  hypothèse  x = c%  on  aura  l’équation 


k . F(c*,  a*)  = F(c%f);  cl  pour  avoir  dis  courbes  algébriques, 

il  faudra  faire  ou  — y/ ce  qui  donnera 


e,_ 

a»*+«*" 


On  peut  prendre  pour  j toute  fraction  rationnelle  plus  grande  que  ~, 
et  l'on  aura  une  valeur  convenable  pour  x%  d'où  l’on  déduira 
c — Alors  l’équation  de  la  courbe  sera  'T1 (s*)  = eF (£) , x étant 

le  module  commun  ù ces  fonctions.  Cette  équation  devra  être  com- 
binée avec  l’équation  sin(az  — 3°)  = x sins*,  et  avec  les  valeurs  de 
p et  q données  dans  l'art.  149. 


170.  Connaissant  c*,  x*,  ainsi  que  le  rapport  on  connaîtra  le 

/ 

rapport  ^-=1  — c*  = 4*  ; mais  il  reste  à déterminer  séparément 
m et  m’. 

Pour  cela,  j’observe  qu’on  a,  d’après  le  tableau  général, 

, , (A 4-  H)  (m-f-ni')  , Amm'  + B 

* '*  * ~~  A-f-Bmm'  ’ ~ A+Bmm'1 

d’ailleurs  on  connaît  le  rapport  *—  = j — x*.  Ainsi,  en  éliminant 
a et  a',  on  aura,  pour  déterminer  mm' , l’équation 


mm*  AB  — x7)* 

(1  —mm')*  * (ca— **) 

Connaissant 
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Connaissant  mm',  on  aura  m—'j-  \4nwi\  ni  —.b \Z(nmi)‘  Ensuite  les 

formules  de  l'art.  >52  donneront  deux  équations  de  condition  outre 
les  données  m°,  p,  V relatives  à l’ctat  initial  du  corps,  pour  que  le 
mouvement  ail  lieu  dans  la  courbe  dont  il  s'agit. 

Le  nombre  des  révolutions  après  lesquelles  la  courbe  rentrera  sur 

elle-même,  se  détermine  par  la  quantité  ^7^=  A(i -f-c*)  = ^,  donc 
ce  nombre  est  i ou  ai,  selon  que  e sera  pair  ou  impair. 


171.  Pour  avoir  d’autres  séries  de  courbes  algébriques,  on  peut 
supposer,  comme  ci-dessus,  x = c”,  c'M,  etc.  Nous  nous  conten- 
terons de  développer  encore  le  système  qui  résulte  de  la  supposition 
x = <f\ 


Alors  l'équation  de  la  courbe  devient  A 


l+c“  l-t-C»0 


F (*,=-)  = 


F(x,Ç).  Soit  k . . i±--,  ou  y/ — ;;  comme 


on  a c**  = 


(>  +*) 


-,  il  en  résulte 


3 e*-f-  a atV*+  3a  «*) . 


On  devra  prendre  ? entre  les  limites  1 et  4,  et  on  aura  une  va- 
leur convenable  de  x ou  c“,  d’où  l'on  déduira  c*=  etc=^"~; 

1“T»  lTc 

du  reste,  on  déterminera  mm',  m et  ni,  par  les  mêmes  formules  que 
dans  l'article  précédent. 

Cela  posé,  l'équation  de  la  courbe  sera  iF(a”)  = eF(Ç),  x étant 
le  module  commun  à ces  deux  fonctions;  elle  devra  être  combinée 

avec  la  valeur  de  p de  l’art.  149,  et  la  valeur  7 = ^ tang  £,  ainsi 
qu’avec  les  équations 

sin  (2s  — a ‘ ) — c‘  sin  a*, 
sin  (aa’ — a”)  = x sin  a“°. 


D’ailleurs , comme  on  a ~ = A ( 1 -+■  c“)  ( 1 + c")  = j , il  s'ensuit 

que  le  nombre  de  révolutions  nécessaire  pour  que  la  courbe  rentre 
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sur  elle-même,  sera  4 i,  ai  ou  i,  selon  que  e sera  impair,  double 

d'un  impair,  ou  divisible  par  4. 

» 

' 17a.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l’on  fait  i=i,  e=a,  ce 
qui  donne  x = p/a  - 1 , e*=  v' «,  c=  {■££.  Alors  l’équation  de 

la  courbe  sera  F(s~)  = aF(0,  le  module  de  ces  fonctions  étant 
x=_  , . cette  courbe  rentrera  sur  elle-même  après  deux  ré- 

volutions; et  on  trouvera  aisément  que  si,  pour  plus  de  simplicité,  ou 
suppose  s = o,  de  sorte  que  le  point  E soit  ioriginc  du  mouve- 
ment, la  figure  de  cette  courbe  ressemble  beaucoup  à celle  qui 
a été  décrite,  fig.  ai. 

Si,  dans  le  même  cas,  on  veut  avoir  les  valeurs  de  m et  m, 
qui  répondent  aux  valeurs  trouvées  pour  c et  x,  on  aura  à ré- 
soudre l’équation  de  l’art.  170,  qui  devient 

mtrt  ( 8 ^ AB  • 

0— /m»7/  \ »*  V “ (A4- 


Comme  on  doit  toujours  avoir  m<i,  on  aura  et 

mm'  _ È! . or , d’après  la  valeur  x = — 1 > on  a • • • • 

^ • AB  , , i*  (K -BVX*- 

L . I = \ ; ainsi , on  devra  avoir  ^ëy.  < ? — ou  U+£>;  > 7?  ’ 

Mettant  les  valeurs  numériques  et  supposant  A>B,  on  aura 

*=*  > 0.0943532,  ou  £>#&;,*{■,  et  en  termes  plus  simples, 

~ ~>  î^9.  Cette  condition  étant  remplie,  on  aura,  par  l’équation  pré- 
B *97 

ccdente , une  valeur  convenable  de  mm* , qui  donnera  celles  de  tn 

et  de  m'.  • 

Soit,  par  exemple,  A = aB,  ou  B=aA,  on  aura  à peu  pré» 

mm*  = Txx  > = v h,  Or,  m ^ et  m =GB;  donc 


p£_  955  a et  FD=sj,a,  ou  en  rapportant  les  distances  au 
pointC,  milieu  de  FG  , on  aura  EC  = (*^i  + 7)°»  DC  = (ÿj^-f- 
Ainsi  le  corps  sera  environ  57  fois  plus  éloigne  du  centre  C dans 
l’apside  supérieure  E que  dans  1 apside  inférieure  D. 
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1 7 3.  Si  l'on  prolonge  l’échelle  des  modules  dans  le  sens  inverse,, 
on  pourra  laire  de  même  * = c',  x = c",  etc. , et  chaque  supposi- 
tion produira  un  nouveau  système  comprenant  une  infinité  de 
courbes  algébriques.  . • 

11  est  à remarquer  que  ces  calculs  donneront  des  résultats  sem- 
blables à ceux  que  nous  avons  déjà  obtenus  par  les  suppositions  x=c% 
x=e*%  etc.,  avec  cette  différence  que  les  modules  o et  x devront 
être  échangés  eutre  eux,  ainsi  que  les  variables  z et  Ç.  La  raison 
en  est  que  l’équation  générale  ÀF(c,  z)  = F(x,  £)  peut  être  mise 
« ± 

sous  la  forme  (a — e^ïFfc,  z)  = (a  — x’)*F(x,£),  dont  les  deux 
membres  sont  semblables  entre  eux;  d’où  il  suit  que  l’équation  sub- 
siste en  faisant  le  double  échange  dont  nous  venons  de  parler. 


174.  Soit  d’abord  x=c',  ce  qui  revient  à faire  ç — x’,  on  aura, 
comme  au  n*  169, 

r._ 


ce  qui  donnera  x = c'  = ~f  f et  l’équation  de  la  courbe  sera 

»T(c,  Ç*)  = eF(c,  z),  ou  simplement  /F(£°)  = eF(z) , c étant  le 
module  commun. 

Pour  construire  la  courbe,  il  faudra  combiner  cette  équation 
avec  l’équation  sin  (3Ç  — £•)  = c»in£*  et  avec  les  valeurs  de  p et  f 
données  art.  149- 

Quant  au  nombre  de  révolutions  nécessaire  pour  que  la  courbe 
rentre  sur  elle -même,  il  se  détermine  toujours  par  la  quantité 

=s  — y-;  = — : donc  ce  nombre  sera  « ou^e,  selon  que  e est 
impair  ou  pair. 

175.  Soit  en  second  lieu  x=c",  ou  c = x“,  ou  aura,  comme 
au  n‘  171, 

— 3e*  + u V'C’*4  + ai’e*  + Sait) 

c_  e“  -j-  8i*  * 

ensuite  et  c"  ou  x *=  ■ Cela  posé,  l’équation  de  la 

courbe  sera  eF(z)=  iF(£**) , c étant  le  module  commun  à ces  fonc- 
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lions;  elle  devra  être  combinée  avec  les  équations  sin(jf — f°)=:c'sinf*, 
sin(af* — Ç,**)s=csinÇ'”,  la  valeur  de  p de  l'art.  149  et  la  valeur 

9 = ^‘aDsC- 

D’ailleurs  comme  on  a ^ = . — p- 4 — p-rr  = — , le  nombre  de 
F1»  (i+c)(i+i)  4<  » 

révolutions  qui  compose  une  période  sera  e,  je  ou  je,  selon  que  e 
sera  impair,  double  d'uu  impair,  ou  divisible  par 


176.  La  formule  générale  suppose  e>»'  et  e < 4»  ; c'est  pour- 
quoi le  cas  le  plus  simple  s’obtient  en  faisant  e=a,  1=1.  Alors 
on  a l’équation  aFs=Ff’*,  et  la  période  ne  sera  que  d’une  révo- 
lution, c’est-à-dire  que  la  courbe  rentrera  sur  elle-même  après 
une  seule  révolution;  ce  cas  esl  très- remarquable,  et  il  mérite 
d’être  développé. 

Fig.  a4 . Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  E soit  celui  où 
commence  le  mouvement,  on  aura  €=o,  z=4»  p‘  = m(t—  c*sin*4). 


q = —•  tangij,  et  l’équation  de  la  courbe  sera  aF4  = F(C*°)- 

Pour  avoir  le  premier  point  d’intersection  de  la  courbe  avec 
l’axe,  soit  £ = j vr , on  aura  £°  = :r,  Ç*"=:a7r,  4=^  et  p*=zm. 
Donc  le  poiul  B1',  où  la  courbe  rencontre  son  axe  après  une  demi- 
révolution,  se  confondra  avec  l’extrémité  L du  grand  axe  de  l’el- 
lipse p*=m,  et  ce  point  sera  par  conséquent  une  apside  supérieure, 
comme  le  point  de  départ  E. 

Entre  les  deux  points  E et  L , le  corps  a dù  passer  par  son  ap- 
side inférieure  I1;  pour  déterminer  ce  point,  il  faut  faire  4 =jw, 

ce  qui  donne  £"  = tt,  £*  = j7r  et  tang*Ç=i.  Donc  le  point  P 


est  déterminé  par  les  valeurs  p’  — m' , 


’ Ainsi,  pendant  une  révolution  , le  corps  passe  deux  fois  à l’ap- 
side supérieure  en  E et  L , et  deux  fois  à l’apside  inférieure  en  1' 
et  I*.  Dans  ce  cas,  il  est  évident  que  toutes  les  demi-révolutions 
doivent  se  faire  en  temps  égaux. 


177.  11  est  essentiel  d'observer  que  dans  toutes  les  hypothèses 
x=  c',  x = e",  etc.,  où  l’on  aura  x>c,  les  forces  A et  B devront 
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cire  de  signes  contraires , c'est-à-dire  que  l’une  de  ces  forces  sera 
•attractive  et  l’autre  répulsive.  Cela  résulte  de  l'équation 

mm  AD  £a(a— »*)* 

(i  — mm')*  (À  + li)*  “ (c*— «1)C?+«1— c***)  * 

dont  le  second  membre  serait  négatif,  si  AB  ne  devenait  pas  négatif 
en  même  temps  que  le  facteur  et — x*.  % 

Cette  circonstance,  qu’on  peut  admettre  au  moins  comme  hypo- 
thèse, n’entralnera  d’ailleurs  aucun  inconvénient;  les  quantités  a.  et  a’ 
seront  toujours  de  même  signe,  et  les  formules  générales  s’applique- 
ront sans  difficulté  aux  cas  particuliers. 

178.  Ayant  donc  fait  x = c",  ensuite  e=a,  1= ai,  ce  qui  donne 
c=  1/2— -1,  c' = \/~îc,  x = ; supposant  de  plus  « = o,  on 

aura,  comme  dans  l’art.  176,  2F4=F£M,  cétant  le  module  commun, 
sin(2f — Ç°)=c'  sin£°,  sin (aÇ° — £,‘)=c  sin^**,  p'=ni(i — c*  sin*4), 

7=^tangC. 

Pour  appliquer  ces  formules  à un  cas  particulier,  j’observe  que  la 
valeur  de  x étant  substituée  dans  l’équation  de  l’article  précédent, 
on  aura 

■ mm'  _ AB  i , 

(.-mm'y  “ (A-f-B)*  ‘ (,c)3—  »* 

Soit  donc,  par  exemple,  A = 2I , B = — I,  I étant  l’unité  qui  sert  à 
mesurer  les  forces  À et  B,  on  aura  à résoudre  l’équation 

/1  + mm'  \‘  9— (rO* 

\l  — mm' J 1 — ( 5 c )** 

Ensuite  on  connaîtra  m — -,\/rnm',  ni  = l\Snun,  a—  ^mmi . 

o a— mm  ao 

appliquant  donc  les  valeurs  numériques,  on  aura  les  résultats  suivans  : 

log  mm'=  9.7002592  log  c = 9.6172243 
log  ni  =9.8910024  log  b =.9.9591271 
• log  ni  =9.8092567  log  *=  9.9764602 

A l’égard  de  la  vitesse  initiale  V qui  a lieu  au  point  E,  elle  devra 
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satisfaire  à l'équation 

( i — m)s  A + Bmm' al  (i— m)*  a— mm' 

~ ï/nn  " i—mm'  a m " i— mm'’ 

An  moyen  de  toutes  ces  données,  le  corps  décrira  la  courbe  algé- 
brique que  nous  avons  détcrmiuée,  laquelle  rentre  sur  elle-même 
aprÿp  une  seule  révolution. 

Du  cas  particulier  où  ton  a et  ss  a'. 

179.  Ce  cas  se  rapporte  également  aux  formules  du  cas  II  et  k 
celles  du  cas  I;  il  sert  de  passage  de  l’un  à l’autre,  puisqu’on  doit 

avoir  alors  — — m-,  = -?•  Mais  comme  la  variable  £ n’a  pas  la 

t —~rnm  A-f-H  4 

même  signification  dans  les  deux  cas  principaux,  nous  suivrons  ici 
les  dénominations  du  cas  IL 

On  a d’abord  x = o,  A-=  j/( i — je*),  m1  = m(i — c*)  = mb‘ ; 

ainsi  il  faudra  satisfaire  à l’équation  , 1 Supposons  que 

A et  B sont  donnés,  ainsi  que  la  quantité  m qui  détermine  la  po- 
sition du  point  E sur  l’axe  EFG,  on  déterminera  le  module  c par 
l’équation 

(i— m«).ay/ÂB 
m(A-f-B)  — am’y'AB* 

d’où  résulte  b‘  = — ; ainsi,  pour  que  cette  solution 

ait  lieu,  il  faut  prendre  m>  Connaissant  le  module  c,  on 

aura  ensuite  a se  déduira  à volonté  de  l’une  des  deux 

équations 

i (m-f-m')  (A+B)  i -t-m  i-f-m' 

A + Bmm'  * — •)  ~ i — m * 1 — m" 

Supposons  encore,  pour  plus  de  simplicité,  « = o,  on  aura  l’équa- 
tion de  la  courbe  A'F (c,  4)  — Ç>  qu’il  faudra  combiner  avec  les 

valeurs  p'  = m(i— -c*  sin*4),  y = -7-  tangf. 

ym 
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Cette  courbe  ne  peut  jamais  devenir  algébrique,  parce  qu’on  ne 
peut  supposer  c=0;  cependant  elle  rentrerait  sur  elle-même  après  un 

nombre  déterminé  de  révolutions,  si  la  quantité  était  rationnelle. 

Ce  cas  seul  excepté,  la  courbe  fera  une  infinité  de  révolutions  dans 
l'espace  renfermé  entre  les  périmètres  des  ellipses  p'—m,  p's=m' , 
et  ces  révolutions  seront  toutes  d’une  inégale  durée. 

Pour  déterminer  les  apsides  I',  S1,  I*,S*,  etc.,  alternativement  supé- 
rieures et  inférieures,  il  faut  faire  successivement  4 = {n,  t,  fT, 
2ît,  etc.;  et  les  valeurs  correspondantes  de  Ç,  qui  croissent  propor- 
tionnellement aux  valeurs  de  4»  seront  £=ÀF'c,  aÀF'c,  3AF'c,  etc. 

Développement  du  cas  III. 

180.  Le  cas  III  est  le  premier  des  quatre  cas  principaux  qui  com- 
posent le  second  système.  Dans  ce  système,  la  valeur  de  p varie 
depuis  p — o jusqu’à  p—  \/m ; l’ellipse  p'  — m enveloppe  toujours 
l’orbite,  et  la  touche  dans  les  points  S',  S*,  S5,  etc.,  qui  sont  scs  ap- 
sides supérieures;  mais  il  n'y  a d'apsides  inférieures  que  les  points 
I1,  1*,  l5,  etc.,  situés  entre  les  centres  F et  G,  où  la  courbe  rencontre 
son  axe,  et  où,  par  conséquent,  la  somme  des  rayons  vecteurs  r-f-s, 
égale  à FG , est  un  minimum. 

Les  formules  propres  au  cas  III,  ainsi  qu'aux  trois  autres  cas  du 
second  système,  sont  établies  en  supposant  que  le  poii\t  A,  origine 
du  mouvement,  est  situé  sur  l’axe  entre  les  centres  F et  G.  C’est  à 
ce  point  que  sont  rapportées  les  données  m°,  fi,  V,  d’après  lesquelles 
on  détermine  m,  m'  et  M,  comme  nous  l’avons  fait  voir  dans 
l’art.  1 1 5 , et  qui  servent  aussi  à déterminai  la  constaute  e,  comme 
l’indiquent  les  formules  du  tableau  général. 

181.  Dans  le  cas  111,  les  intersections  de  la  courbe  avec  l’axe  sont 

de  trois  sortes,  savoir  : , 

Les  intersections  B1,  B*,  B1,  etc.,  qui  ont  lieu  à droite  du  centre  G; 
elles  se  déterminent  par  la  valeur  y = oo,  en  faisant  successivement 
f = 5îr,57r,  etc. 

Les  intersections  À’,  A*,  A3,  etc. , qui  ont  lieu  à gauche  du  cenlreF; 
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elles  se  déterminent  par  la  valeur  7 = 0 , en  faisant  successivement 

Ç=aw,  4*-,  Or,  etc. 

Enfin  les  iutersections  I',  I*,  1%  etc.,  qui  ont  lieu  entre  les  centres 
F et  G;  elles  se  déterminent  par  la  valeur />=o,  en  faisant  successi- 
vement -\,—yr,  air,  5yr,  etc. 

Ces  derniers  points  sont  en  même  temps  les  apsides  inférieures 
de  la  courbe;  quant  aux  apsides  supérieures  S',  S*,  S3,  etc.,  elles 
seront  déterminées  par  la  valeur/)*  = m,  en  faisant  successivement 
|7 r,  |sr,  etc.  Ainsi,  011  voit  que  la  détermination  de  ces 
points  est  liée  avec  celle  des  apsides  inférieures  I‘,  I*,  1J,  etc. , de 
manière  qu’on  peut  obtenir  les  uns  et  les  autres  par  un  même  calcul. 

18a.  Pour  déterminer  avec  plus  d’uniformité  les  points  B',  A‘,  B*, 
A*,  B3,  etc.,  qui  répondent  aux  valeurs  £=7r,  2 yr,  5 yr,  \yr,  5w,  etc., 
nous  procéderons  comme  dans  le  n*  i5g.  Supposons  que  les  valeurs 
correspondantes  de  soient  •>}/  = y',  y",  y'",  etc.,  il  s’agira  de  ré- 

soudre les  équations  successives  ÀF ( c,  y')  -f-  F ( x,  s)  = aF'x, 
AF(c,  >")-+-F(x,  i)=4F'x,  etc.  Pour  cela,  soient  » et  d'deux  arcs 
déterminé»  par  les  équations 

F(c,«t)=jF(*,0,  F(e,  /')  = jF‘x; 

appelons  ensuite  «f',  cf',  etc.,  les  amplitudes  qui  résultent  de  la 
multiplication  de  la  fonction  F(c,  <f')  ou  FJ3',  ensorte  qu'on  ait 

F(eT'')=2F«f',  F«r=3F/',  F{f**=4F<f',  etc., 

c étant  le  module  commun  à ces  fonctions. 

Cela  posé,  chaque  valeur  de  y se  déduira  de  celle  du  J'  corres- 
pondant qui  a le  même  ipdice,  en  résolvant  l’équation  F>-+F)i=F<f'. 
Il  en  résulte 

p sim  cos/A(^-t-]in/co«fS(t) 

c\/m  -f-  c*  jim  cos 4 siof  coxF 

fîB*  FA“  ‘ . 

Faisant  ensuite  p‘=y gr  ou  jÿp.  la  position  du  point  d'intersection 
correspondant  B*  ou  A*  sera  déterminée. 

;83.  Pour  déterminer  semblablement  les  points  S1,  I1,  S*,  I*, 
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S*,  I*,  etc. , qui  répondent  alternativement  aux  apsides  supérieures 
et  inférieures,  nous  supposerons  qu’en  faisant  successivement  4 
•*,  |?r,  37r,  5tt,  etc.,  on  ait  les  valeurs  correspondantes  £ — A', 
X",  A'",  A”,  A’, A’1,  etc.;  il  faudra  résoudre  les  équations  successives 
ÆF’e=F(x,A') — F(x,t),  a/F‘c=F(x,A") — F(x,«),  etc.  Pour  cela,  soit 
«f'une  première  auxiliaire  déterminée  par  l’équation  F(x,  «f')=AF ‘c  ; 
ensuite  soient  J”',  J'",  J"’,  etc. , d’autres  auxiliaires  qui  résultent  de 
la  multiplication  de  la  fonction  F(x,  Jv'),  ensorte  qu’on  ait 

F^'—ïFS',  F<f"'=  SF/',  F/1 '= 4F J”,  etc., 

x étant  le  module  commun  , il  restera  à résoudre  en  général  l’équa- 
tion FA  — Fi  = F<f,  x étant  le  module  commun  à ces  fonctions,  et 
on  en  déduira 

tan»-  A = tin  « co» ^A(/)  -f- ain  ^coa.A(.) 

0 “ 1 — c*3in*i  sia'f-f-cos  t cos  J' — sim  »in  i,a(/)A(i)  ’ 

formule  dans  laquelle  on  a A(<)=  v/(  1 — x*sin*«),  A(<f)=  j/(  1 — x*sin*/), 
et  où  il  faudra  donner  à A et  J1  un  même  nombre  d’accens. 

Les  points  I1,  1%  I’,  etc.,  qui  sont  les  apsides  inférieures,  ou 
les  points  d’intersection  de  la  courbe  avec  l’axe,  entre  les  centres 

F et  G,  seront  en  général  déterminés  parla  valeur  q‘= 

où  il  faudra  donner  à £ les  valeurs  successives  £=  A1',  A,T,  A”,  etc. 

Les  points  S1,  S*,  S%  etc.,  qui  sont  les  apsides  supérieures, 
seront  déterminés  par  la  valeur  constante  p'  = m et  la  valeur 

ÿ=p-tangj£,  dans  laquelle  il  faudra  faire  successivement 
Ç = A',  A'",  A’,  etc. 

184.  Examinons  maintenant  combien  le  corps  devra  faire  de 
révolutions  pour  arriver  à un  point  de  l’orbite  déterminé,  soit  par 
la  valeur  Ç=L7T,  soit  par  la  valeur  4 = 1'’»'»  L et  I étant  des 
nombres  entiers.  Le  nombre  de  demi-révolutions  se  trouvera  par 
celui  des  intersections  de  la  courbe  avec  l’axe;  car  nous  comptons 
comme  demi-révolution  le  passage  d’une  intersection  à l’intersec- 
tion suivante. 

Soit  d'abord  Ç = L-rt;  cette  valeur  conviendra  au  dernier  des 
points  d'intersection  B,  A',  B',  A’,  B*,  etc.;  ainsi  le  nombre  de 
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ces  points  sera  L.  Mais  il  y a d'autres  points  d'intersection  I', 
I*,  etc.,  situés  entre  F et  G;  pour  en  connaître  le  nombre,  il  faut 
avoir  la  valeur  de  4 qui  correspond  à la  valeur  Ç = L tt.  Soit  donc 
4 = I>v-f-4',  I étant  un  entier  et  4' «n  arc  positif  moindre  que  7t, 
on  aura,  pour  déterminer  I et  4*»  l’équation 

, F(c,  4')  _ aLF'«  + F(.,  ,) 

' aF'c  a/tF'c  * 

Ainsi  I sera  l’entier  le  plus  grand  contenu  dans  la  quantité  donnée 

aLF's  -f-  K(« , *) 
âfcF'c  ' 

I étant  ainsi  déterminé,  le  nombre  total  des  demi-rcvolations 
qui  correspondent  à la  valeur  Ç = Ltt,  sera  L -t-  I. 

En  second  lieu,  soit  donnée  la  valeur  4 — ïw;  le  nombre  des 
points  d’intersection  I',  I*,  F,  etc.,  dont  le  dernier  répond  à la 
valeur  4 = br,  sera  I.  Pour  avoir  le  nombre  des  autres  points 
d’intersection,  il  faut  connaître  la  valeur  correspondante  de  Ç;  soit 
donc  Ç = Lflr  L étant  un  entier  et  Ç un  arc  positif  moindre 
que  vr.  On  aura,  pour  déterminer  L et  £',  l’équation 

T . F(«,  Q aAIF'c  -f-  F(.,  ,) 

^ *+"  aF'»  aF'. 

Connaissant  L,  le  nombre  total  des  points  d'intersection,  ou  celui 
des  demi-révolutions  du  corps  dans  son  orbite , sera  I -f-  L. 

i85.  Pour  que  le  corps  revienne  au  point  de  départ  A,  après 

un  certain  nombre  de  révolutions,  il  faut  qu’on  ait  à la  fois 

4 = evr  et  Ç=at7T-4-e,  « et  i étant  des  entiers,  ce  qui  don- 

k¥‘c  ai  . ....  , ... , AF'c  . , 

nera  "p^'=7»  a,nsi  “ ‘aul  T"2  *a  qaant‘te  y—  soit  une  fraction 

rationnelle  Alors  le  nombre  des  demi-révolutions  faites  par  le 

corps  sera  ai  + e;si  e est  pair,  le  corps  aura  achevé  i-f-je  ré- 
volutions , et  la  courbe  rentrera  sur  elle-même.  Mais  si  e est  im- 
pair, il  faudra  encore  ai+e  demi-révolutions  pour  que  la  courbe 
rentre  sur  elle-même.  Ainsi,  en  général,  le  nombre  des  révolu- 
tions qui  composent  uue  période,  sera  i-f-je  ou  ai-f-e,  selon 
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que  e sera  pair  ou  impair  : on  connaîtra  d’ailleurs  les  nombres 
i et  e par  la  valeur  , réduite  à l’expression  la  plus  simple 

186.  Les  résultats  des  deux  articles  précédens  devront  être  mo- 
difiés, si  la  courbe  passe  par  l’un  des  foyers  F et  G. 

Pour  que  le  corps  parvienne  au  foyer  F,  il  faut  qu'on  ait  à la  fois 
p=o,  7=0,  c’est-à-dire  ^ et  £ = miTt , n et  vl  étant  des 

entiers.  Alors  on  aura  l'équation  de  condition  aÀYiF'c=4n'F'x — F (x,  f). 
Si  dans  cette  équation  on  regarde  kF'c,  F’x  comme  seules  don- 
nées, les  entiers  n et  n ’ étant  à volonté,  ainsi  queF(x,<),  qui 
doit  seulement  être  plus  petit  que  F(x,  tt)  ou  aF‘x,  on  voit  qu’il 
y aura  une  infinité  de  manières  de  satisfaire  à cette  équation , 
c’est-à-dire  qu’il  y a une  infinité  de  suppositions  à faire  sur  l’état 
initial  du  mouvement  dont  dépend  la  valeur  de  la  constante  t , 
pour  que  le  corps,  après  un  certain  nombre  de  demi-révolutions, 
parvienne  au  centre  F. 

Cependant  lorsque  AF’e  et  F'x  seront  commensurables  entr’eux, 
si  l’on  appelle  H leur  commune  mesure,  les  diverses  valeurs  de 
F(x,  e)  ne  pourront  être  que  des  multiples  de  aH,  ainsi  leur 
nombre  sera  limité. 

Pour  que  le  corps  parvienne  au  foyer  G,  il  faut  qu’on  ait  à 
la  fois  4 = f =(a»'-I-i)sr,  ce  qui  donnera  l'équation  de 

condition  a&/»F'c  = a(aA-f-i)P‘x  — F(x,  t),  équation  à laquelle  on 

pourra  satisfaire  d’une  infinité  de  manières,  si  -p—  est  irration- 
nelle ; et  d’un  certain  nombre  de  manières  seulement,  si  cette 
quantité  est  rationnelle. 

j 87.  Les  cas  dont  nous  venons  de  parler  donnent  lieu  à excep- 
tion dans  les  formules  des  articles  184  et  1 85 ; car  si  le  foyèr  G 
est  l’un  des  points  d’intersection  de  la  courbe  avec  l’axe,  ce  point 
appartiendra  également  à la  série  des  points  B1,  B*,  B3,  etc.,  et  à 
celle  dei  points  P,  I*,  P,  etc.  De  même,  si  le  foyer  F est  l’un  des  points 
d’intersection  de  la  courbe  avec  l’axe , ce  point  appartiendra  éga- 
lement à la  série  des  points  A1,  A*,  A3,  etc.,  et  à celle  des  points 
T,  1*,  ls,  etc.  Ainsi,  dans  l’énumération  des  points  d’intersection 
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qui  servent  à compter  les  révolutions  du  corps  dans  son  orbite  , 
il  y aurait  une  unité  à retrancher,  tant  de  la  somme  L-f-I  trou- 
vée art.  184»  que  de  la  somme  ax-t-e  de  l’art.  i85. 

Mais  une  remarque  plus  essentielle  h.  faire,  c'est  qu’aussilêt  que 
le  corps  est  parvenu  à l'un  des  foyers  F et  G,  les  formules  géné- 
rales cessent  d’être  applicables  à la  question,  puisque,  passé  ces 
points,  les  valeurs  de  p et  q devraient  être  supposées  imaginaires. 

On  doit  être  peu  surpris  de  cette  difficulté  analytique,  si  l’on 
considère  que  la  vitesse  du  corps  devient  infinie  lorsqu’il  par- 
vient à l'un  des  centres  des  forces;  on  peut  supposer  que  la  loi 
de  continuité  est  violée  par  celte  circonstance;  du  reste,  nous  ne 
nous  occuperons  pas  ici  de  la  solution  de  celte  difficulté , et  nous 
ferons  généralement  abstraction,  dans  tout  ce  qui  suit,  des  cas  où 
l’orbite  peut  passer  par  l’un  des  foyers.  Nous  donnerons  cependant 
ci-après  l’exemple  d'un  cas  de  ce  genre,  dans  lequel  le  mouvement 
se  détermine  d’une  manière  qui  semble  d'abord  peu  admissible, 
mais  que  le  calcul  justifie  suffisamment. 


188.  Il  faut  maintenant  chercher  dans  le  cas  III  l’expression  gé- 
nérale du  temps  que  le  corps  met  à parvenir  à un  point  quelconque 
de  son  orbite.  Ce  temps  est  toujours  composé  de  deux  parties,  l’une 
t'  fonction  de  4 > l'autre  l"  fonction  de  Ç;  or,  comme  la  valeur 
de  q est  la  même  que  dans  le  cas  I , les  formules  pour  déter- 
miner la  partie  t\  ou  plutôt  seront  les  mêmes  que  dans 

les  art.  i4a  et  suiv.;  il  faudra  seulement  observer  que  dans  le  ré- 
sultat on  devra  retrancher  la  constante  l"(e)  -f-  , parce  qu’à 

l'origine  du  mouvement  on  a Çs=s.  Il  ue  reste  donc  à trouver  que 
la  valeur  de  la  première  partie  l'. 

Si  dans  l’équation  — f,  • yp  > on  substitue  les  va- 

leurs qui  conviennent  au  cas  111,  savoir,  p*  = c*m  ’f, , 

Fp  = ^)Vo-^':4)’  on  aara’  en  faisan‘  pour  abre’eer' 

n = -c'(x +m'),  D = 

z=fd*V+^y—' 
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Or,  par  les  réductions  connues , on  a 

a(t+«)z=-g^+^FCc,4)^iE(+)+(.-Qnc«,c,4). 

Soit  Z'  la  valeur  de  Z lorsque  4 ='£?*'>  on  aura 

*(«  +«)Z*  = ^±-n  F‘c  - E'c+(t  -J)  IP  («,  c). 

Or , si  l’on  fait  n = — i + i*sin*A,  on  aura  sin*A=i — m j et  en 
substituant  la  valeur  de  ir(»,  c),  déduite  de  la  formule  de  l’art,  toi, 
1"  p. , puis  faisant,  pour  abréger,  R=jir-f-(F'c — E'c)F(i,  A) 
•— F‘c.E(i,  A)  , on  aura 

2i’sin*A(i  — i*sin*A)Z'  = E'c— &*sin*AF'c -f-  ■C°—  A~^  *!”  *-.R, 

' ' sm  a cos  aa  (0 , a) 

Soit  T' la  valeur  de  t1  lorsque  4 = à7rj  on  aura  T'  = DZ‘,  ou 

rri P f p i-  A>.iin».>F *c  I (CQa*A  6*« in<A)K  \ 

ai*  jio“A (i  — i* »in‘ a)  V '^inAcoaAp'(1 — 4‘ «in*A) J 

En  général,  soit  4=I‘’r+4  > et  on  aura  1“  portie  du  temps  corres- 
pondante 

t'(4)  = alT'  + t'(4'); 

celte  partie  devra  être  jointe  à celle  qui  dépend  de  la  variable  Ç, 
savoir,  <"(0+  S"  (0  - 

Du  cas  particulier  où  F on  a m'=m. 

189.  Alors  on  a c*=x*=ï,  et  la  valeur  de  k devient  indéter- 
minée. Pour  obvier  à cet  inconvénient,  je  fais  wj'  = wi(i — 2/); 

£ étant  supposé  infiniment  petit,  j’ai  c*=f  (i-f-<f),  cos  fl  = 

= 1 — ax\  Donc  A*=  — = — . A.~~rv-,  ou,  en  substituant  la 

1 — a»*  m A-f-B'  ' 

valeur  de  a. 


»j  . 4AB  /'l  + mV  , 
~4' 


(A+B)* 

k étant  ainsi  déterminé,  l’équation  de  la  courbe  sera 

*F(4)  = F«)  — F(s), 

le  module  commun  à ces  fonctions  étant  c = y/±. 


454  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

190.  Si  l'on  veut  que  la  courbe  décrite  soit  une  courbe  algébrique, 
il  faudra  faire  k = - , - étant  une  fraction  rationnelle  à volonté:  alors 

e*  e 9 

m devra  être  déterminée  par  l’équation 

4m*  4AB  4«< 

~ (A  + b)'-  • <«  + 4e*- 

Connaissant  les  nombres  i,  e,  et  le  rapport  ~,  on  trouvera  toujours 

par  cette  équation  une  valenr  convenable  de  m ; car  le  second 
membre  étant  toujours  plus  petit  que  l'unité,  si  on  le  désigne  par 
sin*  A,  on  aura  /n=tangjA;  et  comme  on  peut  prendre  h<C.iir, 
ou  aura  «<i. 

D'après  les  formules  de  l'art.  n5,le  cas  de  rrizszm  suppose  une 
vitesse  initiale  V telle  que 

+ + m*)‘ 

-a  V*  = ' ’ 

* (*+">“)*  — an»°sm‘,i*  ’ 

de  plus,  on  doit  avoir  entre  m • et  fj.  l'équation 

(A4-Bma*)  »inV  m*  (A  4- B) 

(â-f-m")’  — l -f- m‘  * 

d'où  l’on  déduit 


, A — Bm’  4-  m*>  (B — A m*) 

r amam%  (A  -f-  B)  -{-  ( i -f-m*)  (A-f-Bm**)  9 


et  comme  on  doit  supposer  dans  ce  cas  A>B m*,  et  B>A/n*,  il 
s'ensuit  que  cos/u  n'est  jamais  zéro,  et  qu’ainsi  sin  fi  ne  peut  sur- 
passer un  maximum  facile  h déterminer  par  la  variation  de  m*.  La 


valenr  de  «*,  qui  convient  au  maximum  de  sin  fi  est  m°  = 


A — Bm* 


ce  qui  donne  cos'n  = j — — , 

i +m’  + 1 -f-  m") 


et  sin‘|U 


<»*(»— »»*) 
i*44c,(l  — m:)‘ 


Ayant  donc  pris  m"  et  ft,  dans  les  limites  convenables,  l’équation 
de  la  courbe  sera  iT‘4  = e(Ff — Ft);  et  si  l’on  fait  F£—  Fe  = F£', 
elle  deviendra  iF4=cF£'.  On  aura  en  même  temps  les  valeurs  sui- 
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vantes  de  p et  7 : 

c\/m  . sin  -vJ. 

p y/  ( 1 — C*  sin’  4 ) ’ 

i , y i 1 — cosi  cosÇ' — f*  Mn’i  fin’f sin  < sin  Ç'A(0  A (O 

y'“  an^  * Vm  " »in«  cos Ç*  n({')  •+■  sin Ç' cos ‘^CO 

Etant  donné  le  rapport  on  peut  varier  à l’infini  les  nombres  en- 
tiers i et  e,  ainsi  que  les  données  m°  et  n;  d'où  il  suit  qu’il  y a nne 
infinité  de  courbes  algébriques  qui  satisfont  à la  question  dans  l’hypo- 
thèse de  m'  = m,  laquelle  est  d’aillenrs  comprise  dans  l’hypothèse 
C'— f—  C = o,  dont  nous  avons  parlé  n*  10a. 

igi.  Le  cas  le  plus  simple  s’obtient  en  faisant  i=i,  e — i,  ce 
qui  donnera  l’équation  de  la  conrbe  4-=£'  ; mais  il  vaudra  autant 
conserver  cette  équation  sous  la  forme  F-j/=FÇ — Fs,  parce  que 
de  là  il  est  facile  de  déduire  algébriquement,  suivant  les  cas,  4 par 
le  moyen  de  f,  et  réciproquement. 

Pour  avoir  le  premier  point  B‘  d'intersection  de  la  courbe  avec  F>6- 
l’axe,  il  faut  faire  Ç=tt,  ce  qui  donnera  4— — «»  et  p‘= 

GB' 

“ FB'" 

Le  point  d’intersection  suivant  I'  se  trouvera  en  faisant  4 =tt,  ce 

qui  donne  f=-7r+t,  tangy£=<— -col;*,  et  7= ce  P°'nt  I* 

se  trouvera  donc  en  faisant  <7*=  -^= jrp  11  se  confondrait  avec  le 

point  A,  si  la  valeur  initiale  de  /tt  était  telle,  qu’on  eut  m°=  i;  cas 
où  l'on  a *s=z  i^r. 

Le  troisième  point  d’intersection  A’  se  trouvera  en  faisant  Ç==37r, 

ce  qui  donne  4 = a tt—c,  sin4=— sin*,  et  p'—  ,_e.,in.,=g^i 

ainsi  le  point  A1  sera  situé  à la  même  distance  du  centre  F,  que  le 
point  B l’est  du  centre  G. 

Pour  avoir  la  quatrième  intersection,  on  fera  4 = a’G  ce  qui 
donnera  Ç = + ainsi  celte  quatrième  intersection  retombera 

sur  le  point  A , et  la  période  sera  entièrement  achevée.  Cette  pév 
riode  est  composée  par  conséquent  de  deux  révolutions. 
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Dans  le  cas  de  t=~7r,  les  points  A et  1'  coïncideraient,  elles  points 
A'  et  B'  seraient  des  apsides  supérieures. 

Des  cas  ou  la  courbe  devient  algébrique. 

iga.  Revenons  aux  formules  générales  du  cas  III;  et  comme  la 
valeur  de  k = yj ne  permet  pas  de  supposer  x=c,  excepté 
dans  le  cas  déjà  examiné  où  c=  t/j,  faisons,  pour  première  hypo- 
thèse, x=c*,  nous  aurons  F(c,  4)=  f (c*,  4’)-  Soit  donc 
k . i±l,  ou  yj (“j=)  = i > »!  en  résultera 

e'  -4-  ai* 

C X 3e*  + v/(8s<  -f-  acV  -f-  8i')* 

Etant  donnés  les  nombres  i et  e qui  servent  à déterminer  les  mo- 
dules c et  x;  connaissant  de  plus  le  rapport  les  quantités  m et  ni 

ne  sont  plus  arbitraires  ; car  les  formules  générales  qui  servent  à 
déterminer  a.  et  a'  donnent  l’équation  suivaute  pour  déterminer  mm'  ; 

mm  4AB  A*c*(i— - a**)* 

(i  -f-  mm  y (À  + B)'  * 4&V( i —fl**)*  -f  (oc*  — 1)* 1 

» C i»  t\  i b tf  » B ïkTtXTüî 

ensuite  on  aura  m= ^ y(mmr),  et  m=-  y (mm)  , a*  = ^ Z- Bmm*m 

Connaissant/n  et  m\  les  équations  du  n*  n5  donneront  cette  re- 
lation entre  m*  et  fi , 

(i  4-m°)‘mm'(A  + B) 

“ m°{m  — m'-t-  amm')(A  -f-  B)  -(-  ( i -j-  mm')(A  -f-  B m")  ’ 

qui  permet  de  prendre  m"  à volonté,  pourvu  que  la  valeur  de  sin/u 
qui  en  résulte  soit  plus  petite  que  l’unité;  enfin  la  vitesse  initiale  Y 
sera  donnée  par  l'équation 

fly.  m-m'  + amm;  + g)  + A + B/)). 

Avec  toutes  ces  conditions , l’équation  de  la  courbe  décrite  sera 
ïF4*  = e(FÇ  — Fs);  on  aura  en  même  temps  les  équations.... 

sin 
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8in(a+  — 4*)=r:C*sm4*,  ?=  ÿff"- jafe»  ? = ^,anS^-  0a 


obtiendra  ainsi  une  infinité  de  courbes  algébriques  qui  satisferont 
aux  formules  du  cas  III. 


190.  Si  Ton  fait  £ = 2L7 r + s et  4—  !'*’>  ou  4*=a^7r» 
corps  reviendra  au  point  de  départ  A , pourvu  que  les  entiers  L 
et  I satisfassent  à l’équation  It  = eL,  qui  donne  L=i,  I =c; 
or,  depuis  la  valeur  £ = « jusqu’à  la  valeur  Ç = aLrr+e,  il  devra 
y avoir  aL  intersections,  soit  à droite  de  G,  soit  à gauche  de  F; 
la  valeur  4= Iw  indique  pareillement  I intersections  entre  F et  G; 
donc  le  nombre  total  des  intersections,  ou  celui  des  demi-révo- 
lutions, sera  aL  + I.  Si  ce  nombre  est  pair,  la  période  sera  ter- 
minée après  I,+  jI  révolutions;  mais  si  I est  impair,  il  faudra 
encore  un  pareil  nombre  de  demi-révolutions  pour  terminer  la 
période.  Ainsi,  en  général,  l’orbite  rentrera  sur  elle-même  après 
un  nombre  de  révolutions  L+jl  ou  aL  + I,  selon  que  aL  + I 
sera  pair  ou  impair.  11  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  excepter 
les  cas  où  la  courbe  passerait  par  l’un  des  centres  F et  G ; car  la 
continuation  du  mouvement  au-delà  de  ce  centre  n’est  point  donnée 
par  nos  formules.  J’observerai , au  reste , que  si  dans  la  fraction 

, toujours  supposée  réduite  aux  moindres  termes,  le  dénomina- 
teur e est  pair,  la  courbe  ne  passera  par  aucun  des  centres  F et  G ; 
alors  la  période  sera  de  r+ je  révolutions;  si  au  contraire  le  dé- 
nominateur e est  impair,  la  courbe  passera  toujours  par  l’un  des 
centres  F et  G;  savoir,  par  le  centre  F,  si  » est  pair,  et  par  le 
centre  G , si  i est  impair.  \ 

194.  La  supposition  x = c*  fait  connaître  une  infinité  de  courbes 
algébriques  qui  satisfont  au  cas  III  ; on  en  trouverait  de  même 
une  infinité  par  chacune  des  suppositions  x=c“,  x = c~°,  etc.; 
mais  il  nous  parait  superflu  d’entrer  dans  de  nouveaux  détails 
à ce  sujet. 

Développement  du  cas  IV. 

195.  Les  observations  générales  que  nous  avons  faites  sur  les 
formules  du  cas  111  s'appliquent  avec  très-peu  de  modifications 

58 
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aux  formules  du  cas  IV;  nous  nous  dispenserons  donc  de  donner 
une  explication  détaillée  de  celles-ci  ; nous  remarquerons  seule- 
ment que  le  temps  se  déterminera  par  les  formules  déjà  données, 
savoir,  la  partie  t'  qui  dépend  de  4>  Par  les  formules  de  l’art.  188, 
et  la  partie  i‘  qui  dépend  de  Ç,  par  les  formules  de  l'art.  164. 


ig6.  A l’égard  des  courbes  algébriques  qui  peuvent  satisfaire 
au  cas  IV,  il  est  facile  d’en  trouver  tant  de  séries  qu’on  voudra. 
L’hypothèse  la  plus  simple  pour  obtenir  de  telles  courbes,  consiste 

à faire  c = x et  k = il  en  résultera 


c» 


x* 


a 1*4-  e* 
ae“ H-i*  ’ 


b * 


‘L—JL 

2C*4"  i‘" 


Ainsi  pourvu  qu’on  prenne  e>i,  on  aura  une  valeur  convenable 
du  module  c,  et  l’équation  de  la  courbe  sera  (Ff— F«)  ; 

on  aura  eu  meme  temps  p=-Z^.~±.y  ? = — tangÇ. 

Ayant  pris  à volonté  la  fraction  ^ < 1 , et  le  rapport  ^ , on  con- 
naîtra d’abord  le  module  c,  parla  formule  précédente;  ensuite  mm' 
devra  cire  déterminé  par  l’équation 

mm'  AB c’(a  — r*  )• 

(1  -J-  miriy  (A  4-  B)*  ' 1 q-  c*"""’ 

Connaissant  mm ',  on  aura  m = et  m’  = * En» 

fin,  les  deux  équations  de  l’art,  iga  donneront,  l’une  la  relation 
entre  m*  et  sinp,  l’autre  la  valeur  de  la  vitesse  initiale  V,  pour 
que  la  courbe  dont  il  s’agit  soit  décrite. 

On  trouvera  d’ailleurs,  comme  dans  le  n*  ig3,  que  la  courbe 
rentrera  sur  elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  si 

* est  pair.  Lorsque  e est  impair,  la  courbe  passe  par  l’un  des  foyers 
F et  G , et  la  période  cesse  d’avoir  lieu , ou  ne  peut  être  détermi- 
née que  par  d’autres  considérations. 


Du  cas  particulier  ou  l’on  a B = A mm! . 


ig7.  Dans  ce  cas  on  a *'=o,  ssi,  ks=  ^(ac* — 1),  et  l’équa* 
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tion  de  la  courbe  devient  AF (c,  -j.)  = F(t , Ç)  — F(i , i),  ou 

,<FCe,4)=loe(l±^_lo6(l±£{). 

Cette  courbe  n'est  point  algébrique , mais  elle  est  d’une  forme  qui 
mérite  d’ètre  remarquée. 

On  voit  que  l'arc  Ç a pour  limite  et  qu’il  n'atteint  cette  li- 
mite que  lorsque  4 est  devenu  infini;  d'ailleurs,  comme  Ç augmente 
en  même  temps  que  4, , et  que  lorsque  4=0  on  a £=e,  il  faut) 
à plus  forte  raison,  qu’on  ait  c’est  ce  qu’on  voit  immé- 
diatement par  l’équation  tang  6 = ; on  peut  même  prouver 

que  « est  car  ou  a,  dans  ce  cas,  el  Par  Ie* 

équations  de  l’art.  19a,  on  trouve 

am°  = 1 — — mrn — 1 (1  -4-/n*)*cot’u  = tana’s. 

I — mm  V • / r-  a 

198.  Puisque  dans  la  courbe  dont  il  s'agit,  la  valeur  de  Ç est  tou- 
jours comprise  entres  et  jir,  cette  courbe  ne  peut  rencontrer  son  axe 
qu'entre  les  ^>oiols  F et  G,  ou  même  qu’entre  les  points  A,  G.  Ces 
points  d’intersection  sont  les  apsides  inférieures  successives  I',  I*, 
I5,  etc.;  ils  répondront  aux  valeurs  4 =*■»  aw,  5tt,  etc. 

Quant  aux  apsides  supérieures  S',  S*,  S1,  etc.,  toutes  placées  sur 
le  périmètre  de  l’ellipse  pl  — m,  elles  devront  répondre  aux  va- 
leurs 4=ï7t,  fw,  etc. 

Supposons  qu'aux  valeurs  successives  4 ï7r>  î7r>  e*c* 

répondent  les  valeurs fssA’,  A",  A'",  A",  A’,  etc., 

le  premier  terme  A'  de  'cette  dernière  suite  sera  déterminé  par 

l’équation  aAF‘  c=log  (7—^7)  — log  Soit  aÀF’c=n,  et 

on  aura 

1-t-sinx’ i-4-s>tii  t 

« — sia  a'  1 — iia  ■ 


j s 1 -f-auiA  M . * r i 

On  aura  de  meme  r — ?== : — et  en  general,  pour  un 

1 SlttÀ  1 SUlf  9 ° 9 *■ 

indice  quelconque  1, 


1 -f  sin  A‘  i+iim  ^ 

t — IDA'  I — ai.) 
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De  là  on  voit  que  la  suite  t , X',  X",  X'",  X”,  etc.  est  continuellement 
croissante  depuis  le  terme  e ou  X*,  jusqu’au  dernier  terme  11 
en  résulté  que  les  points  I',  I*,  I3,  etc,  s’approchent  continuelle- 
ment du  centre  G,  avec  lequel  ils  Unissent  par  se  confondre,  et 
que  les  points  S1,  S*,  S3,  S4,  etc.  s’approchent  de  même  continuel- 
lement du  point  L , avec  lequel  ils  finissent  par  coïncider.  Mais 
ces  coïncidences  n’ont  lieu  qu'après  un  nombre  de  termes  infini. 

26.  199.  Cela  posé,  on  voit  que  la  courbe  est  composée  d'une  in- 

finité de  parties  AS'I',  I’S*1*,  I*S3!3,  etc.,  situées  alternativement 
des  deux  côtés  de  l’axe  FG,  lesquelles  avancent  graduellement  par 
leurs  bases  Al',  I'I*,  I*1J,  etc.,  jusqu’au  point  G,  et  par  leurs  som- 
mets jusqu'au  point  L,  qui  est  le  dernier  terme  de  la  suite  supé- 
rieure S’,  S1,  Ss,  etc.,  comme  celui  de  la  suite  inférieure  S*, 
S4,  S‘,  etc. 

Cette  courbe  ainsi  composée  d’une  infinité  de  spires  juxta-posées 
qui  diminuent  continuellement  de  largeur,  et  dont  les  sommets 
convergent  vers  le  point  L,  ne  ressemble  en  rien  aux  autres  courbes 
que  nous  avons  décrites  jusqu'à  présent  ; et  c’est  un  résultat  de 
calcul  assez  frappant,  qu'une  telle  courbe  puisse  être  décrite  par 
l’action  de  deux  forces  qui,  considérées  séparément,  ne  pourraient 
faire  décrire  qu'une  ellipse.  Si  l’on  demandait,  dans  ce  cas,  quel 
est  le  temps  moyen  d'une  révolution,  il  faudra  entendre  par  demi- 
révolution  le  passage  d'un  point  d’intersection  tel  que  l3  au  point 
d'intersection  suivant  l4,  pendant  lequel  4 varie  depuis  3 vr  jusqu’à /çr- 
En  généra),  si  l'on  calcule,  par  les  formules  données  ci-dessus,  le 
temps  écoulé  depuis  4— 0 jusqu’à  4=1  ce  temps  sera  celui 
des  I premières  demi-révolutions  ; et  en  le  divisant  par  I on  aura 
le  temps  moyen  d’une  demi-révolution,  lequel  approchera  d'autaut 
plus  d'une  valeur  constante,  que  I sera  plus  grand;  d’où  il  suit  qu’à 
mesure  que  4 augmente,  les  temps  des  demi-révolutions  tendent 
de  plus  eu  plus  vers  l’égalité.  » 

On  pourrait  aussi  considérer  le  mouvement  du  corps  comme  une 
espèce  de  mouvement  d'oscillation  , dans  lequel  le  corps  passe  suc- 
cessivement d’une  apside  supérieure  telle  que  S*  à l’apside  suivante  S3, 
puis  de  S3  à S4,  et  ainsi  de  suite.  Ces  sortes  d'oscillations  vont  en 
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diminuant  d'étendue , à mesure  que  le  corps  s'approche  du  centre  G, 
mais  elles  finissent  par  s'effectuer  toutes  dans  le  même  temps. 

Développement  du  cas  V. 

aoo.  Les  cas  I et  II,  et  tous  ceux  qui  en  dépendent,  ont  un  ca- 
raclère  commun  et  distinctif  qui  consiste  en  ce  que  les  intersections 
de  la  courbe  avec  l’axe  ne  peuvent  avoir  lieu  que  dans  les  parties 

DE,  KL  situées  entre  les  deux  ellipses  terminalrices.  Les  cas  III  . 
et  IV  se  distinguent  des  premiers,  en  ce  que  les  intersections  de  la 
courbe  avec  son  axe  ont  lieu,  non-seulement  dans  les  deux  parties 

DF, GL  comprises  entre  les  ellipses  p'=m,  p'  — o,  mais  encore 
dans  la  partie  de  l’axe  FG  comprise  entre  les  deux  centres.  Les  cas 
V et  VI,  qui  nous  restent  à examiner,  se  distinguent  des  autres  en 
ce  que  les  intersections  de  la  courbe  avec  l’axe  n’ont  lieu  que  dans 
les  deux  parties  FG,  GL  qui  sont  adjacentes  au  centre  G.  Il  y a 
donc  dans  ces  deux  derniers  cas  une  partie  de  l’axe  DE,  même  une 

partie  FI*  de  la  droite  FG,  déterminée  par  la  valeur  jrp=ct,où  il  ne 

peut  y avoir  aucune  intersection  de  la  courbe.  Cela  s’explique  par 
la  prépondérance  de  la  force  qui  agit  au  centre  G,  soit  à raison  de 
l’intensité,  soit  à raison  d’une  moindre  distance. 

Cette  propriété  des  deux  cas  V et  VI  qui  les  distingue  de  tous  les 

autres,  est  fondée  sur  les  valeurs  q — et  9 = ^^,  qui  ne  peuvent 

jamais  se  réduire  à zéro.  Ainsi,  il  n’y  a aucune  intersection  entre 
les  points  E et  F ; et  la  moindre  valeur  de  <}‘  étant  a,  si  l’on  prend 

sur  la  droite  de  FG  le  point  I*  tel  que  j^-=a,  il  ne  pourra  y avoir  non 

plus  aucune  intersection  entre  F et  I*,  puisque  cette  intersection 
supposerait  une  valeur  de  plus  petite  que  a. 

aoi.  Nous  avons  déjà  suffisamment  expliqué  la  manière  de  trouver 
les  diverses  intersections  de  la  courbe  avec  son  axe.  On  sait  que  les 
points  B',  B*,  B3,  etc.,  situés  sur  la  partie  GL  de  l'axe,  se  trouvent 
en  faisant  7 = 00,  ce  qui  donne  successivement  £=ir,  rr,  3ir,  etc. 
(On  ne  fait  pas  £=  o,  parce  que  fa  première  valeur  de  £ étant  s,  la 


/fit  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL, 

valeur  Ç=o  se  rapporterait  à une  époque  antérieure  à l'origine  du 
mouvement.)  Soit,  en  général,  y la  valeur  de  4»  qui  répond  à la 
valeur  Ç = mr,  le  point  correspondant  B"  se  déterminera  par  l'équa- 
tion î— - c*»în'^* = F5*'  Al  egard  des  points  d’intersection  1‘,  1*,  I*,  etc., 

situes  entre  les  centres  F et  G,  ils  font  partie  de  la  suite  des  apsides 
tant  supérieures  qu'inférieures  S1,  1‘,  S*,  I*,  Ss,  IJ,  etc.,  à laquelle 
répondent  les  valeurs  4'  = ï^'>  ->r,  |-jr,  rr,  f-jr,  5ir,  etc.  Appelant 
donc  X',  X",  X'",  etc.,  les  valeurs  correspondantes  de  Ç,  et  calculant 
ces  valeurs  comme  dans  l'art.  1 83 , on  connaîtra  à la  fois  les  points 
1',  1‘,  l5,  etc.,  qui  sont  censés  les  apsides  inférieures  de  la  courbe, 
et  ses  apsides  supérieures  S',  S*,  S3,  etc. 

aoa.  Pour  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même  après  un  certain 
nombre  de  révolutions,  il  faut  qu’on  ait  à la  fois  •$,  = alx , 

Ç = aLT-f-*,  I et  L étant  des  entiers,  ce  qui  donnera  = y. 
Ainsi,  toutes  les  fois  que  yy  sera  une  quantité  rationnelle,  son  ex- 
pression la  plus  simple  y fera  connaître  les  valeurs  •»{,  = alir, 

Ç = aLT-l-«,  qui  ont  lieu  après  l'achèvement  de  la  première  pé- 
riode; et  cette  période  devra  se  renouveler  à l’infini. 

Par  la  valeur  4.  = al -tt,  ou  voit  que  le  nombre  des  points  d'inter- 
section 1 est  al;  et  par  la  valeur  Ç=tLx-{-  s,  on  voit  que  le  nombre 
des  points  d’intersection  B est  aL;  et  comme  cbaque  intersection 
répond  à une  demi-révolution,  il  s’ensuit  que  la  courbe  rentrera  sur 
elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  égal  à 1 — f—  L. 

ao3.  Si  le  rapport  est  irrationnel, l’orbite  sera  composée  d’une 

infinité  de  révolutions  inégales  entr'elles  ; et  il  n’est  ancnn  point  de 

l'axe,  dans  toute  la  partie  IGL  prise  à compter  du  point  I où  l’on  a 

FI  ...  . , . 

jjï  = a,  qui  ne  puisse  etre  regarde  comme  un  point  d intersection 

de  la  courbe  avec  l'axe. 

• • • kV,c 

Au  contraire,  si  la  quantité  est  rationnelle,  il  n'y  aura  qu’un 
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certain  nombre  d'intersections,  dont  on  a vu  que  le  nombre  est 
al-f-aL.  Mais  la  question  est  de  savoir  si  le  centre  G peut  être  un 
de  ces  points  d'intersection. 

Pour  qu’il  en  soit  un , il  faut  qu’on  ait  à la  fois  4 = or,  Ç=  to, 
i et  l étant  des  entiers.  Or,  si  d'après  l'hypothèse  = y-,  on  fait 

F'x  = Ix,  /Flc  = L%,  l'équation  de  la  courbe  £F (c,  4)  = F(*,f) — 
F(x,  *)  donnera  dans  ce  cas 

F(*,«)  = ax(K-L,). 


Et  comme  en  vertu  de  l’indétermination  des  nombres  i et  /,  on  peut 
faire  à volonté  U — Li=  l , a,  3,  etc.,  il  s’ensuit  que  le  cas  dont  il 
s’agit  aura  effectivement  lieu,  si  la  fonction  F (a,  s)  est  égale  à ax>  ou 
à un  multiple  de  ax,  moindre  cependant  que  nlx>  puisque  s doit 
toujours  être  moindre  que  v.  Ces  cas  seront  une  exception  à la  loi 
générale  de  l’art.  202  ; car  lorsque  le  corps  parvient  à l'un  des  centres 
des  forces,  la  continuation  de  son  mouvement  ne  peut  se  déter- 
miner par  les  mêmes  formules,  qu’en  altérant  infiniment  peu  les  élé- 
mens  ou  l’un  des  élémens  de  l’orbite , de  manière  qu’elle  ne  passe  pas 
loul-à-fait  par  le  centre)  mais  quelle  en  approche  jusqu’à  une  dis- 
tance aussi  petite  qu’on  voudra. 


204.  Si  l’on  veut  avoir  l’expression  générale  du  temps  dans  le  cas 
V,  la  première  partie  i qui  dépend  de  4 se  déterminera  comme 
dans  l’art.  188.  Quant  à la  seconde  partie  on  la  trouvera  par  la 

formule  ( i , dans  laquelle  il  faut  substituer  les  va- 


leurs q — 


V‘  à±_ 


• t— r>  77T\ — 777ür~ — 777 r-r— rr , ce  qui  donnera,  en 

Mnî  yy  y(M« — A*)  V'C1 — « «n  Ç)  1 ’ 


Jl TV.’  Ç *‘n*  C 

Soit  N = (r  + 1 ) (v  -t-  x*) , on  aura , par  les  réductions  connues , 


.« Tf  r »A»infco»4  ■ 

aîl  ^ 


(>  + 7>(x,0-E(^0  +(»-7>(-,*,Ç)3 
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et  si  on  appelle  T"  la  valeur  de  f lorsque  £=jflr,  on  aura 

T'= a [('+  V>—E,‘+ (■  ->'(-.  «)]■ 

D ailleurs,  eu  faisant  « = tang‘<f,  ou  j = cot#cf,  et  ff*=  x — x% 
on  a 


^^tni(r)x)-sin-J'F'*]=>+(F-x-E'x)F(ff,/)-F'xE(e,<f); 
donc,  en  appelant  K' le  second  membre  de  cette  équation,  il  viendra 


—£•■+(— 7) 


K'  ain/cos  t ~|_ 
Û(C,  i)  J 


D’après  ces  deux  formules,  il  sera  aisé  de  trouver  le  temps  employé 
par  le  corps  à parvenir  a un  point  quelconque  de  son  orbite,  déter- 
miné par  les  valeurs  4 = I»  + •4»',  Ç—Lit-i-Ç',  entre  lesquelles  on 
a l’équation 


AF'e 

F'. 


FÇ.,  Q— F(«, .) 
F‘« 


Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  V. 


ao5.  Soit  d’abord  c=x,  et  (7 , 011 1 


c*=x*= 


f«— f* 

ae*  4-  »*’ 


Ainsi,  pourvu  qu’on  prenne  f>  t,  on  aura  une  valeur  convenable  du 
module  c.  Soit  donné  en  outre  le  rapport  on  aura,  pour  détermi- 
ner mm',  l’équation 

mm' 6a(  1 -4-r*)*  AB  ’ 

(i+mm')‘  1+6’  "(A  + Bj** 


ensuite  m et  m seront  connus  par  les  valeurs  m = g y/ mm  , 

1 b . / — » 

m = - V mm  . 

c 

Ces  valeurs  ayant  lieu,  aiusi  que  les  deux  équations  de  l’art  193, 

entre 
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entre  les  données  m%  p.  et  V,  relatives  à l’ctat  initial,  la  courbe 
décrite  aura  pour  équation  jF(4)  = c(FÇ'  — Ft),  c étant  le  module 
commun  ; on  aura  en  même  temps 

c\/m'.  sin'J’  t/« 

P~~  |/(i— c*»in*4)»  1— ' itaÇ* 

et  ce  système  comprendra  une  infinité  de  courbes  algébriques.' 

ao6.  Soit,  par  exemple,  e = 2,  t=i,  on  aura  c*=i,  £*=3, 
et  la  valeur  de  mm'  devra  être  tirée  de  l’équation  -, — = 

1 (l+mm)’ 

ensuite  on  aura  m — y'Ç-mm1) , m1—  im.  Supposons  de 
plus,  que  la  position  initiale  du  point  A est  telle,  qu’on  a F’£=|  F'c, 

ce  qui  donne  sin  t = ■■■■  1 , , cose= n!  voici  comment  on 

^ VC'+i)’  VC'+^O’ 

trouvera  la  figure  de  la  courbe  d’après  son  équation  î F-<J.=F£ — ^F'c. 

Pour  avoir  le  premier  point  d’intersection  B',  soit  Ç = vr,  on  aura  Fig.  aj. 
et  p'—m;  donc  ce  point  coïncide  avec  l’extrémité  L du 
diamètre  de  l'ellipse  pl=m,  et  il  est  en  même  temps  une  apside 
supérieure  de  la  courbe. 

Soit  ensuite  •4,=ir,  afin  d'avoir  le  point  d’intersection  I',  on  aura 
FÇ'={F‘c,  ou  Ç=asr — t;  ainsi  le  point  I'  coïncide  avec  le  point  A, 
ce  qui,  d'ailleurs,  résulte  de  ce  que  la  tangente  en  L est  perpendi- 
culaire à ^’axe,  et  qu’ainsi  les  deux  parties  de  la  trajectoire  situées 
des  deux  côtés  de  l’axe  doivent  être  égales  et  semblables. 

Pour  avoir  la  seconde  apside  supérieure  S*,  soit  ^J.  =^7r,  on  aura 
F£  = 3F'c,  et  par  conséquent  £=-;7r;  ainsi  le  point  S*  sera  dé- 
terminé par  les  valeurs  p’—m,  ÿ*  = a. 

Du  point  S*,  le  corps  reviendra  vers  l’axe , et  le  coupera  au  point  où 
4 = atf j alors  on  aura  Ff=^F,c  = Frr-f-Fs,  et  par  conséquent 
£=7r-{-r.  Donc  ce  point  d'intersection  n’est  autre  que  le  poiut  A. 

207.  On  pourrait  penser  d'abord  que  le  corps  qui  a suivi  la  route 
A/n'S*  pour  aller  à l’apside  supérieure  S*,  revient  par  une  autre 
route  au  point  A,  et  qu’il  décrit  une  foliole  dont  la  pointe  aboutit  au 
point  A;  mais  cette  supposition  ne  s’accorderait  pas  avec  le  principe 
général  (n*  i35),  que  jamais  plus  de  deux  branches  de  courbe  ne  se 

50 
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rencontrent  en  un  même  point  A.  U faut  donc  que  la  seconde  branche 
de  la  foliole,  si  elle  existe,  ait  an  point  A la  même  tangente  que  l’nne 
ou  l’autre  des  branches  Ara,  Am'. 

Mâis  eu  examinant  la  chose  avec  plus  d’attention , on  reconnaît 
bientôt  que  cette  foliole  n’est  qu’un  même  arc  de  conrbe  S*m"A, 
comme  si  sa  largeur  était  infiniment  petite  dans  toute  son  étendue. 

Pour  s’assurer  de  l’existence  de  cette  singularité,  soit  ra" un  point 
de  l’orbite  avant  le  point  S*  où  l’on  a 4 =fw—  s-,  £=  fi,  et  ra'” 
un  point  de  l’orbite  passé  Je  point  S*,  où  l’on  a v, 

£ = | ar  -f-  B',  on  aura  les  deux  équations 

*¥(*»-#)  «Fftw -9), 
iFftar  4-<r)  = F(i*--f-6'); 

d’où  résulte  6'  = fi.  Donc  les  deux  points  ra”,  ni"  répondent  aux 
mêmes  valeurs  de  p et  q,  et  ainsi  ils  ne  font  qu'un  seul  et  même 
point. 

De  là  on  voit  que  le  corps,  après  être  parvenu  à l’apside  supé- 
rieure S*,  doit  revenir  sur  ses  pas  en  décrivant  précisément  le  même 
arc  de  courbe  de  S*  en  A,  qu’il  avait  décrit  en  allant  de  A à S*. 

308.  Ce  résultat  ne  peut  avoir  lieu  à moins  que  la  vitesse  au 
point  S*  ne  soit  nulle.  En  effet,  la  vitesse  en  un  point  quelconque 
étant  uommée  v,  on  aura,  d’après  l’équation  (i) , 

t «•'* = (j?^!+rq^r)  (*— «V*— (i+w). 

Faisant  p*  = ra,  ÿ*=«,  et  substituant  pour  jaV*  la  valeur  trouvée 
art.  n5,  dans  laquelle  on  fera  on  aura  au  point  S* 

iav*  ___('  — mVT~A(i— am.)  B(«— am)~j 

* am**t- 1 L m-pn  i+am  J' 

Pour  que  v se  réduise  à zéro,  il  faut  donc  qu’on  ait 

A ara’  -+■  ma  — a' 

B i — ma— ara*»’’ 

Mais  puisque  x‘=  j = — , ona  a'a=ia  et  a-4-ee'  ou 
de  ces  deux  équations  combinées  résulte  une  nouvelle  valeur  de  , 
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A 5A-6W  (AH-B)*_ . 

B 3-J-amV'  uout  B — aA/n*  ,s  — aAm*)‘ ' 


celle  dernière  se  réduit  à - — '*m  - a ■ 7?  A,  Pp  v. , et  s’accorde 

Qt+am*)*  35  (A-f-B)*7 

par  conséquent  avec  Féquation  qui  sert  à déterminer  = 
li  est  démontré  ainsi,  d’une  manière  générale,  que  la  vitesse  au 
point  S*  est  nulle. 

Cette  vérification  deviendrait  plus  facile  dans  les  cas  particuliers. 
Soit,  par  exemple,  ^ = f,  on  aura  «j=  ÿ,  m' =z  j,  a=i,  ce 
qui  donne  immédiatement  v=o. 


209.  On  voit  dans  cet  exemple  que  le  corps  parti  de  À déerilFig. 
d'abord  la  feuille  Amhm'A;  que,  revenu  au  point  A,  avec  une 
vitesse  égale  à la  vitesse  initiale,  mais  dirigée  de  manière  que  l'angle 

F Am"  est  le  supplément  de  FArn,  il  se  ment  dans  la  branche 
Am''S*,  jusqu’au  point  S*,  dans  lequel  celle  branche  rencontre  l’el- 
lipse  termînalrice  p*  — m.  Le  corps  ayant  perdu  toute  sa  vitesse  au 
point  S*,  il  revient  sur  ses  pas  etdécritla  mèmecourbe  S'nt'Am'hmA, 
qui  le  ramène  de  nouveau  au  point  A ; et  enfin  il  décrit  au-dessous 
de  l’axe  la  branche  AS4,  entièrementaenihlableà  AS*  ; il  fait  ainsi  des 
oscillations  dont  le  milieu  est  au  point  L,  et  qui  se  terminent  al- 
ternativement aux  points  S*  et  S4. 

Au  reste,  «me  courbe  algébrique  ne  pouvant  pas  être  terminée 
brusquement  en  S*  et  S4,  les  branches  AS*,  AS4  ont  sans  douta 
une  coutianation  qui  ne  peut  plus  cire  «présentée  par  les  valeurs 

ci/m—  simè  t/-  • ’*i  «.  . ..  . . 

v = -77 — — ttt  , 7 = , mais  qu  a serait  facile  de  construira 

~ t/(i  — c‘»inSf>)  * ' sidÇ*  ~ 

par  d’autres  moyens. 

• 

210.  Pour  avoir  la  durée  d'une  oscillation,  il  suffira  de  doubler 
le  temps  que  le  corps  met  à parcourir  la  partie  S‘Am'L,  ou  la 
partie  S4AmL.  Nous  avons  fixé  l’origine  du  mouvement  au  point  A; 
mais  on  peut  supposer  qu’avant  d’arriver  en  A le  corps  était  parti 
du  point  S4;  relativement  au  point  A,  où  l’on  a ->j.  = o et  Ç = s, 
le  point  S4,  qui  appartient  à une  époque  antérieure,  est  représenté 
par  les  valeurs  ■>{,  = — jir,  Ç = — | ?r , et  le  point  L l’est  par  les 
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valeurs  4 = ï'7r>  < = *’•  Donc  s*  l on  désigne  par  /'(4)  et  t"(Ç), 
les  parties  du  temps  qui  dépendent  des  variables  4 et  £,  ces  par- 
ties étant  prises  de  mauière  qu’elles  s’évanouissent  lorsque  les  va- 
riables sont  nulles , et  qu’on  appelle  T le  temps  d’une  oscillation, 
on  aura  ~ T = -f-  5/"(ït),  ou,  suivant  les  dénominations 

déjà  usitées  , T = 4T'  -f-  10T". 

Dans  le  cas  pris  pour  exemple,  où  l’on  a g = |,ni=j,  rn'—i, 
a — 1,  on  trouvera,  toutes  réductions  faites. 


T s= 


4vCA-t-,J) 


aiF’c — 3E‘c  + 


7K\ 
b )> 


formule  où  K'  = i^  -f-  (F’c—  E’c)F(6,  -Jtt)— F'cE(i, 


au.  Les  courbes  algébriques  dont  nous  venons  de  donner  un 
exemple,  résultent  de  la  supposition  x = c;  il  serait  facile  d’obte- 
nir d'autres  séries  infinies  de  courbes  algébriques,  en  supposant 
x — x=c“*,  etc.  Mais  nous  n’entrerons  pas  dans  ces  détails , 

et  nous  préférons  de  traiter  encore  avec  toute  l’étendue  nécessaire,  un 
cas  fort  remarquable  compris  dans  les  formules  précédentes. 

• . t t » 1 wifn 

Soit  encore  e=a,  1=1,  lOn  aura  c* — j,  b — -j, 


AB 


+ 3 


(1  + /wn')* 


-,  ra:=:- VW,  m’  — zm,  ——  — 


=tr-(A+B)*»  " — • ' 7 4« 

ccs  quantités  seront  toutes  connues,  lorsqu’on  donnera  le  rap- 

port  -g. 

Supposons,  de  plus,  que  là  tangente  en  A est  perpendiculaire  à l’axe; 
on  aura  ft  = et  l’équation  entre  pt  et  m'  de  l’art.  19a , combinée 
avec  l’équation  précédente  entre  et  et  m,  donnera  et' — 4a/n°+3m**=o; 
d’où  résultent  deux  valeurs  de  ni*,  savoir,  m°=et  et  ni*=j®.  Enfin  la 

....  ,,  . ...  .•  ; oV* ( 1 ■+■  m")*  am* 

vitesse  initiale  se  déterminera  par  1 équation  j— g = — — — V+am*’ 

Au  moyen  de  ces  données,  l’équation  de  la  courbe  décrite  sera 

4 c l/sm . sin  4" 

F4  = aFÇ  » et  on  aura  en  meme  temps  p = yç,  » 

9=  V*‘ — ç • 

Soit,  par  exemple,  ^ = ~r*,  on  trouvera  W = ■§ , m = W 5, 
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3,  a —c;  a'=jc;  et  si  l’on  prend  m‘=c}  on  aura... 
£-(i-f-ac). 


ioV* 


A + B 


2 u.  Voyons  maintenant,  d’après  ces  équations,  quelle  est  la  figure  Fig.  a8 
de  la  courbe.  A partir  du  point  A,  le  corps  monte  vers  l’apside  su- 
périeure S‘,  où  l’on  a 4=4*,  FÇ=ïF‘c,  sinf=  Ce  point 

est  donc  déterminé  par  les  valeurs  p‘=m,  q‘=za(\  +é). 

Pour  avoir  le  premier  point  d’intersection  B’,  il  faut  faire  Ç==-;7r, 
ce  qui  donne  4 =ir;  donc  on  a à la  fojs  p = o,  9=00,  et  par 
conséquent  le  point  d’intersection  B1  se  confond  avec  le  centre  G.  Il 
n’est  pas  nécessaire  d’aller  plus  loin,  puisque  la  continuation  du 
mouvement  au-delà  de  G ne  parait  pas  pouvoir  être  donnée  par  nos 
formules,  ou  du  moins  est  l’objet  d’une  difficulté  particulière. 


ai3.  Si  l’on  veut  conuaitre  l'angle  que  la  courbe  fait  au  point  G 
avec  l’axe,  il  faut  considérer  un  point  infiniment  proche  de  G. Soit,  dans 
ce  point,  Ç—i* — /,  et  4 — — *>  J'  el  » étant  infiniment  petits, 

on  auraF£=F'c  — F4  = 2F'c—  >1.  Substituant  ces  valeurs  dans 

l'équation  de  la  courbe  F4=aFÇ',  on  aura  >1  = y.  Donc,  au  point  m, 
infiniment  proche  de  G,  on  a p-=.c\/ 3m. n,  17  = -^-,  et  par  consé- 
quent pqz=3C{/(3ma).  Soit  fl  l'angle  de  la  tangente  en  G avec  l’axe, 
fl  sera  la  valeur  de  a>  au  point  G,  cl  on  aura  tang ±6=pq=  acharna). 

• Ainsi,  dans  l'exemple  de  l’art,  ai  i,tangïfl=j/f=è,cUangfl=4/a4,  , 
ou  0=78°27'.7S  à peu  près. 

ai 4*  11  y a un  cas  où  l’on  aurait  6=90’,  c’est  lorsque  ma.  = gp— 

a 4 m(A-^R)  ••  /*•»  1 t*'«* 

Or,  on  a ^ a = » aiusi>  en  ‘aisanl  am  = ï,  on  aura  I équation 

, _m(A+B^  <i’où  r(;su]^e  am»  = —5—  ; substituant  cette  valeur 

*.  |B — aAm*  ’ aA-f-B’ 

dans  l’équation  ==  fi  . , on  aura  \=&.  Tel  est 

donc  le  rapport  qu’il  doit  y avoir  entre  les  forces  A et  B,  pour  que 
l’angle  8 soit  de  90°;  dans  ce  cas  on  aurait  « = —7^  = m*. 
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Par  la  valeur  de  m • égalé  au  rapport  - -,  on  connaît  la  position  du 

point  A,  et  la  vitesse  initiale  V dirigée  perpendiculairement  à FG,  ' 

telles,  que  le  corps,  après  une  seule  demi-révolution,  tombera  per- 
pendiculairement sur  l'axe  au  point  G.  Dans  ce  cas, il  n'y  a pas  de  raison 
pour  que  le  corps  ne  continue  son  mouvement  au-dessous  de  l’axe, 
en  décrivant  une  courbe  égale  et  semblable  à celle  qu’il  a décrite  au- 
dessus  de  l’axe.  Il  reviendra  donc, apres  une  autre  demi-révolution, 
au  point  de  départ  A ; et  la  période  composée  ainsi  d’une  seule  révolu- 
tion devra  se  répéter  à l'infini.  Ce  mouvenieut  est  extrêmement  simple, 
eu  égard  à 1a  complication  des  causes  qui  le  produisent;  mais  on  ne 
peut  douter  qu’il  n’ait  lieu  réellement,  ce  résultat  étant  fondé  sur 
des  calculs  qui  ne  sont  sujets  à aucune  difficulté.  D’ailleurs,  il  est 
de  principe,  que  si  la  vitesse  avec  laquelle  le  corps  arrive  au  point  G 
lui  était  restituée  tout  à coup  en  sens  contraire,  ce  corps  reviendrait 
sur  ses  pas  en  décrivant  la  même  courbe,  et  retrouverait  aux  mêmes 
points  les  mêmes  degrés  de  vltesso  en  sens  contraire.  Or,  une  pa- 
reille circonstance  a lieu  relativement  à la  partie  de  l’orbite  qui  sera 
décrite  passe  le  point  G,  et  qui  devra  être  égale  à l’autre  partie. 

ai 5.  11  n'en  sera  pas  de  même  dans  tout  autre  cas,  et  notamment 
dans  l’exemple  où  nous  avons  supposé  ^ = On  ne  voit  plus 

alors  comment  le  mouvement  doit  se  continuer  au-dessous  de  l’axe; 
car  en  supposant  qu’il  se  continue  ainsi,  les  quantités  p et  </  ne 
seraient  plus  réelles,  et  les  formules  cesseraient  d’être  exactes. 
L’analyse  donne  cependant  nne  solution  de  celte  difficulté. 

Suivant  l’analyse,  le  corps,  parvenu  au  point  G,  n’ira  point  au- 
delà,  mais  reviendra  sur  scs  pas  en  décrivant  la  même  courbe  qu’il 
a déjà  décrite.  Le  corps  arrivera  donc  au  point  A avec  une  vitesse 
égale  à la  vitesse  initiale,  et  dirigée  en  sens  contraire.  Eu  vertu  de 
celte  vitesse  il  continuera  son  mouvement,  en  décrivant  une  courbe 
entièrement  semblable  de  l’autre  côté  de  l’axe;  il  reviendra  donc 
encore  au  point  G.  Du  point  G,  il  retournera  sur  ses  pas;  et  il  dé- 
crira ainsi,  par  un  mouvement  d’oscillation,  une  courbe  dont  le 
point  A sera  le  milieu,  cl  dont  les  extrémités  coïncideront  avec  le 
centre  G. 


Digitized  by  Google 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  U.  47* 

ai6.  Pour  faire  voir  que  cette  solution  est  en  effet  donnée  par 
l’analyse,  je  reprends  l'équation  F4  = aEÇ>  et  faisant  successive- 
ment 4 = — u>  4 = *+«,  je  dis  que  les  valeurs  correspon- 

dantes de  Ç seront  Ç=ï7r  — v,  Ç=ï7r-j-t>;  de  sorte  qu’on  aura  à 
la  fois 

F (ir  — u)  = aF(jir  — **), 

F (7r  + u)  = 2F(ivr  -f-  r). 


En  effet,  si  l’on  ajoute  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  iden- 
tique aF7r=  aFvr  ; donc  la  seconde  équation  est  une  suite  nécessaire 
de  la  première.  Soit  M le  lieu  du  corps  correspondant  aux  valeurs 

4=7T  — u,  £= j tt  — v , on  aura , dans  ce  point,  p = 

T ’ ' J J r ’ ' — c*jm*u) 

q = \/ a. . ' ' J03  Ce»  valeurs  ont  lieu  avant  que  le  corps 

parvienne  au  ceulre  G.  Si  ensuite  on  change  les  signes  de  u et  de  v, 
afin  d’avoir  la  position  du  corps  qui  répond  aux  valeurs  4 = tt-I 
Çz=Î7r-t~  v,  on  voit  que  les  variables  p ci  q changent  de  signe  l’une 
et  l'autre,  mais  conservent  les  mêmes  valeurs  ; d’où  il  suit  que  les 

angles  u et  <p,  déterminés  par  les  valeurs  tangio>=y>7,  tangips:?, 

restent  les  mêmes  ; donc  le  corps  doit  se  retrouver  encore  au  point  M. 
Ainsi,  le  corps,  après  être  parvenu  au  point  G,  revient  sur  ses  pas 
en  suivant  la  même  route,  comme  si  sa  vitesse  avait  été  changée 
tout  à coup  en  une  vitesse  égale  et  directement  opposée. 

Nous  ne  dissimulons  pas  que  cette  explication  est  peu  satisfaisante 
en  elle-même,  et  qu’elle  ne  peut  guère  être  admise  que  comme  un 
résultat  de  pur  calcul  ; cependant  on  verra  bientôt  qu’elle  peut  être 
justifiée,  en  altérant  infiniment  peu  la  vitesse  initiale. 


017.  Pour  avoir  une  idée  de  la  figure  complète  de  la  courbe,  dans 
l'exemple  que  nous  avons  choisi  art.  31 1 , nous  observerons  d’abord 
que  l'expression  des  coordonnées  en  fonctions  de  p et  q étant 


GP 


— j—  — 1 ai\—  PlüÛ—,  PM  = r = ïSH 

(1— p*)(l  +?’)  * U—P')  (!+<?') 


Qapq 


si  on  élimine  ces  deux  variables  d’après  le  rapport  qui  doit  exister 
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entr'ellcs,  le  résultat  sera  indépendant  de  la  supposition  que  p et  q 
sont  réels,  et  il  servira  à déterminer  la  courbe  dans  toute  son  éteudue. 

Or,  l'équation  F-^asaF^  peut  être  remplacée  par  l’équation  al- 
gébrique tangi  4-  = tangf  j/(i  — c*sin*£);  et  puisqu'on  a en  meme 


,cmP*  A>=t/(,-c.^> 


l/ic.âin^  , t^(i — c*cm*£)  • • | 

7-1 î-ttï  , <1  = i/c.— = — — , si  on  elunme  4 

ri  — ' ' r COS  Ç * T 


et  £ de  ces  équations,  la  relation  entre  p et  g sera  donnée  par 
l'équation 

. _ ag*(?*--0(V— 0 

' (3  g1 — 2<q‘  -f-  c'Y 


Ayant  ainsi  exprimé  p%  par  le  moyen  de  q',  la  courbe  sera  facile 
à construire  daus  son  entier,  en  employant  toutes  les  valeurs,  tant 
positives  que  négatives , de  p%  cl  q%. 

Fig.  28.  ai8.  Les  valeurs  de  q% , depuis  q'  — c jusqu’à  q‘=z<a,  donnent 
la  portion  de  courbe  AS'GS'A , dans  laquelle  le  corps  lait  ses  os- 
cillations, et  qui  se  termine  en  G par  deux  branches  faisant  entr’elles 
un  angle  double  de  78*  37’. 78. 

Les  valeurs  de  q',  depuis  q'= o jusqu'à  q’=cs,  donneront  nais- 
sance à une  autre  portion  de  courbe  DNK.F,  terminée  en  F,  dont 
les  principaux  points  se  déterminent  comme  il  suit. 

Soit  q'—  c’a,  s étant  <1,  on  aura 

, Grt(i  —Q  (3  — ») 

’ (3  — az  -f-  s*)* 

Au  point  D,  où  l’on  a FD  = — courbe  s’élève 

perpendiculairement  à l’âxe,  et  tourne  sa  concavité  du  côté  de  F; 
clic  passe  parle  pointN,  où  l'on  a p'=aq‘,  x — a , y — o . 354a; 
puis  par  le  point  K,  où  l’ordonnée  est  tangente  à la  courbe,  et  où 
l’on  a FH  = 0.  Saga,  HK=o.657a;  vient  enfin  au  point  F , où 
elle  fait  avec  l’axe  un  angle  dont  la  tangente  Pareille  branche 

doit  être  tracée  de  l’autre  côté  de  l’axe. 

Ces  deux  feuilles , qui  offrent  en  F et  en  G des  angles  -,  l’un  de 
près  de  90°,  l’autre  d'environ  157*,  sont  les  seules  qu’on  puisse 
obtenir  en  supposant  p%  et  q'  positifs.  La  nature  des  courbes  algé- 
briques exige  que  ces  feuilles  aient  une  continuation , mais  cette 

continuation 
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continuation  ne  pourra  répondre  qu’à  des  valeurs  négatives  de 
p'  et  de  q‘. 

aig.  D’abord  si  l’on  change  à la  fois  le  signe  de  s,  p'  et  y*,  ce 
qui  donne  toujours  q'==.<*z,  et 

. Scz(i  4- 

P ( $ + ii  + ' 

on  aura 

n(i-pV)  a apq 

x = TC+mr-ty 

Si  ensuite  on  fait  varier  s depuis  z = o jusqu’à  s = ^ = 5i/3,  on 

aura  la  continuation  des  deux  branches  qui  se  croisent  en  F sous 
un  angle  presque  droit. 

, | | 

Soit  s = — — , <f  étant  infiniment  petit,  et  />*=M(r-f-N/),  on 
trouvera  , 

M _ uo  + si^3  _ -j-'  -f-  56y/3 

a4»  * 143  * 

ou  à peu  près  M =o.56oS,  N = 0.7157.  Or,  il  est*àisé  de  con- 
clure d<j  ces  valeurs,  que  la  courbe  a deux  asymptotes  qui  se  ren- 
contrent en  uu  point  X de  l’axe,  où  l'on  a GX=  j «(  1 — N)=a(o.  1 4 a 1 5), 
et  qui  font  de  part  et  d’autre  arec  l’axe , un  angle  X déterminé  par 
la  valeur  tang  jX=t/M,  qUi  donne  X=73'>  38'. 

De  même  si  l’on  fait  varier  2 depuis  s = p jusqu'à  2=  ao , on 

aura  la  continuation  des  branches  qui  se  coupent  en  C,  lesquelles 
s’étendront  à l’infini,  et  auront  dans  un  sens  opposé  les  mêmes 
asymptotes  que  les  branches  qui  se  coupent  en  F. 

aao.  Maintenant,  pour  connaître  plus  facilement  la  vraie  courbe 
que  doit  décrire  le  corps,  d’après  les  données  prises  pour  exemple 
dans  l’art,  an,  nous  conserverons  les  mêmes  forces  A et  B,  dont 
le  rapport  est  de  7 à i5,  le  même  point  A où  commence  le  mou- 

vement  et  où  l’on  a = — ; nous  supposerons  également 

que  la  vitesse  en  A est  perpendiculaire  à l’axe,  mais  nous'  altérerons 
infiniment  peu  cette  vitesse;  et  comme  dans  le  cas  de  fi=~7r, 

60 


474  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

on  a ~z~r~n  — ^ ^ ^ • — T-—-T } et  dans  l'exemple  de  l'art,  an, 
A -f-  ii  m*  1 -f-  mm  * * * 

mm'  a m*  , 

, = — = -i,  nous  supposerons 

i-f-mm  i -f-am*  rr 


î -f-  mm 


= é (■+/); 


de  manière  que  le  quarré  de  la  vitesse  sera  augmenté  dans  le  rap- 
port de  x à i + J1,  étant  considéré  comme  infiniment  petit. 

Cela  posé,  les  valeurs  des  clémens  m,  m',  c,  z,  k,  a,  a'  devien- 
dront infiniment  peu  differentes  de  celles  qui  ont  lieu  dans  l'exemple 
cité  ; et  voici  comment  on  trouvera  ces  nouvelles  valeurs. 

34-3/ 

L’éqnation  précédente  donne  tfabord  mm'  = Ensuite  si, 

dans  l’expression  de  m — m’,  art.  n5,  on  substitue  la  valeur.... 
ïflV*  = ■-  ~ ( A -f-  B)  ■ ( î + cf),  et  qu’on  fasse  en  même  temps 

les  substitutions  /»•  = y/  j ^ , on  aura 


• r- 

De  là  résulte 


(i— a/)at/3 

m —m  — g— . 


m __  i-J-a/ 

m + m'  2^(94-/+/^) 


Substituant  les  valeurs  de  mm1  et  de  m1 — m dans  les  formules  gé- 
nérales du  cas  V qui  servent  à déterminer  * et  on  en  déduira 


donc 
et  enfin 


«=t/f  = m*>  et 


x* 


«'  _ 1—6/ 
„ —3— a?’ 


jg 1 — 3 — 2/ 

— 4^(9  4-/4- Z*)’ 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera 
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AF(c,  4)  = F(x,  Ç),  et  on  aura  en  même  temps  p = 

7 COs.£ 

aai.  Pour  foire  une  application  numérique  de  ces  formules,  soit 
d'abord  <f  = o.ooi , ensorte  que  le  quarré  de  la  vitesse  initiale  soit 
plus  grand  d'un  millième  que  celui  qui  fait  passer  la  courbe  par  le 
centre  G,  on  aura  les  valeurs  approchées  des  constantes  comme 
il  suit: 


log  c = 9. 76166a  c = siu  35*  1 Y,  11  log  F‘c  = o.a3go8i 
log  x = 9.76oa77  x=siu35.  g.37  logF'x  = o.a38754 

log £==9.698813  log  m =9.937495 

log  m =g.G37i34 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  l’axe,' 
il  fout  faire  q=ct>,  ou  £=g'ir,  et  déterminer  4 par  l’équation 
ÀrF'(c,  4)  = ï"‘x-  Or,  comme  k — } est  très-petit,  ainsi  que  c — x, 
on  voit  que  4 diffère  très-peu  de  t;  c’est  pourquoi,  faisant  4=* — 4’» 

on  auraF4,=  2F'c — jF'x  = o.ooi36.  Celte  quantité  étant  trè*-- 

petite,  on  aura,  avec  une  exactitude  suffisante,  4'  = o.ooi36, 

GB*  • , 

et  p%  = c'm'.  4"  = o.oooooo534  = jTjp  On  voit,  par  consé- 
quent, que  le  point  d'intersection  B1  est  à une  distance  de  G qu’on 
peut  regarder  comme  très-petite  de  l’ordre  «f  *. 

aaa.  Pour  avoir  le  second  point  d'intersection  1',  il  faudra  foire 
p — o,  ou  4 = *,  et  on  aura,  pour  déterminer  Ç,  l'équation 
2ÜF'c  = F(x,  Ç)  ; et  comme  a£F'c  est  très-peu  différent  de  F‘x,  on 
pourra  foire  + Ç',  Ç'  étant  une  quantité  très-petite,  ce  qui 

donnera  F(x,Ç)=F'x-j-^r , £ étant  \/(i — x*).  Douc£'=£(a£F'c — F'x) 

1 GI1 

= Sk  (o.ooi3G)  = o.ooo556;  de  là  — = ^=0.000000800  = pp 

Le  point  P,  situé  de  l’autre  côté  de  G,  est  donc  encore  extrême- 
ment près  du  centre  G. 

On  remarquera  que  dans  la  demi-révolution  que  fait  le  corps  en 
passant  du  point  B'  au  point  I‘,  l’espace  parcouru  est  très-petit  de 


t 
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l'ordre  «f1.  Ce  passage  a pour  effet,  de  changer,  dans  un  temps 
excessivement  petit,  la  direction  de  ta  vitesse,  et  de  la  rendre  presque 
diamétralement  opposée. 

aa3.  On  peut  aisémeut  prévoir  qu’à  partir  de  I’,  le  corps  se  trou- 
vera, après  une  demi-révolution,  très-près  du  point  de  départ  A. 
En  effet,  pour  trouver  le  troisième  point  d’intersection  1’,  soit 
4=3V;  il  faudra  déterminer  £ par  l'équation  F(x,  Ç)s=4À'F’c-  U 
en  résulte  à très-peu  près  4-  aÇ',  Ç étant  la  même  quantité 

qu’on  a déjà  trouvée  dans  le  cas  de  4 = ir.  Cette  valeur  donne 
V—  ainsi  le  point  1*  sera  à une  distance  du  point  A 

très-petite  de  l’ordre  <f  * ; il  sera  d’ailleurs  situé  entre  A et  G. 

On  voit  que  le  corps,  après  trois  demi-révolutions,  revient  très- 
près  du  point  de  départ  A.  Alors  sa  vitesse  est  très-peu  différente 
de  la  vitesse  initiale  en  grandeur;  mais  sa  direction  est  à très-peu 
près  diamétralement  opposée. 

224-  Après  le  point  1%  où  l’on  le  corps,  passant  de 

l’autre  cûlé  de  l’axe,  parvient  au  quatrième  point  d’intersection  B*, 
où  l’on  a Ç—Itt,  et  = — 4">  4"  une  quantité  très-pelitet 

de  l’ordre  <f  ; de  sorte  que  la  distance  GB*,  proportionnelle  à 4’,*> 
est  encore  une  quantité  très-petite  de  l’ordre  J%. 

Du  point  B‘  le  corps  passe,  par  un  circuit  très-petit,  à l’inter- 
section suivante  Is,  où  l’on  a et  £ très-peu  différent  de  ’ tt. 

De  là  le  corps  passe  à un  sixième  point  d’intersection  I5  très-voisin 
de  A,  et  les  choses  continuent  de  la  même  manière  pendant  un 
assez  grand  nombre  de  révolutions.  Cependant  l’orbite  finit  pat 
s'éloigner  sensiblement,  tant  du  point  de  départ  A,  que  du  centre  G; 
mais  elle  y revient  après  des  périodes  presqu’égales,  et  les  mêmes 
phénomènes  se  renouvellent. 

225.  Au  reste,  il  est  facile,  par  nos  formules,  de  déterminer  la 
situation  du  corps  après  un’  nombre  quelconque  de  révolutions. 
Veut-on,  par  exemple,  déterminer  la  5oitn"  des  intersections  B*, 

B*,  etc.?  il  faudra  faire  £=iooi.*,  et  chercher  la  valeur  corres- 
pondante de  4-  Un  trouvera,  d’une  manière  approchée,  4—  1001 w 
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GB 

— 73*34';  el  de  là,  p*=o. 3826=^7,  ou  GB=a(o.62o).  On  con- 
naît donc  le  point  B,  où  se  trouve  le  corps  après  Soi  intersections 
à droite,  et  iooo  intersections  à gauche  de  G,  c'est-à-dire  après 
i5oi  demi-révolutions. 

320.  Ayant  calculé  l’orbite  dans  le  cas  de  /=  0.001,  il  importe 
aussi  de  la  calculer  en  supposant  cf  = — 0.001.  Alors,  en  faisant 
la  substitution  dans  les  formules  de  l'art.  320,  on  aura  les  résultats 
strivans  : 

log  0 = 9.761216  log  F'c  = o. 238975  log  2F'c  = o.54ooo5 
Jog*  = 9. 762593  log  F1*  = o.3395o3  log  ^'*=0.540176 
log  * = 9. 699127 

Puisque  aF’c  est  <^F'x,  il  s'ensuit  que  lorsque  Ç=ïtr,  on  a 4 ->?r. 

Donc  la  première  intersection  a lieu  en  un  point  I*  situé  à gauche 
de  G;  c’est  d’ailleurs  ce  qui  s'accorde  avec  la  supposition  faite  sur 
la  vitesse  initiale.  En  faisant  # = o,  la  première  intersection  tombe 
précisément  au  centre  G;  en  faisant  S'  — 0.001,  ce  qui  augmente 
d'un  millième  le  carré  de  la  vitesse,  nous  avons  vu  que  la  première 
intersection  avait  lieu  en  un  point  B'  à droite  de  G;  maintenant  que 
nous  faisons  /= — 0.001,  ce  qui  diminue  d'un  millième  le  carré 
de  la  vitesse,  il  est  tout  simple  que  la  première  intersection  de  l’or- 
bite se  fasse  en  un  point  1'  situé  à gauche  de  G. 

Pour  déterminer  le  point  I',  il  faut  faire  -vJ.  = vr , et  chercher  £ par 
l’équation  F(a,  £)  = 2ÀF‘c;  soit  £=  {tt  — Ç',  on  pourra  supposer 

F(x,  £)  = F'x — ^ , ce  qui  donnera  f'=6(F'x — aÀF'c)  =0.0005579. 

1 r*  ci* 

De  là  — = ~ = 0.00000081 1 = £^r.  Ainsi  la  distance  GI‘  est 

q*  K*1  r I 

très-petite  de  l'ordre  <f*. 

Pour  avoir  l’intersection  suivante  B1,  il  faudra  faire  Ç = r, 

4/  = w + 4/',  ce  qui  donnera  4/—  ^F‘x — 2F‘c  = 0.001 368,  en- 

G B* 

suite  p'  = cVn'-\J,'‘  = o.oooooo54o  = Ainsi  la  distance  GB1' 
est  encore  très-petite  de  l’ordre  cf  \ 
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337.  Ces  résultats,  trouvés  dans  les  hypothèses  /=  0.001, 

<T  = — 0.001 , servent  à expliquer  ce  qui  se  passe  lorsque  /=o. 
On  voit  que  J'  étant  très-petit , positif  ou  négatif,  mais  non  pas  nul, 
le  corps  parti  de  A s'approche  à une  distance  extrêmement  petite 
du  centre  G,  et  décrit  au-dessous  de  l’axe  une  sorte  de  demi-el- 
lipse très-petite,  au  moyen  de  laquelle  la  vitesse  change  subitement 
de  direction,  et  en  prend  une  presque  diamétralement  opposée.  Il 
revient  donc  sur  ses  pas  par  une  route  très-peu  différente  de  celle 
qu’il  a suivie,  et  arrive,  après  une  troisième  demi-révolution,  en 
un  point  de  l'axe  très-voisin  du  point  A.  La  vitesse  en  ce  point  étant 
très-peu  différente  de  la  vitesse  initiale,  mais  dirigée  dans  un  sens 
à très-peu  près  opposé,  le  corps  vient  de  nouveau  rencontrer  l’axe 
en  un  point  très-voisin  de  G;  là  il  décrit  encore  autour  de  G une 
sorte  de  demi-ellipse  très-petite  qui  change  tout  à coup  sa  direction  et 
le  reporte  de  nouveau  vers  un  point  de  l’axe  fort  voisin  du  point  de 
départ  A.  Les  parties  de  courbe  décrites  autour  du  centre  G,  d’abord 
excessivement  petites,  s'agrandissent  de  plus  en  plus,  et  au  bout 
d’un  certain  temps,  les  demi-révolutions  successives  deviennent 
de  moins  en  moins  inégales  en  étendue  comme  en  durée.  Dans  ce 
mouvementée  corps  ne  peut  revenir  au  point  de  départ,  à moins 

que  la  quantité. ~~  n’ait  une  valeur  rationnelle;  mais  l'orbite  est 

toujours  limitée  par  le  périmètre  de  l’ellipse  p's=m,  et  elle  touche 
ce  périmètre  dans  uue  infinité  de  points  qui  sont  ses  apsides  supé- 
rieures, et  qu’on  peut  aisément  déterminer. 

Au  reste,  l’anomalie  qui  a lieu  au  commencement  du  mouvement, 
c’est-à-dire  l’extrême  inégalité  de  deux  demi-révolutions  successives,  se 
renouvelle  à des  époques  déterminées  , dont  les  intervalles  sont  à peu 

près  égaux  ou  toul-à-fait  égaux,  si  la  quantité  est  rationnelle.  Car  si 

l'on  fait  à la  fois  4 =ïw-Hj/,  Ç=I.7r-j-Ç',  l’équation  AF (c,  ->J.)=F(x,  Ç) 
deviendra  AF(c,  = F(x,  £'),  pourvu  qu’on  ait  ÀLF'c  = LF'x; 
or,  on  peut  prendre  les  entiers  I et  L assez  grands  pour  que  cette 

équation  ait  lieu,  ou  exactement,  ou  aux  quantités  près  de  l’ordre  , 

CM 

lesquelles  peuvent  être  supposées  plus  petites  que  le  rapport  , 
M étant  le  point  d’intersection  le  plus  voisin  de  G. 
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228.  On  voit  maintenant  comment  le  calcul  explique  la  posai*  pjg  ag, 
bilité  que  le  corps  parcoure  l’orbite  anguleuse  AS’G,  dans  l’exemple 
de  l’art.  21 1,  et  dans  les  cas  semblables  où  le  corps,  parti  de  A, 
doit  parvenir  au  centre  G.  11  faut  supposer  que  la  vitesse  initiale  est 
infiniment  peu  différente  de  celle  qui  est  nécessaire  pour  que  le 
corps  parvienne  exactement  an  centre  G;  qu’en  vertu  de  cette  diffé- 
rence, le  corps  ne  parvient  pas  précisément  au  centre  G,  mais  qu’il 
en  approche  jusqu’à  une  distance  infiniment  petite  du  second  ordre; 
que  dans  cette  proximité,  où  le  corps  a une  vitesse  presqu'infinie, 
il  décrit  au-dessous  de  l'axe  une  sorte  de  demi-ellipse  infiniment 
petite,  au  moyen  de  laquelle  son  mouvement  acquiert  dans  un  ins- 
tant une  direction  opposée.  11  revient  donc  Sur  ses  pas,  arrive  à un 
point  de  l’axe  infiniment  près  de  A,  continue  sa  route  au-dessous  de 
l'axe,  s’approche  de  nouveau  infiniment  près  de  G;  qne  là  il  éprouve 
de  même,  par  sa  circulation  dans  une  demi-ellipse  infiniment  pe- 
tite, un  changement’ de  direction,  puis  il  revient  à on  point  de 
l’axe  infiniment  près  de  A,  et  ainsi  à l’infini.  De  là  on  voit  que  le 
mouvement  du  corps  dans  l'orbite  anguleuse  AS'GS’A  est  un  mouve- 
ment d'oscillation  par  lequel  il  s’approche  du  centre  G et  s’en  éloigne 
ensuite,  en  revenant  sur  ses  pas,  comme  s'il  y avait  en  G un 
obstacle  inébranlable  qui  ne  permit  pas  au  corps  de  passer  outre , , 

et  qui  le  Ht  rejaillir  eu  sens  contraire  avec  la  même  vitesse. 

22g.  Avant  de  terminer  l'examen  du  cas  V,  nous  remarquerons 
que  les  formules  pour  le  cas  de  /u=j7r  souffrent  une  exception 
lorsque  * — car  alors  on  a x=i,  et  la  valeur  de  q devient 
ÿ=t/ a.  Celte  valeur  étant  constante,  la  courbe  décrite  est  une 
hyperbole,  et  l’équation  ordinaire  AF (c,  4)  = F(x,  0 n’a  plus  lieu. 
Cependant,  comme  la  valeur  de  p ne  peut  surpasser  y'm , il  est  né- 
cessaire que  la  partie  de  l'hyperbole  décrite  par  le  corps  ne  s’é- 
tende pas  au-delà  de  l’ellipSe  p'zszm.  On  doit  donc  présumer  que, 
dans  ce  cas,  la  vitesse  du  corps  devient  nulle  lorsqu'il  est  arrivé 
à son  apside  supérieure  S'  située  sur  l’ellipse  terminalrice;  alors 
il  reviendra  sur  ses  pas  en  décrivant  toujours  le  même  arc  d’hyper- 
bole, terminé  de  part  et  d'autre  de  l’axe  par  l'ellipse  />*=/»;  et 
son  mouvement  sera  un  mouvement  d'oscillation , comme  nous 
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en  avons  déjà  trouvé  des  exemples.  C'est  ce  qu’il  est  facile  de  vé- 
rifier par  nos  formules. 

a3o.  En  faisant  a'=<x,  on  a les  deux  équations  3a==^  ~m^A~jl£? , 

*~n~AW’  d'°“  rdsuI,c  la  condition  = Supposant 

a donné  ainsi  que  A et  B,  on  tirera  de  ces  équations,  mm'z=^^-x, 

, 2«(B  — A)  , , (i — «’).  ai/AB  „ , 

> > d ou 

y/A-.y/n  t/A-t-.y/B 

y B — *y  \*  v B A* 

On  a,  au  commencement  du  mouvement,  p=o,  q‘  = m°=:a;  ainsi 
l’équation  qui  donne  la  vitesse  v eu  un  point  quelconque,  sera 

D’ailleurs  on  «i«V*=(A+B).^^.^^==g_B*)(i±?) 
donc 


i fl,.=I±-YA . i±£-B.  i±£\- 

l P ‘ + M I +«/>V 


Maintenant,  on  voit  que  v sera  nulle  lorsqu'on  aura 


2±5£*  _ ,/?. 


P'+ » 


= /x. 


ou  p'=— ^ celte  valeur  étant  la  même  que  celle  de  m,  il 
" y/B — »y/A  1 ’ 

Fig.  aq.  s'ensuit  que  la  vitesse  est  nulle  en  effet  au  point  S',  et  qu’ainsi  le 
corps  décrit  librement  l’arc  d'hyperbole  S*AS'  par  un  mouvement 
analogue  à celui  du  pendule. 

a3i.  Si  l’on  veut  avoir  le  temps  de  l'oscillation,  il  faudra  observer 
-que  puisque  q est  constant,  la  partie  t"  due  à la  variable  £ sera 
nulle.  Il  ne  restera  donc  à trouver  que  la  partie  t'  due  à la  variable  4; 
et  comme  au  point  A on  a|=o,  et  au  point  S',  4,  = ï7rJ  il  est 
visible  que  le  temps  d’une  oscillation  sera  a /'(jw),  ou  aT',  T'  étant 
déterminé  par  la  formule  du  n0  188. 

On  voit  immédiatement  quelles  sont  les  conditions  pour  que  ce 
cas  particulier  ait  lieu,  c'est-à-dire  pour  que  le  corps  décrive,  par 

un 
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un  mouvement  d'oscillation,  l’are  de  l’hyperbole  y‘=«,  terminé 
par  l’ellipse  p,=m.  Il  faut,  pour  cela,  que  le  point  A,  origine  du 

FA 

mouvement,  soit  un  sommet  de  l’hyperbole  où  l’on  a — = *,  que 
la  vitesse  en  A soit  perpendiculaire  à l’axe,  et  que  cette  vitesse 
satisfasse  à l’équation  = ^ — Ba^. 


Développement  du  cas  V l. 


a3a.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  q a deux  differentes  formes,  selon 
que  l’angle  p,  qui  donne  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  - tt.  Mais  ces  valeurs  s'accordent,  en  ce 
qu’elles  ont  égalemeut  pour  minimum  p''*;  de  sorte  qu’en  prenant 

• IF 

un  point  I situé  entre  F et  G,  tel,  qu’on  ait  = aucune  intersec- 
tion de  la  courbe  avec  l’axe  ne  peut  avoir  lieu  à gauche  du  point  I. 

Le  cas  VI  ayant  beaucoup  d’analogie  avec  le  cas  V,  ainsi  que  nous 
l’avons  déjà  remarque,  nous  ne  croyons  pas  devoir  entrer  dans  de 
nouvelles  explications  sur  la  manière  de  déterminer  les  points  d’in- 
tersection de  la  courbe  avec  l’axe,  ainsi  que  ses  apsides  tant  supé- 
rieures qu’inférieures;  nous  ferons  voir  seulement  comment  on  trouve 
l’expression  générale  du  temps. 


233.  La  première  partie  t' , qui  est  fonction  de  4>  est  toujours  la 
même  que  dans  le  cas  IV  ; quant  à la  seconde  partie  qui  est 

fonction  de  £,  on  la  trouvera  par  la  formule  — — — - — - — 

dans  laquelle  il  faut  substituer  les  valeurs  a 

1 ' co»  Ç y y p (MW  — A«  ) 

X TT7 — — , - Soit  donc 

Vi}—  *‘»iii%) 


i 4- mm'  \ a //  a a 

B — A mm)  k \ \A+B  * 


\ 4-  mm'\  * 
m -f -mf  J , 


on  aura 
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J’observe  sur  celte  formule,  que  le  paramètre  v se  rapporte  toujours 

à la  forme  » = — i -4-  £*  sin*x:  car  de  là  résulte  sin*  n — , 

* -+*  1 

cos*»  = ^-~-.  Or,  par  les  valeurs  de  <x  — a’  et  au',  on  a 

(*  — *')=(»“ '"K» +OT')*5=S?i  donc  a'  < i , doue 

l'angle  » est  toujours  réel. 

Or,  par  les  réductions  ordinaires,  on  trouve 

et  en  appelant  Z'  la  valeur  de  Z,  lorsque  £ =4 ir,  on  aura 

D'un  autre  côté,  si  l’on  fait  R'  = 47t4-(F,x — E'x)  F (6,  »)  — 
F'xE  (C,  »)',  on  aura 


donc 


R'  + F'x; 

v ’ ‘ C sm  * cos  * ’ 


î — C*sin' 


î*  cos*  s 


- (E'x — £*F'x) — ■‘Masg’f(C,-)  R'. 

x ' v1  coa*  f 


D*« 


Ces  valeurs  étant  connues,  on  aura,  en  général,  r"c=^-^-—  Z , et 


T"=  Z’,  T"  étant  la  valeur  de  f"qui  répond  à Ç = j7r. 

234.  La  valeur  de  t" , qu’on  vient  de  trouver,  suppose  /tt  > -j  w. 
Si  l’on  a ^t  < 4 7r , il  faudra  se  servir  des  secondes  formules  du 

cas  VI;  alors,  dans  la  formule-^ — = > . ■ —7;  , il  faudra  subsli- 

tuer  les  valeurs  n'  — "'(l -,,,'n‘0  __ L 

tuer  les  valeurs  </  — ç * yç — ^/(M« — A«’)  * 1 — «•  sin*  O ' 


ce  qui  donnera,  en  faisant  D"=  ^ 


. , , ,V sin*  11  = ^~ , 

A B xxi  4“  xxi  J « -4*  1 


an  i_4-mxn's  . . , 


et  v =s cot* s. 


j, D*  rJQin’Çy/Çi  — «*sin*Q 

”-  + •7  (t  + .sin*0* 

Or,  l'intégrale  comprise  dans  cette  expression  étant  semblable  à 
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celle  du  n*  188,  oa  aura,  d’après  la  même  formule, 

el  en  faisant  Ç=  3 7r , 

;>  (,,  x)]. 

Mais  puisqne  r = cot*a,  on  a,  en  faisant  K/r^jT-j-^'x — E'x)F(6,>t) 
— F'xE(£,.i),  n,(»fx)  = sin*>iF,x  + ^A^JÎK';  donc 

T" = i^CYL-f  »in,.’F -x  - E’x+g^=^  K'\ 

«-f-i  \ sm*  *in  *cos*A(»,  n)  / 

Du  cas  particulier  où  Von  a m'=zm. 

a35.  Dans  ce  cas  on  a c*  = x*  = î,  mais  alors  la  valeur  de  k 
reste  indéterminée  ; pour  obvieràcet  inconvénient, soitm'=m(i-f-®), 

0 étant  infiniment  petit,  on  aura  **=3(1  — 30),  et — = 

. , _ <t“«  m*(A  + B)  , ..  « B — Am* 

1 — 2c‘=i  tu,  1 — ax*=  — r—,  — — 3-—  ; donc  A=—  . 

‘ ’ «-+-«  a«(B — Am*)'  m A-+-B 

Et  comme  on  a en  même  temps  a*  — > **  en  résuR* 

y, * ■—  W_  //  AB 

m • 1— «*—  V V (A+B):>  m*  /* 

d’ailleurs  les  conditions  propres  au  cas  VI  exigent  qu’on  ait  à la  fois 
, . B . . B 
m<X‘m>A 

Cela  posé,  l’équation  de  la  courbe  sera  AF4  = Ff — Fe,  le 
module  commun  à ces  fonctions  étant  c=  j/ÿ.  On  aura  en  même 

temps  n = cym.jia ^ y _ V?  CQS  e __  Tontes  ces  va- 

r r k(i  — c*»in*4')’ 7 co»Ç’  V m 

leurs  sont  relatives  aux  formules  du  cas  VI,  qui  supposent  dans 

l’état  initial  du  mouvement  jt  > jir,  ou/u=;ir;  dans  ce  dernier 

cas  on  aurait,  de  plus,  a = m"  et  t = o. 

a36.  Si  l’on  veut  que  la  courbe  décrite  soit  une  courbe  algébrique, 
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il  faudra  faire  k = ‘ étant  une  fraction  rationnelle  plus  petite 

que  l’unité.  Cette  fraction  étant  prise  à volonté,  aiusi  que  le  rapport 

^ moindre  aussi  que  l'unité,  on  aura,  pour  déterminer  m,  l'équation 

m*  AB  j* 

(i  -f  m*)*  (A  -h  tiÿ  * «l  — i*  * 

ensuite  on  aura  *—\J Quanl  aux  données  nf  et  /t  re- 
latives à l'état  initial,  on  voit,  comme  dans  l'|ft.  ug,  qu’il  doit 
exister  entr’elles  la  relation 


COS'ft  = 


n“  (B— Am»)  — (Bra*—  A) 

+ (i  + m”)  (A-f-  Bm“)" 


Le  numérateur  de  cette  expression  est  la  même  chose  que 

(m"  — a‘)  (B — A ni’),  ainsi  on  devra  avoir  m°  > a.  ; ce  qui  s’accorde 

avec  la  valeur  cos  t = , <lu*  a *‘cu  en  général  sans  suppo- 


ser m'  = m.  11  faut  en  outre  que  la  vitesse  initiale  V soit  telle,  qu’on 

. , ...  /a  , n\  m*  ( * ■+*  m0)’ 

ait  - nV  — + m°5in>  ' 

Ces  conditions  ayant  lieu,  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera 


/F4,  = e(FÇ  — F<);  on  aura  en  même  temps  P = 


Ces  formules  supposent  l'angle  {nr  ; elles  s’appliqueront  de 
même  au  cas  de  h = eu  faisant  c=o. 

Si  l’on  a fx  < ±7r,  le  seul  changement  à faire  dans  les  formules. 


sera  de  prendre  cost=  , e\  q = ^ 


l/(l—  c,sio‘0 
sin  { 


337.  Dans  tous  les  cas,  le  corps  reviendra  au  point  de  départ 
lorsqu'on  aura  Ç=h r-f-e  et  4 = tr7r > alors  le  nombre  des  points 
d'iutcrsection  I situés  entre  F cl  G,  sera  e;  celui  des  points  d’in- 
tersection B situés  au-delà  de  G,  sera  i ; le  corps  reviendra  donc 
au  point  de  départ  A après  un  nombre  » •+•  e de  demi-révolutions  ; 
ainsi  la  période  qui  doit  se  répéter  sans  cesse  comprendra  ~ (i  -f-  e) 
ou  i + e révolutions,  selon  que  i- \-e  est  pair  ou  impair. 
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Ce  résultat  souffrira  néanmoins  une  exception  si  la  courbe  passe 
par  le  centre  G,  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  deux  cas  : 

i*.  Si  l’on  a j u>  ou  q—~^,  il  faudra  qu’on  ait  à la  fois 

■4/  = hr,  Ç,=  (aLrl-  i)  ^ , I cl  L étant  des  entiers;  et  de  là  résulte 
la  condition  aI<F‘c=(aL-f-  i)eF‘c — eF's,  ou 


Donc  il  faut  que  ^ soit  une  fraction  rationnelle  , telle  que. 


" soit  un  entier.  Dans  le  cas  de  /u  = j ■*,  on  a i = o , et 
il  suffira  que  e soit  un  nombre  pair. 

a*.  5>i  1 on  a /x  tt  , et  par  conséquent  q — — — , 

il  faudra  qu’on  ait  à la  fois  4.=l7r,«Ç'=  Ltt,  ce  qui  donnera  la 
condition 


eL — il~- 

a 


F'«  . 
F'c  ’ 


ainsi  il  faut  que  soit  une  quantité  rationnelle,  et  que  son  pro- 
duit par  | r soit  un  nombre  entier.  . 

a38.  Si  l’on  fait  par  exemple,  i=  i , c=  2,  £=o  ou  fj.=  '%7r , 
l’équation  delà  courbe  sera  F^  = aF^,  et  il  en  résulte  que  le  corps 
parti  de  A suivant  une  direction  perpendiculaire  à l’axe  , tombe  au  ^ 
centre  G après  une  demi-révolution;  ce  cas  est  donc  analogue  à celui 
que  nous  avons  traité  fort  au  long,  art.  2i5  et  suivans,  et  il  est  sus- 
ceptible d’une  semblable  solution. 

• Un  cas  plus  simple , ou  moins  sujet  à difficulté,  s’obtiendra  en 
faisant  i=i,  e=3,  £=o  ; alors  l’équation  de  la  courbe  sera  F4=  SFf, 
et  on  trouvera  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même  après  deux  ré- 
volutions, comme  l'indique  le  nombre  £ (i-f-e)=2. 


a 3g.  Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d’obtenir,  jointes 
à celles  que  nous  avons  déjà  trouvées  dans  le  développement  du 
cas  III,  art.  18g  et  suivans,  sont  les  seules  que  donne  l’hypollicse 
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C -f-C'=ode  l’art.  102;  ce  sont  aussi  les  seules  qu’Euler  ail  indiquées 
dans  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1760.  Elles  sont  toutes  repré- 
sentées par  l’équation  «¥>(/  = e(F£ — Ft),  dans  laquelle  le  module 
des  fonctions  est  j/j  ou  sin  48*.  Mais  on  a déjà  fait  voir  qu’il  y a 
une  infinité  d’autres  systèmes  de  courbes  algébriques  qui  peuvent 
également  satisfaire  à la  question  ; c’est  ce  dont  on  va  donner  de 
nouveaux  exemples. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  VI. 

240.  On  ne  peut  faire  c=x,  parce  qu’il  en  résulterail,ouc*=x*=  j, 
ou  AB  = o,  cas  qu'il  est  maintenant  inutile  d’examiner.  Soit  donc 

x = c*,  et  À = * ; ou  aura 


3«*  — a'  '(a*'  — a*/*  -J-  Si1) 
<F+8t- 


et  l’équation  de  la  courbe  sera  i”F — Fs),  x étant  le  module 
commun;  on  aura  en  meme  temps  sin  (a^  — 4*)  = c*sin 
cVmls  imf  t/*  ..  j •>  1 _ . 

p = *— 7 . -rr,  a—-!~  : celte  dermere  valeur  suppose  u>)t. 

r y(i — cosî  ’ rr  ~ • 

Si  l’on  prend  la  fraction  rationnelle^  à volonté  on  aura  une 
valeur  convenable  de  x=c*,  ensuite  on  jura  c==  Connais- 

saut  ces  modules  ainsi  que  le  rapport  -j,  on  déterminera  mm'  par 
t l’équation 

mm'  AB 

(1  -f -mm’y  (A  + BP  ’ 6*c*  — *’C*  5 


où  l’on  a €'=  1 — x*,  b‘—  1 — c'.  Connaissant  mm' , on  aura,  à l’or- 
dinaire, m = et  m'  — ~\/mm' . 

Les  valeurs  de  a et  a.'  sont  connues  par  celles  de  m et  m' , 
puisqu’on  a et  a'  = a (’^r)  = Enfin,  ayan* 

supposé  /u>  j w,  on  a entre  /a.  et  m°  une  équation  qui  laisse  une  de 
ces  quantités  à volonté  ; et  on  en  déduit  la  valeur  de  la  vitesse  ini- 
tiale, parles  formules  de  l’art,  iga.  C’est  avec  toutes  ces  données 
qu’on  aura  l’équation  de  la  courbe  et  les  équations  accessoires, 
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•omme  nous  les  avons  rapportées  ci-dessus.  Cette  solution  a encore 
une  assez  grande  généralité,  puisqu’elle  laisse  arbitraires  la  quam- 

lité  m°  et  les  rapports  ^ < 1, l-  < j,  ce  dernier  devant  être  rationnel. 

341.  Pour  savoir  combien  le  corps  doit  faire  de  révolutions  pour 
revenir  au  point  de  départ,  il  faudra  faire  4<— I7*',Ç=L7r-4-f,  L et  I 
étant  des  entiers  ; alors  on  aura  4*=  si7*"»  et  la  substitution  de  ces 

valeurs  donnera  ^ = ^.Donc  les  moindres  nombres  à prendre  pour 

I et  L sont  I =fe,  L=i , si  e est  pair  ; et  ils  seront  I=e,  L = ai, 
si  e est  impair.  Le  nombre  des  demi-révolutions  qui  ramènent  le 
corps  au  point  de  départ,  est  ^ e-f-r  dans  un  cas , ete+ai  dans 
l'autre.  Donc  le  nombre  des  révolutions  qui  composent  une  période 
sera  ou  e-f-ai,  selon  que  e sera  pair  ou  impair. 


a4a.  Soit,  par  exemple,  i—  1,  e=4,  *=o,  on  aura  x=a  — -{/ 1 4* 
c — ~^;  et  l'équation  de  la  courbe  sera  F4°=4l?f  » * étant  le  mo- 
dule commun;  on  aura  en  même  temps  sin  £a4  — 4")  = * sin  4% 

rl/m'sinit  l/«  „ ..  , , c . . 

p — — q=-*—r.  Soit  4 —'jt,  on  aura  j‘  = 3jr.  f sr; 
donc  p = o et  17=00;  c’cst-à-dird>que  le  corps  parti  du  point  A 


tombe  sur  le  centre  G après  une  demi-rcvolution , ce  qui  est  encore 
un  cas  analogue  à celui  que  nous  avons  traité  art.  ai5  et  suivaus. 


a43.  Soit  encore  ir=t  , e=3,  «=o,  on  aura  x = 

et  l’équation  de  la  courbe  sera  F4’  = 3F£’,  x étant  le  module 
commun.  Soit  f , on  aura  4 * = | W,  4 ==  ‘s(ï'7r — >)>  > étant 
le  plus  petit  arc  dont  le  sinus  est  x.  Ces  valeurs  déterminent  le  point 
d’intersection  B1.  Soit  £=§7^  on  aura  4”  = ? w,  4 — ïCî  -7f+>')  « 
cette  seconde  valeur  de  4 détermine  un  point  d’intersection  B’  qui 
ne  diffère  pas  de  B’  ; il  en  sera  de  même  du  point  B*. 

Pour  avoir  les  points  d’intersection  1,  soit  4 = 7T,  on  aura  4'  = a*, 
F£=^F'e,  ce  qui  détermine  le  premier  point  1*.  Soit  4 = 27r,  on 
aura  F£  = î F'c  , ce  qui  détermine  le  second  point  d’intersection  I*, 
différent  de  I*.  Enfin,  soit  4 =37T,  on  aura  F£=4^‘c»  ce  (IU'  donne 
f=a TT  ; donc  le  troisième  point  Is  sc  confond  avec  le  point  A. 
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On  voit  maintenant , par  les  différentes  valeurs  de  Ç , qu’à  partir 
du  point  A,  les  demi-révolutions  successives  se  terminent  aux  points 
B',  1’,  I*,  B1,  A.  Après  ces  cinq  demi-révolutions,  le  corps  revient  au 
point  A,  mais  avec  une  vitesse  diamétralement  opposée  à celle  du 
point  de  départ;  donc  il  n’a  achevé  que  la  moitié  de  la  période, 
et  il  faut  encore  cinq  demi -révolutions  pour  que  le  corps  revienne 
au  point  A avec  la  même  vitesse  dirigée  dans  le  même  sens.  Ce 
nombre  5,  qui  exprime  combien  il  y a de  révolutions  dans  une  pé- 
riode, serait  donné  immédiatement  par  la  formule  e-f-ai. 

Solution  du  problème  général , lorsque  la  courbe  décrite  est  à 
double  courbure. 

244-  Ayant  fait  voir  comment,  par  l’application  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  on  détenniue  avec  tel  degré  d’exactitude  qu’on 
voudra,  toutes  les  circonstances  du  mouvement  d’un  corps  attiré 
vers  deux  centres  fixes,  lorsque  la  courbe  décrite  est  située  dans  un 
plan,  il  11e  sera  pas  inutile  d’indiquer,  au  moins  sommairement, 
comment  on  pourrait  appliquer  les  mêmes  méthodes  au  problème 
considéré  dans  toute  sa  généralité,  lorsque  la  courbe  décrite  est  à 
double  courbure.  Nous  domie^pns  d’abord,  d’après  Euler  ( Novi 
Corn.  Pctrop .,  tom.  XI  ),  l’analyse  par  laquelle  le  problème  se  réduit 
immédiatement  aux  quadratures. 

Fi*  3e.  Soient  toujours  E et  G les  centres  des  forces , M le  lieu  du  corps  au 
bouldu  temps  t;  nous  imaginerons  que  le  plan  FMG  était,  au  commen- 
cement du  mouvement,  confondu  avec  le  plan  fixe  EFG,  et  que 
pendant  le  temps  t il  a décrit  autour  de  l’intersection  commune  FG, 
l’angle  MPQ  = /.  11  est  évident  que  pour  déterminer  le  lieu  du  corps 
au  bout  d’un  temps  quelconque , il  suffira  de  connaître  sa  position 
dans  le  plan  mohile  FMG,  avec  l’angle  / que  fait  ce  plan  mobile  avec 
le  plan  fixe  EGF. 

Remarquons,  avant  tout , que  si  la  vitesse  du  corps , à l’origine  du 
mouvemeul,  était  dirigée  toute  entière  dans  le  plan  EFG,  il  n’y 
aurait  aucune  raison  pour  que  le  corps  sortit  de  ce  plan , et  ce  cas 
serait  celui  que  nous  avons  déjà  traité.  Le  seul  élément  auquel  est 
dû  Je  mouvement  du  plan  FMG,  est  donc  la  partie  de  la  vitesse 

initiale 
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initiale  qui  est  perpendiculaire  au  plan  EFG;  mais  cet  élément  n'a 
pas  seulement  pour  effet  de  produire  le  mouvement  du  plan  FMG; 
on  verra  qu'il  a encore  celui  de  rendre  d'une  nature  toute  différente 
la  courbe  décrite  dans  ce  plan. 

a45.  Nous  conserverons  les  mêmes  dénominations  que  dans 
l’art.  70,  pour  toutes  les  quantités,  lignes  et  angles  qui  appartiennent 
au  plan  FMG;  nous  ferons,  de  plus,  QP ~y,  PM=s',  MQ  étant 
une  perpendiculaire  abaissée  de  M sur  le  plan  fixe  EFG  ; et  comme 
on  a déjà  fait  l’angle  MPQ=/,  il  est  clair  qu'on  aura_/'=s/  cos/, 
z'  —y  sin/. 

Cela  posé,  nous  avons  les  forces  — dirigées- suivant  MF  et 

MG  ; ces  forces  étant  décomposées  suivant  les  trois  coordonnées 
rectangles  z',  il  en  résultera  les  trois  équations  différentielles 


du  mouvemeut , savoir  : 

ddt  _ 

A (x— 0) 

Br 

ali  * 

r1  . 

ddy 

A/ 

dP~~~ 

r1 

fF» 

ddd  _ 

' A»' 

B*' 

dl; 

~ 

“TT* 

et  voici  comment  on  les  réduira  au  premier  ordre  : 

j*.  Multipliant  la  première  par  dx , la  seconde  par  dj' , la  troisième 
par  d~J  \ ajoutant  les  produits  et  intégrant,  on  aura 

dx*+dy'+d a’»  A B C 

a dp  r ‘ s ‘ a'  ' ' 

C’est  l’équation  connue  des  forces  vives,  dans  laquelle  le  premier 
membre,  qu’on  peut  aussi  représenter  par  csl  I* 

moitié  du  quarré  de  la  vitesse. 

a°.  De  la  seconde  et  de  la  troisième,  on  déduit  immédiatement 
j'dz'  — z'dy  = Yldt,  ou 

jr'df.  ss  \ldt.  (b1) 

Cette  seconde  éqnalion  prouve  que  les  aires  décrites  dans  le  plan 
mobile  MPQ,  perpendiculaire  à FG,  sont  proportionnelles  au  temps. 

6a 
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En  effet,  le.  mouvement  du  corps  dans  ce  plan,  conside'ré  comme 
fijte,  n’est  troublé  que  par  la  force  ^ dirigée  vers  le  centre  P. 

3*.  La  troisième  intégrale  se  déduira,  comme  dans  l’art.  71 , de 
la  considération  des  aires  élémentaires  dx,  dè , et  de  leurs  diffé- 
rentielles 

ddtt  — (x  — a)ddjr  — jrddx , 
ddè  ss  xddjr — yddx. 

Or,  les  valeurs  f—y  cos/ , a'=/sin />,  donnent  ddy  cas f-\-ddz’ Fin? 
= ddy — jdf'  ; donc  en  substituant  les  valeurs  de  ddj3  et  ddz'  don- 
nées par  les  équations  du  mouvement,  on  aura 

ddj—ydf'  = — (£  + *)ydf, 

ou 

ddy II’  A y ^ 

HF  ÿ r1  s‘  ’ 

d'où  l'on  déduira 

diU  JJ*(x  — a)  , oBy 

HF  f T*  » 

dil! H*JC  aAy  . 

dt‘  ~ y‘  H " . 

D’ailleurs  on  a dx=r*d<p>  dS  = s’dv , y = rsinp  = usinai, 
x = s cosû»,  a — x = rcostp.  Faisant  donc  ces  diverses  substitu- 
tions, on  parviendra  à l'équation  différentielle 

= — Aar/psin?  -f  Ba<f«cos«+H*  (dJï2™*‘±d?î'WW\  * 

at  tt.  .y  jin’»  sm'f  )' 

qui  peut  s’intégrer  immédiatement,  et  dont  l’intégrale  est 

• = C'a  + Aacosp — Bacosa»  — H’coUvcol?, 
ou 

— -J-;—  = C'a  + Aacosp — Bacosai — H’cotaucotf;  ( c' ) 

c’est  la  troisième  intégrale  cherchée. 

346.  Il  reste  à faire  voir  comment  on  peut  parvenir  à la  sépa- 
ration des  variables.  Pour  cela  nous  ferons  les  memes  substitutions 
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que  dans  l’art.  7a;  et  observant  que  les  équations  (a')  et  (&') 
donnent  pour  le  mouvement  dans  le  plan  mobile  FMG,  l’equation 


t£r‘-Mv* C A B II* 

dt‘  a r s ' 

si  l'on  fait  encore,  pour  abréger,  M = C 4*  y- + ~ — 

H* 

N=ïAcos<p — { B cos  -+- £ C' cotai  cotp,  on  aura 


w 

«H* 
ay*  * 


r's'dmdp  pVfy*  — q*dp*  N 

ïFïdx*  ■+■  dy')  (1  H-  (a  — p‘)'<iq'  -M' 

De  Ut  résulte  l’équation  P dq'=z  Qrt^*,  dans  laquelle  on  a 


P = M/>*  — N(i  — p')', 

Q = My*  + N(t  4-  7*)*  ; 

et  substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  de.  M et  N,  apres 
les  avoir  réduites  en  fonctions  de  p et  7,  on  obtient  le  résultat  sui- 
vant, très-remarquable  en  ce  que  P se  réduit  à une  fonction  de  p 
seule,  de  même  que  Q à une  fonction  de  7 seule,  comme  dans  le 
cas  de  H = o : 

P = C P'  + î(A+B)(i  — p*)  - {C  '(!-*•)*  - 
Q=  Ç7*  + ;(A — B)(t  — 7()  + iC'(i+7*)‘  - %Ç=ff. 


On  aura  donc  enfin  l'équation  à différentielles  séparées  dfc  , 

dont  chaque  membre  est  intégrable  par  une  fonction  elliptique  de 
première  espèce,  comme  on  le  voit  immédiatement  en  faisant 
p'=u,  7* =s. 


247.  Les  valeurs  de  P et  Q exprimées  en  fonctions  de  M et  N 
donnent,  en  faisaut  t/R*  = y-  — qy  , 

p'd<i'  — q'dp'  ==  NffR*0*  -f-  7*)(i  4 -pY)  : 

substituant  cette  valeur  dans  l’expression  de  )As‘d<pdv  de  l’art.  72, 
et  ensuite  mettant  à la  place  de  r'i'dpda  sa  valeur  aaJSdd,  on  aura. 


R 
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comme  dans  l’art.  75, 

(p‘  + 9*)('  +pY)  Jn  P’dR  , q’dR 

04/20  (1  —p’)'(i  + <?’)*  C> — p")*  ‘ 0+9’)*  * 

ce  qui  donne,  en  séparant  les  variables, 

dt  _l_  dp_  , 9*  <fy 

04/ ao  («—  p‘)‘  ‘ yP  "r  (>+9‘)*  ’ VV’ 


Remarque*  que  les  deux  parties  de  cette  formule  doivent  toujours 
être  positives,  parce  que  <fR  est  essentiellement  positif,  et  qu’elles 
ne  peuvent  devenir  nulles,  ni  l'une  ni  l’autre,  parce  que,  d’après 
l'équation  (d') , l'ordonnée  ne  peut  jamais  se  réduire  à zéro. 


248.  De  la  valeur  de  de  résulte  celle  de  df  = 


Jldi 


et  comme 

• - aaM  j H-/R  (pa  -f-  iy*)(i  -f-p'e”) 

^ = rs,a*  = o+7)»  on  aura  df  = 

= + Ü±JL?)  , ou  enfin 

34/aa  \ P*  9 / 


df  = -ÿ-  (± 


0—  P’É  dp  (i+9*)°  d<J  \ 
P*  VP"1"  9‘  VQ/ 


On  voit  que  cette  valeur  est  composée,  comme  celle  de  dt,  de 
deux  parties  qui  doivent  toujours  être  prises  positivement.  Elles 
sont  écrites  l’une  et  l’autre  dans  la  supposition  que  la  première  va- 
leur de  ~ est  positive;  il  faudrait  changer  les  signes,  si  celle 
première  valeur  était  négative. 


a49-  On  peut  donner  une  forme  plus  simple  aux  polynômes  qui 
entrent  dans  l’équation  fondamentale  ± —jj  = Pour  cela  on 
fera  p'  = j-j— j- , ÿ*=j-^-2,ce  qui  revient  à supposer  r+s—aù, 


s — r = as;  alors  u sera  toujours  positif  et  > 1 ; mais  s,  qui  pourra 
être  positif  ou  négatif,  sera  toujours  <1.  Cela  se  voit  par  le 
triangle  FMG,  dont  un  coté  doit  toujours  être  plus  petit  que  la 
somme  des  deux  autres.  Faisaut  donc  ces  substitutions,  on  aura 


1 
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les  nouveaux  polynômes 

U = i C (u* — i)*  + (A  + B)«(a* — i)  — C'(«>—  i)  — H'«*, 
Z =.  \C (.—*•)*  + (A — BJt(i — **)  + C'(i  — s*)  - HV, 

où  l’on  a fait  H'=^-,  et  qui  donnent  l’équation 

■ du  dz. 

^ ÿv  ~ \/i 

On  voit  que  chaque  membre  est  intégrable  par  une  fonction  ellip- 
tique de  première  espèce  ; d'ailleurs  on  peut  remarquer  qu'en 
changeant  le  signe  de  A dans  l’un  des  polynômes  U et  Z , ils 
deviennent  des  fonctions  semblables  de  u et  de  s. 

En  vertu  des  mêmes  transformations,  les  valeurs  de  dt  et  de  df 
seront  données  par  les  formules 


dt  u 

1 

---4- 

i — r/c 

~ay/a 

4 

’ yv  ^ 

4 * kZ’ 

il  0 — ■ j _ 

H' 

Ja.  _i_ 

IV  (h 

*«  r — *-*— 

* U a 

' 1 

• yv  ^ 

1-  a*  * y/?* 9 

où  il  faut  observer  que  les  deux  parties  , considérées  dans  leur  va- 
leur absolue,  sont  toujours  positives  et  ne  peuveut  jamais  être  nulles. 


a5o.  Si  l’on  se  borne,  comme  dans  les  recherches  précédentes, 
à ne  considérer  que  les  mouvemens  permanens , c’est-à-dire  ceux 
dans  lesquels  le  corps  reste  toujours  à une  distance  Unie  des  centres 
des  forces,  alors  la  valeur  de  u sera  toujours  finie;  quant  à celle 
de  2,  elle  est  plus  petite  que  l’unité,  dans  toutes  les  hypothèses; 
elle  ne  peut  être  égale  à l’unité  que  dans  le  cas  où  l’orbite  cou- 
perait l’axe  FG,  ce  qui  n’a  jamais  lieu  lorsqùe  l’orbite  est  à double 
courbure. 

Cela  posé,  soit  m la  plus  grande  et  m'  la  plus  petite  valeur  de  u ; 
cette  valeur  ni'  ne  peut  jamais  être  zéro,  car  alors  y serait  zéro, 
ce  qui  ne  peut  jamais  avoir  lieu  d’après  l’équation  (d').  On  pourra 
donc  supposer  le  polynôme  U ainsi  décomposé  en  facteurs,  où  l’on 
a fait  D = — î C , 


Us=D(/n  — u)  (U  — m')  (u*  + 2/Û+/ ) , 


4t)4  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

cl  il  faudra  que  u'  -\-ifu-\-f’  soit  positif  dans  toute  l’étendue  de  la 

courbe  décrite,  depuis  «=/n'  jusqu'à  u = m. 

Supposons  qu’à  l’origine  du  mouvement,  on  désigne  par  F le 
foyer  le  plus  proche  du  corps;  alors  la  première  valeur  de  z sera 
positive.  Dans  celte  hypothèse,  les  différentes  valeurs  de  z seront 
ou  toutes  positives,  ou  les  unes  positives,  les  autres  négatives.  Soit  n 
la  plus  grande  valeur  positive  de  z,  n1  la  plus  petite  valeur,  laquelle 
pourra  même  être  négative;  dans  les  deux  cas,  n—n  sera  positif. 
Et  eu  faisant  semblablement 

Z = D (a — a)  (z  — n!)  (z*  + a gz  +g’) , 

il  faudra  que  le  facteur  z*-f-a gz+g'  soit  positif  pour  toutes  les  va- 
leurs de  z comprises  entre  les  limites  z=n’,  z = n. 

a5i.  D'après  l'état  initial  du  mouvement,  on  connaîtra  les  valeurs 
des  constantes  C,  C’,  H ou  H'==:  — ; on  pourrait  donc  décomposer 

les  polynômes  U et  Z en  facteurs,  par  les  règles  ordinaires  de  l'ana- 
lyse ; mais  il  est  préférable  de  suivre  les  formes  que  nous  venons 
d’indiquer,  lesquelles  se  rapportent  daillaurs  spécialement  à l'hypo- 
thèse que  les  distances  r et  s ne  peuvent  devenir  infinies. 

Si  l’on  fait  successivement  a=m  et  u—m1,  dans  l'expression  du 
polynôme  U,  on  aura  les  équations 

î C (ni*  — i )*  + ( A -f- D)  m (/n*  — ! ) — C’  (m*  — i ) = H’/»*, 

; C (m‘‘ — i)‘-f-(A  + 13)  m'(m‘  — j ) — C'  (m> — i ) = H 'm'*, 

d'où  résulte  ♦ 


A + B 


D—  *C— ■m+n.'"r 

C=(A+S)(!g£) 


II’  

(">*—  O ("»'*— * i)* 
— 1) 

(>n* — — i)’ 


Ces  valeurs  sont  exprimées  en  fonctions  de  m et  ni  ; mais  dans  le 
problème  à résoudre,  il  faut  au  contraire  déduire  m et  m'  des 
données  D,  C',  A-f-B,  H'.  Pour  cela,  soit  i m-\-m'z=zxj 

(les  quantités  x et  y ne  devant  pas  être  confondues  avec  celles 
qui  représentent  les  coordonnées  du  point  M),  ou  aura  les  deux 
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to5 


équations 


Xy  “^(1  — O’ 


, A -(-B  II' 


C'= 


i—  y/ 


La  première  donne 

la  seconde  étant  mise  sous  la  forme 


aH'x 


H'*+C'*( . - **)=.(A-fB)  (« -**)+ -y- > 
puis  combinée  avec  la  précédente,  on  en  déduit 


. (H'+  C' — C\**)*.r*= ( A + B)’  ( i — x%)'  -f- 4DH'x*  ( t — x'), 

équation  qui  est  du  troisième  degré  relativement  à l’inconnue  ,x*, 
et  d'où  l'on  tirera  une  valeur  de  X plus  petite  que  l’unité. 
Connaissant  x,  on  trouvera/'  par  la  valeur 


( A + B)  Ç ■ — x-)  + V [(  A 4-  B)‘  ( ■ —x»)'  + /jDH'x*  Ç i — x»)] 

y — - aDx(i — x‘>  ’ 

ou  par  la  formule  entièrement  ra lion n el le  j= 

Enfin,  on  aura  m et  m'  par  les  équations  mm'=jr — i. 


25a.  Il  reste  à déterminer  les  coeflicicns  du  facteur 
pour  cela,  je  fais  successivement  u=  i,  « = — i , .dans  les  deux 
expressions  du  polynôme  U,  et  j’ai  les  deux  équations 


d'où  résulte 


H'=  D (m  — i)  (m'—  i)  (i  +2 f+f), 
H'=D(m+  «)  («'+  i)(«-a/+/), 

-/•_  H,(»+")  

J D(m*  — i)(m'*— I)* 

, , a n'Q  + fnro') 

-T)  u , )' 


Ces  formules  font  voir  que /et  i+f  sont  toujours  positifs;  d’où 
il  suit  que  le  facteur  u* -J-  ifa -\-f  est  positif  pour  toute  valeur  de  u 
plus  grande  que  l’unité,  et  à plus  forte  raison  pour  toute  valeur 
comprise  entre  m et  m'. 


4tjG  exercices  de  calcul  intégral.  ' 

a53.  Il  suffira  de  changer  le  signe  de  A dans  les  formules  du 
n*  a5i  , et  on  en  déduira  semblablement  les  valeurs  de  « et  n'.  Quant 
au  facteur  s’  + ag’J+ÿ'  qui  entre  dans  l’expression  de  s,  on  trou- 
vera scs  coefficiens,  comme  dans  l’art.  a5a,  parles  formules 


a g- 
1 +£'= 


H'(n  + /é) 


■D(.-n')  (>-«'*)» 
H'(|  -f-  nn') 


Au  reste,  l’équation  U//î*  = Z</a*  fait  voir  que  comme  U est  po- 
sitif dans  toute  l’étendue  de  la  courbe  décrite,  de  même  Z sera 
toujours  positif,  ainsi  que  le  facteur  z*-J-  igz+g',  pour  toute  valeur 
de  s comprise  entre  les  limites  z = n,  z — n'. 


Fig  3o.  ai>4-  Puisque  les  valeurs  de  u sout  toujours  comprises  entre  les 

limites  m et  m\  cl  celles  de  z entre  les  limites  n et  n',  il  s'ensuit  que 
la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  FMG  est  toujours  renfermée 
dans  une  espece  de  trapèze  byperbolico-elliplique  TVYX,  dont 
deux  côtés  opposés  TV,  XY,  appartiennent  aux  ellipses  tracées 
d'après  les  équations  r-j-s  = am,  r-f-s=am’,  et  les  deux  autres 
côtés  TX , VY,  appartiennent  aux  hyperboles  dont  les  équations 
sont  s — r—an,  s — r=W,  F et  G étant  les  foyers  communs  de  ces 
quatre  courbes.  Il  faut,  de  plus,  que  ce  trapèze  soit  situé  tout  entier 
d'un  même  côté  de  l’axe  FG. 

Et  puisque  la  courbe  que  décrit  le  corps  dans  le  plan  mobile  FMG 
est  ainsi  circonscrite  par  le  trapèze  TVYX,  dont  elle  doit  toucher 
tous  les  côtés,  on  voit  que  la  détermination  de  cette  courbe  est,  en 
quelque  sorte,  plus  simple  que  dans  le  cas  où  le  plan  est  fixe,  et 
qu'il  y aura  beaucoup  moins  de  variété  dans  les  formes  qu'elle  doit 
prendre  suivant  les  diflercns  cas. 

D’ailleurs,  la  position  du  corps  dans  le  plan  mobile  FMG  étant 
connue  au  bout  du  temps  t,  ainsi  que  l’angle  f décrit  par  ce  plan 
autour  du  plan  fixe  EFG,  il  est  clair  que  le  mouvement  du  corps 
et  son  orbite  tracée  dans  l’espace  seront  parfaitement  connus  et 
déterminés. 


a55.  Venons  maintenant  à l’intégration  de  l’équation  (f ).  Com 


me 

on 
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on  peut  prendre  pour  origine  du  'mouvement  tout  autre  point  de 
l'orbite  que  celui  qui  dans  l'état  initial  a servi  à déterminer  les  cons- 
tantes C,  C',  H,  nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que 
le  mouvement  commence  à compter  d'une  apside  supérieure  S”  où 
l’on  a r-j-s  = ain  ; nous  supposerons  en  meme  temps,  que  le  corps 
parti  de  S°  suivant  la  tangente  de  l'ellipse  en  ce  point,  se  meut 
dans  le  sens  S°V,  de  manière  qu’il  se  rapproche  du  foyer  C , et 

qu’ainsi  la  valeur  de  ^ au  point  S“  est  négative.  Par  ce  moyen  , 
l’équation  ( f ) , où  les  premières  valeurs  de  u et  do  z vont  en  di- 
minuant, devra  cire  écrite  ainsi,  t el  ^cs  équations  (g’), 

(h')  deviendront,  en  prenant  convenablement  les  signes. 

Ht  fu' — 1^  Hu  f\ — Hz 

\~r / t/o — \~T“ ) vï  ’ 

, 11'  Hu  H'  Hz 

f u* — 1 ' v'ü  1 — s*"  yis’ 

a56.  Cela  posé , pour  exprimer  que  u est  contenu  entre  les  li- 
mites m et  ni',  je  fais  u = m cos’tr  -f-  tu' sin* a-,  ce  qui  donne 

du  1 a Ht 

ÿÜ  ÿD  * y (u*  + âfu  + /')‘ 

Pour  simplifier  ultérieurement  ce  résultat,  il  faut  considérer  dilTé- 
rens  cas,  selon  que  u*-f-a/u-f-  f est  de  l'uuc  des  trois  formes 

«*  OLfMl  cos  0 -f-  fZ%, 

(u  +'/»)(«  -+-  fz')  » 

(“  4-  /*)(“  — 4') , 

fx  et  fz'  étant  des  quantités  réelles  et  positives. 

Nous  nous  bornerons  ici  au  second  cas;  et  supposant 

nous  ferons  lang  a = h tang  4 , ensuite  h ==  el 

c*  = .?■  . ce  qui  donnera  la  transformée 

m + n -t-  m ’ ’ 
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On  parviendrait  immédiatement  à ce  résultat  par  la  substitution 


(mm'  -f-  m/i)  en»*  4-  4-  (mm'  + m/t)  sin’-j, 
(m'  4*  »•)  co»*^  -4~  (m  -f-  -)  “Ui'-ÿ 


züj.  Si  l’on 
d’abord 


fait  pareillement  z = n cos*%  -h  «'  sin‘%,  on  aura 

th î aJx 

Vu‘  V/(*‘+“g*+£7)  ' 


ensuite  il  faudra  distinguer  de  même  trois  cas,  selon  que  la  quan- 
tité s*  -f-  jgz  -f- g1  sera  de  l’une  des  trois  formes, 

a*  -f-  ara  cos  A + »*, 

(»  + »)(« + 0. 

(*  + 0C«-O. 


, et  »'  étant  des  quantités  réelles  et  positives. 

Ces  trois  cas  combinés  avec  les  trois  de  la  première  formule, 
offrent  neuf  cas  différons  à considérer,  et  pour  lesquels  on  pourra 
former  un  tableau  analogue  à celui  que  nous  avous  donné  pour 
le  cas  où  le  corps  se  meut  dans  un  plan  fixe. 

Supposons  de  nouveau  que  s*  + igz  -f-g'  c=(s+  »)  (s + »'),’  et 


qu’on  a >> 


nous  ferons  laugx=/*’  tangÇ,  ensuite  A' 


et  v»  = " — -,  ce  qui  donnera  la  transformée 
n + » n'-f-»’  n 


itz aD~» tf?  . 


elle  résulterait  directement  de  la  substitution 

_ __  (nn'+  n.)co5*Ç  -4-  (ni»'  -f-  n'Qsin*Ç 
“ (n'-j-  >)  con’Ç  + ("-f* 


Ces  formules  auraient  lieu  quand  même  «'  serait  négatif;  en  effet, 
soit  n'  = — n",  pour  que  la  quantité  s* -f- igz -)-g'  ou  son  égale 
js^.r)(î+/)  conserve  le  même  signe,  conformément  à ce  qui 
a été  démontré,  depuis  z=  — n"  jusqu’à  z — n,  il  faut  que»' — n" 
soit  positive,  et  à plus  forte  raison  » — n" ; donc  ayant  fait 

*=;r+7w’  ^ = 1 — fc=  ir+7  ■ r^TT*  > 
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on  volt  que  x*  et  £*  seront  positifs,  et  qu'ainsi  x*  sera  plus  petit 
que  l'unité. 


258.  Cela  pose,  si  l’on  fait  en  général  k = 
l'équation  de  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  sera 
AF(e,  4)  = F(x,  O + const. 


Au  commencement  du  mouvement,  c'est-à-dire  lorsque  le  corps 
est  dans  l'apside  supérieure  S*,  ou  a 4=°;  soit  on  même  temps 
Ç—i,  et  on  aura 

*F(c,  4)  = F(x,  £)  — F(x,  «). 


Il  serait  d’ailleurs  facile  de  réduire  le  second  membre  au  seul 
terme  F(x,  £),  au  moyen  de  l’équation  algébrique  qui  représente 
l'équation  transcendante  F(£) — F(«)  = F(Ç),  x étant  le  module 
commun. 

Au  reste,  la  valeur  de  e peut  se  déterminer  par  l’état  initial  du 
mouvement  qui  a servi  à déterminer  les  constantes  C,  C',  H.  Pour 
cela,  soient  4*  et  les  valeurs  de  4 et  Ç.  qui  conviendraient  à 
cet  étal  initial,  on  peut  supposer  4°  et  £*  positifs  ou  négatifs,  mais 
moindres  que  or,  quand  , de  l’époque  où  le  corps  est  au  point  S% 
on  revient  à une  époque  antérieure,  telle  que  celle  de  son  état  ini- 
tial, il  faut  supposer  que  les  valeurs  de  4 et  Ç qui  répondent  à un 
point  déterminé  du  plan  FMG,  sont  diminuées  chacune  d'un  cer- 
tain nombre  de  demi-circonférences  , c’est-à-dire  qu’on  devra  faire 
dans  l’équation  de  la  courbe  4 = 4’  — Iw,Ç  = Ç° — L^r,  I et  L 
étant  des  entiers,  et  alors  de  cette  équation  on  déduira 

L F1.  — F V 


El  quoiqu’on  ait  trois  inconnues  I,  L,  e,  à déterminer  par  celte 
équation,  il  n’y  aura  jamais  qu’une  manière  d’y  satisfaire  exacte- 
ment; car  si,  e restant  le  même,  ainsi  que  4’  et  0,1  supposait 
que  les  entiers  I et  L fussent  remplacés  par  d’autres  entiers  I'  et  L', 

il  faudrait  qu’on  eût  ainsi  il  faudrait  que  la  quantité 
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fût  rationnelle,  ou  que  la  courbe  fût  rentrante  sur  elle-même, 

ce  qui  n'indiquerait  toujours  qu’un  seul  point  où  les  valeurs  de  4' 
et  £ seraient  4-*  et  Ç*. 

a5g.  On  voit  maintenant  qu’il  est  facile  de  trouver  une  infinité 
de  courbes  algébriques  qui  satisfassent  à la  question.  On  peut  pour 

cela  faire  c=x  et  i et  e e'tant  des  entiers,  ce  qui  don- 

nera les  deux  conditions 

ti  + i’  n'+p  ; * 

m -J- ft  " m'  •+■  p e'* 

tn  f*  m \ -f- fi  n 4" 9 n'-|- 9 

m -f-  fi 'ni  -i-ft 

Ces  conditions  ayant  lieu,  l’équation  de  la  courbe  sera  /F4.=eF£, 
c étant  le  module  commun. 

On  obtiendra  encore  des  courbes  algébriques  en  satisfaisant  aux 
conditions  k — ^ » *=c’,  et  ainsi  de  suite,  chaque  système 

représentant  toujours  une  infinité  de  courbes  algébriques. 

Nous  ne  parlons  ici  que  de  la  courbe  tracée  dans  le  plan  mo- 
bile FMG,  et  circonscrite  par  le  quadrilatère  TVYX;  car  si  l’on 
voulait  que  la  véritable  orbite  à double  courbure,  décrite  dans  l’es- 
pace, fut  une  courbe  algébrique,  il  faudrait  satisfaire  à beaucoup 
d’autres  conditions  qui  rendraient  ce  problème  plus  épineux  qu'in- 
téressant. 

aGo.  Un  cas  fort  remarquable  est  celui  où  l’on  aurait  m = m'; 
alors  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  l’arc  d’ellipse  TV, 
qui,  dans  ce  cas,  se  confondrait  avec  XY.  Ainsi  le  corps  ne  pour- 
rait faire  que  des  oscillations  dans  cet  arc,  en  allant  alternativement 
de  T en  V et  de  V en  T.  Combinant  ce  mouvement  d’oscillaliou 
avec  le  mouvement  du  plan  qui  se  détermine  toujours  de  la  même 
manière  par  l’angle  /,  on  aurait  le  mouvement  absolu  du  corps.  Ce 
mouvement  s'exécute  dans  la  surface  du  sphéroïde  elliptique  décrit 
par  la  rotation  de  l’arc  TV’  autour  de  l’axe  FG;  et  il  est  visible  qu’à 
cause  du  mouvement  de  rotation  , l’orbite  comprise  dans  cette  sur- 
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face  est  composée  de  diverses  sinuosités  qui  louchent  alternative- 
ment les  deux  circonférences  décrites  par  les  points  T et  V,  sans 
que  la  vitesse  du  corps  en  ces  points  soit  jamais  nulle.  Ce  cas,  au 
reste,  donne  lieu  à des  simplifications  de  calcul  assez  remarquables. 

Alors  l'équation  à l'ellipse  u=m , tient  lieu  de  1 équation 

AF(c,  = F(>c,  Ç),  et  on  aura  pour  déterminer  t et /Ici  formules 


Jt  . 

a\/a 

<if  = 


(m*  — z*\  dz 

“ \ 4 ) VI 9 


\ Jl'dt 
m* — i/  V ^ ’ 


où  il  faudra  substituer  les  valeurs  trouvées  ci-dessus. 


nÇn'-t-Q  coa*  ^ + n’(n  + »)  «in*{ 
z = ’)  cos*  Ç + (n  + 0 *io*î  * 

rfz  aD_i  dS 

* y/'L~  I/O*  + »')  • V(n'+  ô * I/O — »'“*?)* 

Le  temps  d’une  oscillation  se  trouverait  en  prenant  l’intégrale  de- 
puis £ = o jusqu’à  Ç = 

aGi.  Un  second  cas  non  moins  remarquable,  est  celui  où  l'on 
aurait  n—n';  alors  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  l’arc 
d’hyperbole  TX,  qui,  dans  ce  cas,  se  confondrait  avec  VY.  Ainsi 
le  mouvement  du  corps  dans  ce  plan  serait  un  simple  mouvement 
d’oscillation  suivant  l’arc  TX,  et  sa  vitesse  serait  nulle  dans  le  plan 
aux  deux  extrémités  de  cet  arc.  Les  formules  qui  satisfont  à ce  cas 
sont  semblables  à celles  que  nous  venons  de  rapporter. 

26a.  Enfin  un  troisième  cas  qui  dérive  des  deux  autres  est  celui 
OÙ  l'on  aurait  à la  fois  m—m'  et  n — n';  alors  le  quadrilatère  TVYX 
se  réduirait  à un  point;  le  corps  n’aurait  aucun  mouvement  dans  le 
plan  FMG,  et  sa  vitesse  serait  toute  entière  perpendiculaire  à ce 
plan  , de  sorte  qu’il  décrirait  nécessairement  une  circonférence  dont 
le  centre  est  au  point  P. 

Les  symptômes  de  ce  troisième  cas  sont  faciles  à établir  immé-  Fig.  Zt. 
diatement.  En  effet,  soit  M le  lieu  du  corps  qui  doit  rester  fixe 
dans  le  plan  FMG;  si  l’on  emploie  les  dénominations  de  l'art.  70, 
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le*  quantités  Q,  ce,  r,  s, y seront  constantes,  et  on  aura  entr’elles 

, . ..  flsin»  o»ino  , _ 

les  relations  /•=  t— — -,  i = — r- r,  J — rsmp  = ssina>, 

sm  (ÿ  — »)  ’ sm(ç — «)  J * 

x = s cosiB,  a — jr=  — rcosp.  Or,  en  vertu  des  forces  A et  B, 
dirigées  vers  les  centres  F et  G,  le  corps  M est  sollicité  parallèle- 
ment à GF  par  la  force  A — -'f , et  dans  le  sens  MP  par  la 

force  A-'  -h  la  première  doit  être  nulle,  pour  que  le  corpsei'ait 

aucun  mouvemeut  dans  le  sens  de  Taxe  FG;  ainsi  pn  aura  la 
condition 

o = A cos  (p  sin’ip  -}-  B cos<ysin*a>, 

qui  servira  à déterminer  (p  par  ce,  ou  réciproquement. 

Ensuite,  pour  que  la  force  ^r  + ^‘7  dirigée  vers  P,  n’ait  d’autre 

effet  que  de  faire  mouvoir  le  corps  dans  le  cercle  dont  le  rayop 
est  MP,  il  faut,  en  appelant  V sa  vitesse,  qu'on  ait 


substituant  dans  celte  équation  les  valeurs  de  r,  s, y en  fonctions 
de  a,  i p,  ce,  et  observant  que  d'après  l'équation  (ê')  on  a 11  = V/* 

et  V’  = — = — , il  en  résultera 

y y 

H'  = Asin’p  tanga», 

ou  V = sin(p — a) y/ Ainsi  on  connaît  la  position  du 

corps  et  la  vitesse  primitive  dont  il  doit  être  animé,  pour  que  ce 
cas  particulier  ait  lieu. 

Du  mouvement  rectiligne  if  un  corps  attiré  vers  deux  centres  Jixcs. 

a63.  Quoique  ce  problème  ne  soit  sujet  à aucune  difficulté,  ce- 
pendant comme  il  n'a  point  clé  traité  jusqu’ici  d'une  manière  com- 
plète , j’ai  cru  qu'il  serait  convenable  d'en  donner  ici  la  solution, 
laquelle  pourra  être  regardée  d'ailleurs  comme  une  application  nou- 
velle de  la  llicorie  des  fonctions  elliptiques. 


J 
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Supposons  que  le  point  A,  où  commence  le  mouvement,  soit  Fi'.  3a. 
situé  sur  le  prolongement  de  la  ligne  des  centres  FG,  du  côté  de  F ; 
soit  V la  vitesse  initiale  que  nous  supposons  dirigée  suivant  AM, 
et  soit  M le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t.  Si  l'on'fait  FG=n, 

AF  = A,  AG  = a + A=A',  FM  = x,  on  aura  l’équation  diffé- 
rentielle 

ddx A B 

dl'  x*  (a  -4-  x)* 1 

dont  l'intégrale  est,  en  déterminant  convenablement  la  constante, 

d. r*  , y,  A . B A l! 

£ dl‘  * ‘ x *"  a + x h a A" 

On  voit  déjà  par  cette  intégrale  que  si  l’on  a Y*=ou> 

le  corps  seloigneraà  l’infini',  et  qu’au  contraire  si  l’ona  V*< 

le  corps  ne  pourra  s’éloigner  que  jusqu'à  une  distance  FD  = A dé- 
terminée par  l’équation 

A B À . B V* 

h a -L-  k h ‘ ii  + A a ’ 

or,  cette  équation  étant  du  genre  de  celles  que  j’ai  appelées  équa- 
tions ornâtes  (*) , elle  aura  toujours  une  racine  réelle  positive. 

264.  Le  corps,  parvenu  au  point  D,  revient  sur  ses  pas  en  vertu 
de  l’action  des  forces  centrales , et  il  descend  de  D vers  F , d’un 
mouvement  continuellement  accéléré.  Sa  vitesse  en  un  point  quel- 
conque M,  que  nous  désignerons  part»,  se  déterminera  toujours 
par  la  même  équation,  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

v* A B A B 

a'  x a — f*  x JT  a -j-  k ‘ 

d’où  il  suit  que  la  vitesse  en  A est  e'gale  à la  vitesse  initiale  V, 
mais  dirigée  eu  sens  contraire,  et  que  la  vitesse  finale  au  point  F 
est  infinie. 

Eu  vertu  de  cette  vitesse,  le  corps  passe  au-delà  du  centre  F, 


(*)  Supplément  à l'Essai  sur  la  Théorie  des  Nombres,  page  83, 
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et  sa  vitesse  redevient  aussitôt  finie.  Mais  comme  la  force  A change 

de  signe  en  même  temps  que  x,  il  s'ensuit  qu’au  point  M',  où  l'on 

a FM  =x,  la  vitesse  du  corps  sera  déterminée  par  l'équation 
» 

v* A | B A B 

a x ' a — x k a 

J’observe  maintenant  que  la  quantité  “ + ayant  pour  mi- 
nimum i ( \/ A -f- B)’,  il  y aura  deux  cas  à considérer,  selon  que 
est  < ou>(v/A+  v^B)*. 

a65.  Premier  cas.  Si  l’on  a ^ -f-  > ( |/A  + le  corps 

ne  pourra  s’éloigner  de  F que  jusqu’à  une  certaine  distance  FE=À‘', 
moindre  que  FG,  même  moindre  que  — g,  et  déterminée  par 
l’équation 

a n _ a it 

k'  ' a — A'  * a -f-  A' 


Parvenu  au  point  E,  le  corps  reviendra  sur  ses  pas;  sa  vitesse, 
d’abord  nulle  en  E,  deviendra  infinie  en  F,  elle  redeviendra  finie 
passé  le  point  F,  et  diminuera  continuellement  jusqu’au  point  D, 
où  elle  sera  nulle.  En  général,  le  mouvement  du  corps  sera  un 
mouvement  d’oscillation  par  lequel  il  passera  alternativement  du 
point  D au  point  E et  du  point  E au  point  1);  et  sa  vitesse  dans 
un  même  point  de  la  droite  DE  sera  toujours  la  même  dans  un 
sens  ou  dans  l’autre. 

Ce  premier  cas  comprend  celui  où  l’on  aurait  l’égalité 

~^~a  + k==  (i/A-f-V/B)*;  alors  le  corps  s’éloignera  le  plus  qu’il 
est  possible  du  centre  F,  dans  le  sens  FG,  et  cette  plus  grande 


distance  serait  k' 


a [/A 

t/A+vb' 


266.  Second  cas.  Si  l’on  a <(^'A  + y/’B)*,  la  vitesse 

du  corps  sera  dans  son  minimum  au  point  où  l’on  a x= 

mais 
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mais  elle  augmentera  ensuite , et  le  corps  se  portera  d'un  mou- 
vement accéléré  vers  le  centre  G,  où  sa  vitesse  sera  infinie. 

En  vertu  de  celte  vitesse,  le  corps  continuera  son  mouvement 
au-delà  du  centre  G.  Soit  GM''  = x,  et  on  aura,  au  point  M1', 


v* A B A lt 

3 a -f  x ~ x k a + k' 

Le  corps  s'éloigne  donc  du  centre  G jusqu’à  une  distance  GD'=A' 
détermiuée  par  l'équaliou  ' 

A , B _ A B_ 

i7+ k'  ‘ k'  k ' a + fc" 

Le  point  D'  ainsi  déterminé  sera  le  second  terme  de  l'oscillation  ; 
ensuite  on  voit  que  le  corps  reviendra  du  point  D'  au  point  D, 
et  que  sa  vitesse,  dans  un  même  point  de  la  ligne  DD',  sera  la 
même  en  allant  et  en  revenant.  Il  s’agit  maintenant  de  trouver  dans 
ces  deux  hypothèses  le  temps  de  chaque  oscillation. 

267.  Supposons  donc  que  le  corps  parle  du  point  D,  où  sa  vi- 
tesse est  nulle,  et  qu’au  houl  du  temps  t il  se  trouve  au  point  M, 
situé  entre  D et  F ; si  l’on  fait  FD=Æ,  FM=x,  on  aura  l’équation 


d’où  résulte 


</r* 

53? 


a+x 


A 


a+  k’ 


dt\/ik  — — tGt/[AA(o  + *)x(a  + x)] 

V V(k  — x).  vTACa  + *)(«+  x)  + BkxJ 


Soit  d’abord  x : 
Bk’ 


-,  ensuite  y 


V( ^ 


' A (a  + ky  + 1!>, 


x+y 

-,  on  aura  la  transformée 


tan"  p et. 


dt = Lk  . 

* U +- ^/(i  — c*sin*$>) 


Pour  avoir  le  temps  de  la  descente  de  D en  F,  il  faut  intégrer  la 
formule  précédente  depuis  $ = o jusqu’à  i p=  j^r.  Soit  dans  ces 

limites  Z1  = C-. — *** coa  * n étant  = on  aura,  par  les  ré- 
J (1  +nsin*f)‘û’  a’  ’ 1 

duclions  connues 

a(n+c*)Z‘  = E’c  — ^i  -+^F'c  + ^n+ac,+-^-)n,(/i,  c ). 

" 64 
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Quant  à la  fonction  IT(n,  c) , elle  se  trouve  par  la  formule  du 
n*  96,  I"  p.;  connaissant  donc  Z1  et  appelant  T'  le  temps  employé 
à parcourir  DF,  on  aura 

T'  = bkZ' . y/p(lA+n)]- 

268.  Pour  avoir  maintenant  le  temps  du  mouvement  sur  la  droite 

FG,  il  faudra  intégrer  l’équation 

\ 

' j.  / dx 

dans  laquelle  -f-  - — Pour  cela  il  faut,  comme  ci-dessus, 

distinguer  deux  cas. 

Soit  t*.  C > (v^A  -f-i/B)*;  le  corps  ne  pourra  s'éloigner  de  F 
que  jusqu’à  une  distance  FE  =À',  moindre  que  FG,  déterminée 
par  l'équation 

« A B C 

h'  ‘ a — li  a 

Soit  donc  x = A'sin*-^,  on  aura 


dt=z 


/rA Bsiirvi- -T 

y [_À'‘  (d  — l<)(a  — J 

Soit  ensuite  tang4  = taDgC>  *î  l’on  fiut 


et  = on  aura  la  transformée 


dt 


>a\/(2ia) 


dl  sin’Ç 


y A ‘(1  -f-  • sin* Çy-  V'C 1 — ** si'i’O 


Celte  formule  devra  être  intégrée  depuis  f=o  jusqu’à  £ , 
afin  d'avoir  le  temps  employé  à parcourir  FE;  soit  donc  dans  ces 

limites  Z"  = f-, — ; — : ^ - ,u,  on  aura,  parles  formules 

V(*— * SUI  0 r 


connues  . 


j(i  + rX''  + c,)z'— (‘  +t)F,c"“ E’c  + (*— - 7)n*(»,  x), 
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et  on  en  déduira  le  temps  cherché 

fpl/ ,l!  rgtt 

1 — (/A  » 

de  sorte  que  le  temps  tdtal  de  l’oscillation  de  D en  E sera  T'+T1'. 
Si  l’on  a C=(v/A-+yB)*,  il  s’ensuivra  A'=  ’ =V/^ 

et  x = x ; d’où  il  suit  que  T”  sera  infini.  Ainsi  le  corps  qui  a une 
vitesse  infinie  en  F,  mettra  cependant  un  temps  infini  à parcourir 
l’espace  FE.  Pour  expliqner  ce  paradoxe,  il  faut  considérer  que 
la  vitesse  devient  tout  à coup  fiuie,  à une  très-petite  distance  de  F ; 
qu’ensuite  cette  vitesse  diminue  progressivement,  h mesure  que  le 
corps  s'approche  du  point  E,  et  qu'à  une  petite  distance  de  E elle 
est  proportionnelle  à l’espace  qui  reste  à parcourir;  d'où  il  suit  qu'il 
faut  un  temps  infini  pour  que  le  corps  arrive  au  point  E.  Parvenu 
à ce  point,  il  sera  également  attiré  des  deux  côtés  par  les  forces 
A et  fi , et  restera  en  repos. 

369.  Si  l’on  a C<(v/A  -f-y/B)*,  le  corps  éprouvera  un  minimum 
de  vitesse  en  un  point  de  l'espace  FG;  mais  ensuite  la  vitesse  aug- 
mentera et  deviendra  infinie  au  point  G. 

Pour  avoir  le  temps  du  mouvement,  soit  x = a sin*4 , on  aura 

dt  COs'iè 

ay/aa  p (A  co'i’v -f-  B »m*4'  — Csin“  -i  t-'o.1  v ) ’ 

et  cette  formule  devra  être  intégrée  depuis  4 = o jusqu'à  4 — ;W, 
pour  donner  le  temps  T1'  employé  à parcourir  FG. 

Il  faut  observer  avant  tout  que  la  quantité  P sous  le  radical  étant 
mise  sous  la  forme 

P = A cos4  4 + (A  •+•  B — C) sin*4  cos*4  + B sin44  > 

offre  deux  cas  à distinguer,  selon  qne  C est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  (y/ A — y/B)*,  parce  que  les  deux  facteurs  de  cette  quantité  se- 
ront imaginaires  dans  le  premier  cas,  et  réels  dans  l’autre. 

370.  Soit,  i*.  C>  (y/ A — on  pourra  faire 

P=  A(cos‘4  + 2tec08®cos*4  sin*4 -J-«‘sin44), 
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ce  qui  donnera 

, B û À-i-B— C 

a.  — t/  - - , cos8= — ! 
v A » a |/AB 

et  comme,  dans  ce  cas,  C est  compris  entre  les  limites  (y/ A4-  V^>Y» 
(y' A — /B)*,  on  voit  que  cosô  sera  toujours  compris  entre  les  li- 
mites 4-i  et  — i,  et  qu’ainsi  9 sera  réel.  Cela  posé,  soit  tang4  = 

^-«angiC,  x=siniô,  m = on  aura 


, O l/s 

a\/A 


C- 

**/  (I  -f  mcosOVC*— ‘*,in‘C)‘ 


Celle  intégrale  doit  être  prise  depuis  Ç=o  jusqu’à  f=7r,  afin 
d’avoir  le  temps  entier  T"  employé  à parcourir  EG;  et  comme  on  a 

i i a(i4-m*cos*  Q 

(i  +mcosÇj*  (i — mco»0*  (i  — »»*«»•£)■* 

si  l'on  fait  » = — 7— il  suffira  de  prendre  depuis  £=o 

1 — TU  q* 

jusqu’à  Ç =ï'*>  1 intégrale  Z iu'çjvo— «WÇ)  » el  on 

aura  le  temps  cherché 

Voyez  ci-dessus,  n*  143,  les  formules  qui  servent  à trouver  l’in- 
tégrale Z"  représentée  par  U‘. 

371.  Soit,  a*.  C<(i/A— v/B)*,  on  pourra  faire 

P = A(cos*44-*s'n‘4Xcos'4  + *'sin*4)» 

a et  a'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les 
équations 


a+*'  = 


A-fB  — C 


«a  = 


Soit  «>*’,  lang4==^tang(;,x*=  1 — , r =;— 1 , on  aura 

a \/aa  C tjin‘£co3’C 

1 ~~  A»)  ’ J (i  4-»»in,Ç)‘V/('  — *sain'Ç  ) 

Ainsi  prenant  l’intégrale  Z ."=f , +,,^”^‘11*, in*  Ç)  dePuis-  • • 
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Ç =o  jusqu'à  r,  ou  aura  le  temps  cherché 

n itt a V‘>a  -7  ■/ 

273.  Uu  cas  qui  tient  le  milieu  entre  les  deux  précédons,  est 
celui  où  l’on  aurait  C=:(v/A — ^/B)*;  alors  P=A(cos,-4'+®sin,4')* 

et  *=  [/  — , ce  qui  donne  directement 

a\/ia  r J4'»in*4'COs‘4'  . 

ÿ\J  coj*  4 + « *iu‘4-  ’ 

intégrant  dans  les  limites  requises,  on  aura 

rp«  ° \./2a  * 

“ V/A  '4CV-+*)*' 

373.  Dans  les  trois  cas  qui  précèdent,  le  corps  continue  son  mou- 
vement au-delà  du  point  G jusqu’à  une  distance  GD'  = k't  que 
nous  avons  déterminée  n*  266.  Quant  au  temps  T'"  employé  à par- 
courir cette  troisième  partie  de  l’oscillation,  il  se  détermine  par  la 
même  formule  qui  a servi  à déterminer  le  temps  T'  de  la  première 
partie;  il  sulGt  pour  cela  de  changer  dans  cette  formule  Tes  quantités 
A,  B,  k en  B,  A,  À-',  respectivement.  Ainsi  les  ditféreris  cas  du 
mouvement  rectiligne  d’un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes  sont 
résolus  d’une  manière  générale,  toutes  les  fois  que  la  vitesse  initiale 
est  telle,  que  le  corps  ne  peut  s’éloigner  à l’infini,  ce  qui  réduit  son 
mouvement  à uu  simple  mouvement  d’oscillation. 

374.  Les  formules  précédentes  supposent  les  forces  A et  B at- 
tractives; mais  il  serait  facile  d'en  trouver  de  semblables  pour  le  cas 
où  ces  forces  seraient  l’une  attractive,  l’autre  répulsive,  ou  toutes 
les  deux  répulsives,  ce  qui  pourrait  alors  s'appliquer  à quelques 
phénomènes  d’électricité  ou  de  magnétisme. 

Pour  en  montrer  un  exemple,  supposons  que  les  deux  forces 
A et  B,  situées  aux  centres  F et  G , soient  répulsives,  il  y aura  sur 

la  droite  FG  un  point  I déterminé  par  le  rapport  j/  ^ , où  un  Fig.  33. 

corps,  placé  sans  vitesse  initiale,  resterait  en  repos.  Mais  si  l’on 
place  ce  corps  en  tout  autre  point,  par  exemple  en  D,  l’action  pré- 
pondérante de  la  force  A fera  mouvoir  le  corps  dans  le  sens  DG  ; 
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par  ce  mouvement  il  dépassera  le  point  I,  mais  il  ne  pourra  s’ap- 
procher du  centre  G que  jusqu'à  un  certain  point  E,  où  sa  vitesse 
sera  de  nouveau  anéantie.  Du  point  E le  corps  reviendra  vers  D, 
et  ainsi  alternativement. 


375,  Pour  déterminer  le  temps  de  chaque  oscillation,  soit  M le 
lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t,  et  soit  FG=a,  FD=asin*<x, 
FM  = x = asin*p,  FE=asin*6,  ou  aura  d’abord  l'cqualion  dif- 
férentielle 

ddv  A B 

"3F  j?  » 

dont  l’intégrale  est 

d x*  C À B 

adt'  a x a— x* 


• AB 

et  parce  que  la  vitesse  est  nulle  au  point  D,  on  aura  C = -^ — I — . 

* 1 4 9 5in*«  co**« 

Mettant  au  lieu  de  x sa  valeur  asin'p,  on  tirera  de  cette  équation, 
après  avoir  substitué  la  valeur  de  C, 


dt 

a\Zua 


dp  sir.’ç  cos‘$> 


V/(sio'?  — sin*  «) . ^ 


A cos 


B sin* 

COS*  a ) 


Le  point  E,  limite  de  l'oscillation,  se  déterminera  en  faisant  à la 
fois  p = £ et  o,  ce  qui  donnera 
tang<xlang£  = 

c’est  la  relation  entre  les  deux  angles  a et  C qui  déterminent  la 
limite  de  chaque  oscillation;  ils  seraient  complémens  l’un  de  l’autre 
si  l’on  avait  A = B. 


37G.  L’équation  précédente  peut  être  mise  sous  la  forme 

dl\/\ ._  _ p t/ÿ  sin*e  cos*e 

a,  na  “sm*s,n  — sia'») . y (.in*C— sin* p)' 


...  , . . r, , r dp  sin*  p cto*  p 

Ainsi  en  faisant  L — / . . r—  . , r-r-r  , et  prenant 

J ^/(.iti"  p — sin*»).  V/(sm*s  — sin’ÿ)  1 r 


cette  intégrale  depuis  <p  = a.  jusqu'à  <p  — 6 , on  aura  le  temps  T 
d’une  oscillation  par  la  formule 


T 


u \/Ha 

VA 


21  sin  a.  sin  S. 
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L’inlégrale  Z'  peut  se  trouver  au  moyen  des  formules  de  la  case  VI, 
supplément  à la  in  partie. 

377.  Dans  le  cas  de  A =B,  qui  donne  £=  ^ — et,  et  où  il  faut 

supposer  * <?'*'>  les  formules  se  simplifient  par  la  substitution 
sin’f  = sin*acos*^-f-cos*<atsin’^;  il  en  résulte 

Z = fd-\  i/[(sin*a  cos*  -f- cos*  etsin*-v{.)  (cos*  a.  cos*  4- •+- si  n’  asi  n*  4 )]  » 

soit  de  plus  tang4=lang*tang£,  et  on  aura,  en  faisant  c*=i — tang*a, 
b = tang*  * , 

Z = sin*  a 

J [*  — (‘  —b)  MB*ÇJ* 

Pour  simplifier  encore  celte  intégrale,  nous  ferons  usage  des  for- 
mules de  l'art.  60,  Ire  p.,  suivant  lesquelles  on  aura 

c*=  !_^=coS2<x,  A=v/(i — c’sin'Ç),  c**sin*^“), 

langK»— 0=bUngÇ,  , 1 — (1  — b)  sin*Ç=  AA*. 

Par  ces  substilntions , on  trouve 

t/Z  = sin*  «cos*  a. 

donc  par  les  formules  du  n*  i58,  I”  p.,  on  a 

z = i E (c-,  c*) - i- 

Faisant  ^ 7r,  et  par  conséquent  £°=tt  , on  aura  l’intégrale 
Z'ssjE'c*,  qui  donne  pour  le  temps  de  l’oscillation  cette  expression 
très-simple 

T = KS)iJ,E'M. 

ou  il  faut  se  rappeler  qu’on  a e*  = cos  2*  et  b * = sin  2a. 

Lorsque  a diffère  peu  de  \tt , les  oscillations  sont  très-petites; 

alors  on  a c*  = o,  i*=si , E'(c*)  = jw;  donc  T=  ^ 
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TROISIÈME  SECTION. 

(J  I.  Sur  VaUraction  des  ellipsoïdes  homogènes. 

378.  Nous  donnons  ici  la  théorie  de  l'attraction  dos  ellipsoïdes  ho- 
mogènes, considérablement  simplifiée  par  M.  Yvory,et  telle  que 
nous  l'avons  déjà  publiée  dans  les  Mémoires  de  l'Institut,  an  1813, 
Les  formules  de  l’attraction,  qui,  dans  les  cas  ordinaires,  sont  déve- 
loppées en  séries  infinies,  s'expriment  toujours  exactement  par  des 
fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce;  elles 
offrent  ainsi  une  application  importante  de  ces  fonctions,  soit  pour 
conduire  à des  théorèmes  nouveaux  sur  l’attraction  des  ellipsoïdes , 
soit  pour  faire  connaître  avec  tel  degré  d’exactitude  qu’on  voudra , 
les  valeurs  des  forces,  dans  les  cas,  rares  à la  vérité,  où  elles  ne 
peuvent  être  exprimées  par  des  séries  suffisamment  convergentes. 

Formules  pour  la  solution  générale  du  problème. 

379.  Soient  f,  g,  h les  trois  coordonnées  du  point  attiré  S , 
soient  x,  /,  s celles  d’une  molécule  quelconque  d M du  corps 
attirant,  et  r sa  distance  au  point  S,  eusorte  qu’on  ait 

= (/—  x)‘  + ( g —j)'  + {h  — s)\ 

L’attraction  que  la  molécule  dM.  exerce  sur  le  point  S est  expri- 
mée par  ~ ; elle  se  décompose  en  trois  forces  parallèles  aux  axes 
des  coordonnées,  lesquelles  sont 

(f-*y M (g—y)M  (A  — 

r1  » r>  » r‘  * 

si  donc  on  désigne  par  A,  D,  C,  les  attractions  totales  exercées  dans 

le 
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le  sens  des  coordonnée  x,  y,  z,  respectivement,  on  aura 

a 

B = 

C 

ces  intégrales  étant  étendues  à toutes  les  molécules  du  corps  attirant. 

280.  Supposons  le  corps  homogène,  et  soit  sa  densité  =1,  on 
pourra  faire  dM—tlxtljilz , et  alors  on  aura 

A =fff^dxd^d3i 

les  deux  autres  forces  seront  semblablement  exprimées;  mais  il  suf- 
fira de  nous  occuper  de  la  force  A. 

11  est  facile  d'aborH  d cxécuter  l'intégration  par  rapport  à x;  car, 
puisqu’en  regardant  a:  seule  comme  variable,  on  a rdr= — ( f—x)dxt 

il  s’ensuit  qu'on  a f'~r  ‘ dx— f- — const.  Soient  donc 

r„  et  r,  les  deux  valeurs  de  r qui  répondent  aux  deux  limites  de  l'in- 
tégrale , c’est-à-dire  aux  deux  points  de  la  surface  du  solide  qui 
sont  situés  sur  une  meme  parallèle  à l'axe  des  x,  on  aura 


a =//**(; -y. 


28t.  Supposons  que  le  corps  attirant  soit  un  ellipsoïde  dont  la 
surface  ait  pour  équation 

il  faudra  tirer  la  valeur  de  x de  celte  équatiou,  puis  la  substituer 
dans  les  valeurs  de  r.  et  r, , lesquelles  sont 

r»  = V /[(/+  x)*  (g  — j)'  4*  (h  ~ ")*]  > 
r,  —V[ff—  *)*  + (g  4-  (>•  — *)’]  i 

alors  il  ne  s’agira  plus  que  d’exécuter  les  deux  intégrations  par  rap- 
port h y et  à 3,  dans  toute  lctcuduc  de  l'ellipsoïde.  Mais  ces  iuté- 

65 
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grations  ne  peuvent  être  effectuées,  ni  l'une  ui  l’autre,  par  les  tnéj* 
tbodcs  connues,  et  il  faut  recourir  à d’autres  moyens,  pour  achever 
la  solution  du  problème,  ou  du  moins  pour  la  ramener  aux  simples 
quadratures. 

Comparaison  des  forces  exercées  dans  le  même  sens  par  deux  ellip- 
soïdes, dont  l'un  agit  sur  un  point  extérieur,  et  l'autre  sur  un  point 
intérieur  correspondant. 

282.  Jusqu’ici  nous  n’avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  position 
du  point  S.  Il  convient  maintenant  de  distinguer  deux  cas;  celui  où 
le  point  attiré  S est  situé  dans  l’intérieur  ou  sur  la  surface  de  l’el- 
lipsoïde NI , et  celui  où  il  est  situé  hors  de  cet  ellipsoïde.  I.e  premier 

cas  suppose  qu’on  a ■-  -f-  ^ -f-  -,  < ou  = i ; et  le  second  qu'on  a 

•+•  -s. -f-  > i.  Ce  dernier  cas  étant  le  plj^  difficile,  on  aura 

fait  uu  grand  pas  vers  la  solution  du  problème,  si  on  parvient  à le 
ramener  au  premier. 

Pour  cet  effet , considérons  un  second  ellipsoïde  M',  dans  lequel 
les  quantités  analogues  h a,  G,  y,  .r , y , % soient  désignées  par 
les  mêmes  lettres  accentuées;  supposons  que  cet  ellipsoïde,  dont  la 
densité  est  encore  = i , exerce  son  attraction  sur  un  nouveau  point 
S'  déterminé  parles  trois  coordonnées  f,g',  h'.  Ces  deux  ellipsoïdes 
sont  d’ailleurs  concentriques,  et  les  axes  désignés  semblablement 
out  la  même  direction. 

Si  l’on  désigne  par  p,  et  p,  les  quantités  analogues  à r,  et  /•„,  on 
aura  semblablement 

A' =//,!/*' (I-i). 

A'  étant  l’attraction  exercée  dans  le  sens  des  x , sur  le  point  S',  par 
l’ellipsoïde  M'. 

283,  Faisons  maintenant  ensortc  que  les  quantités  p,  et  r,  soient 
égales  dans  les  deux  solides,  il  s'ensuivra  que  p,  et  r,  doivent  être 
aussi  égales  entre  elles,  et  cette  circonstance  permettra  de  trouver, 
d'une  manière  très-simple,  le  rapport  des  quantités  À et  A'. 
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Puisque  nous  avons  à la  fois 

r>  — V[(f—  *)'  4-  (g  —lY  4-  (A  — a)J], 

f.  = va/-  xj  + W -yy  + (A'  - *')•], 

pour  rendre  ces  expressions  identiques,  faisons  d'abord 

fx  =fx',  gjr  = si',  A-  = h'z', 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  prenons  trois  indéterminées  X,  u , r, 
au  moyen  desquelles  ou  ait  simultanémen! , 

f — >f,  g = Hr',  A = rA', 
x'  = Ax,y=nf , z'  = *'-• 

les  trois  conditions  dont  il  s’agit  seront  satisfaites,  et  il  restera  à 
satisfaire  à l’équation 

y 4-  g'  4-  a*  + **  -h y 4-  Z • =/*  +g,t  + A"  + xr*  4-y  4-  z\ 

Substituant  dans  celle-ci  les  valeurs  de  f , g'.  A',  en  f,  g , A,  et 
celles  de  x',  y',  s',  eu  a1,  /,  a,  on  aura  l’équation 


(*•_  ,)x"+-  )y*4-('*— 0**  =Ç  (»’-04-^  ((-*-0  + 7 (•*-!); 

laquelle  doit  s'accorder  avec  l’équation  de  l’ellipsoïde  donné....' 

y*  V*  1*  • t t ^ 

— 4- 7 -f-  — = i.  Pour  cela  soit  X* — i = — , il  faudra  qu’on  ait 
«*  — i = 7 , r* — i et  on  aura,  pour  déterminer  £ , l’équation 


/’ 

-*+« 


g' 

fr+l 


_a*_  _ 
v’+i  *’ 


(•) 


Nous  avons  supposé  que  le  point  attiré  S était  situé  hors  de  l'el- 
lipsoïde M , et  qu’ainsi  ou  a-^  -t-  ^ -f-  i ; de  là  on  voit  qu'en 

faisant  successivement  g = o et  «r  ao  , dans  la  fonction  qui  forme 
le  premier  membre  de  l'équation  (a),  cette  fonction  devient  > i 
dans  le  premier  cas  , et  =o  dans  le  second  cas.  Donc  il  y a une 
valeur  réelle  et  positive  de  £ qui  satisfait  à l’équïfion  (a);  et  comme 
d'ailleurs  le  premier  membre  décroît  continuellement  à mesure 
que  ? augmente,  depuis  Ç=o  jusqu’à  oo  , il  s’eusuit  que  celte 
équation  n'a  qu'une  racine  réelle. 
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a84.  Connaissant  la  valeur  de  £,  on  aura  celles  de  A,  /U,  c,  par 
les  c'quations  A*  = 1 -f-  ^ , /**=  1 + , »*  = i -f-  J,  ; ensuite  le 

point  S'  sera  déterminé  par  les  coordonnées 


De  plus,  puisqu'on  a x=z  x^  ,j-==  - , z =^-;  si  l'on  substitue  ces 
valeurs  dans  l'équation  de  l'ellipsoïde  donné  M,  on  aura 


— + -f-  — 

»’«*  ‘ f i-  ~ >y 


p 


c’est  l'équation  du  second  ellipsoïde  M’,  dont  les  demi-axes  sont 
a' y y'ÿ  on  aura  donc 

a.'  = <*A , 6'  = fju , y'  = y,r. 


De  ces  équations  on  lire 

«•-?,  c'*-c*=e,  >"->■=?,' . 

donc  on  a aussi 


<*'•—  £'■  = a*—  C',  C‘—ÿ‘  = €‘—y‘,  3/*— 

d’où  l'on  voit  que  les  deux  ellipsoïdes  dont  il  s’agit  se  correspondent 
de  telle  sorte,  que  les  sections  principales  situées  dans  le  même  plan 
sont  décrites  des  mêmes  foyers. 

Remarquons  maintenant  que  puisqu’on  a g, 

y*=y*+Ç»  l’équation  (a)  donne 


£ 


r’  A* 

4-  £.  -4-  = 

* a* 


et  qu’ainsi  le  point  S,  dont  les  coordonnées  sont  f}  g,  h,  est 
situé  sur  la  suiTac8,dc  l’ellipsoïde  AI'. 

Réciproquement,  puisqu’on  a aussi  l’équation 
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il  s'ensuit  que  le  point  S',  dont  les  coordonnées  sont  f,  g',  h’, 
est  situé  sur  la  surface  de  l’ellipsoïde  M. 

Ces  deux  points  S et  S'  se  correspondent  mutuellement  de  telle 
sorte,  qu'on  a 


g : g’ ::  C : C , h : h!  ::  y'  : y, 


c’est-à-dire  que  les  coordonnées  homologues,  ou  parallèles  à un 
même  axe,  divisent  proportionnellement  les  axes  sur  lesquels  elles 
sont  situées. 


a85.  Ayant  fait  voir  qu’on  a généralement  f,  = r, , et  par  une 
suite  nécessaire  f,  = /•,;  si  l’on  observe  d'ailleurs  que  les  équations 
= z'=rz  donnent  djr'—yulj,  dz  = \dé,  et  par  conséquent 

dj'dz  — prdjrdz  — djdz,  on  en  conclura  que  les  forces  A et  A' 
sont  ainsi  exprimées  , . 

. a=^*g t-ÿ, 

»*(*-;)» 

et  comme  ces  intégrales  sont  prises  de  part  et  d’autre  entre  les 
mêmes  limites,  il  s’ensuit  qu’on  a 

A : A'  ::  Cy  : C’y', 

c’est-à-dire  que  les  attractions  A et  A',  dans  le  sens  des  demi-axes 
a et  a'  sont  enlr’elles  comme  les  produits  S y , C'y'  des  deux  autres 
demi-axes. 

On  aurait  donc  semblablement 


B : B'  ::  ay  : *'y'f 
C : C'  ::  aC  : *'C. 

Ainsi  étant  proposé  de  déterminer  l’attraction  d’un  ellipsoïde  M 
sur  un  point  S situé  hors  de  ce  solide,  on  imaginera  un  second  el- 
lipsoïde M',  dont  la  surface  passe  par  le  point  donné  S,  et  dont 
les  sections  principales  soient  situées  dans  les  mêmes  plans  et  dé- 
crites des  mêmes  foyers  que  les  sections  correspondantes  de 
l’ellipsoïde  donné  , conditions  qui  suilisent  pour  déterminer 
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entièrement  la  grandeur  et  la  posiliou  des  axes  y’  du  se- 

cond ellipsoïde;  on  prendra  ensuite  sur  la  surface  de  l’ellipsoïde 
donne  M un  point  S',  de  manière  que  chaque  coordonnée  du 
point  S'  soit  à la  coordonnée  correspondante  du  point  S,  dans  le 
même  rapport  que  les  demi-axes  des  ellipsoïdes  M et  M',  situés 
dans  la  direction  de  ces  coordonnées.  Cela  posé,  si  ou  désigne  par 
A',  B',  C'  les  trois  forces  parallèles  aux  axes  des  coordonnées  qui 
résultent  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  M'  sur  le  point  intérieurs', 
et  par  A,  B,  C les  forces  exercées  semblablement  par  l’ellipsoïde  M 
sur  le  point  extérieur  S,  on  aura,  d’aprèscc  que  nous  avons  démontré. 


On  voit  donc  que  le  second  cas  du  problème  général,  regardé  jus- 
qu’à présent  comme  sujet  à de  grandes  difficultés,  se  ramène  im- 
médiatement au  premier  cas,  où  il  s'agit  de  déterminer  l'attraction 
d'un  ellipsoïde  donné  sur  un  point  intérieur  quelconque  : or,  on 
sait  que  ce  premier  cas  a été  résolu  il  y a long-temps  avec  beau- 
coup de  simplicité  et  d'élégance,  cl  il  ne  nous  reste  qu’à  exposer 
cette  solution  pour  compléter  entièrement  la  théorie  de  l'attraction 
des  ellipsoïdes  homogènes. 

Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  dans  l'intérieur  de  / 
l'ellipsoïde  ou  à sa  swface. 


386.  Soit  toujours  M l'ellipsoïde  donné,  dont  la  surface  a pour 
équation 

j*  1 y*  , »*  v 

et  soit  S le  point  attiré,  dont  1rs  coordonnées  sont  f , g , h;  ce 
point  est  maintenant  situé  dans  l'intérieur  de  l’ellipsoïde,  de  sorte 
qu’ou  a 

$+ï+5<- 


Soit  dM  une  molécule  quelconque  du  corps  altirant,  le  lieu  de  celte 
molécule  sera  déterminé  eu  général  par  les  trois  coordonnées  rcc- 
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tan  "les  xyy,  z,  prises  dans  le  sens  des  demi-axes  *,  C,  y\  mais 
il  convient  d’exprimer  ces  coordonnées  par  d'autres  variables. 

Soit  R la  distance  de  la  molécule  au  point  S;  soit  p l’angle  que 
fait  la  droite  R avec  la  parallèle  à l’axe  des  x,  menée  par  le  point 
S;  soit  enfin  q l’angle  que  fait  le  plan  de  ces  deux  droites  avec  le 
plan  des  x,y.  Si  l’origine  des  coordonnées  était  au  point  S,  le  lieu 
de  la  molécule  serait  déterminé  par  les  valeurs  ,r  = Rcos/>, 
y =zKs\np  cos  q , z — R sin  p sin  q ; mais  comme  on  doit  supposer 
que  l'origiue  des  coordonnées  est  placée  au  centre  de  l'ellipsoïde, 
ou  aura 

X = f -f-  R COS  p , 
y — g -f-  R sin  p cos  q, 
z = h -J-  R sin  p sio  q. 

Concevons  maintenant  que  la  molécule  di/L  prenne  la  forme  d’un 
parallélépipède  rectangle  dont  les  côtés  relatifs  aux  variations  des 
quantités  R, 7»,  q,  sont  dK,  R dp,  Kdq  sin  p-,  puisqu'on  suppose 
la  densité  = i,  on  pourra  faire  <YM=  R* dKdpdq  sin  p.  Donc,  l’at- 
traction de  la  molécule  </M  sur  le  point  S sera  exprimée  par 
dKdpdq  sin  p ; et  les  trois  forces  qui  en  résultent,  suivant  les  axes  des 
x , des  y et  des  :■ , seront  respectivement  dKdpdq  sin  p cos 
dKdpdq s\\\' p cosq,  dKdpdq  sn\'ps\nq\  si  dône  ou  désigne,  comme 
ci-dcsstis,  par  A,  B,  C,  les  attractions  totales  parallèlement  à ces 
axes,  on  aura 

A = fffdKdpdq  sin  p COS  p , • 

B = fffdKdpdq  sin‘/>  cos  q , 

C = fffdKdpdq  sin*/>  sin  q , 

ces  intégrales  étant  étendues  à toutes  les  molécules  du  corps  attirant. 

387.  Considérons  d’abord  la  valeur  de  A : si  on  effectue  l’inté- 
gration par  rapport  à R,  et  qu’on  appelle  R'  et  R"  les  deux  valeurs 
de  R qui  répondent  aux  deux  points  delà  surface  du  solide,  situés 
sur  la  droite  déterminée  par  les  deux  angles  p et  q,  on  aura 

A = jf[K'  — R ")df>dq  sin  p cos  p. 

Dans  cette  formule,  K'dpdq  sin  p cos  p représente  l’attraction  dans 
le  sens  des  x,  de  la  pyramide  infiniment  aigue  qui  a pour  longueur 
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R',  et  pour- hase,  perpendiculaire  à R',  l'élément  W'dpdq  sin p ; da 
même  VJ'dpdq  sin  p cos  p représente  l’attraction  dans  le  sens  desx, 
de  la  pyramide  opposée  à la  précédente.  Ces  deux  pyramides,  ter- 
minées l'une  et  l’autre  à la  surface  du  solide,  attirent  évidemment 
le  point  S en  sens  contraires;  aiusi  nous  avons  dû  prendre  la  diffé- 
rence des  deux  forces  qu'elles  exercent  sur  ce  point. 

# • X*  V*  Z7 

Maintenant,  si  dans  l’équation  de  la  surface  — H — : = 1 » 

on  substitue  pour  leurs  valeurs  en  fonctions  de  R,p,  7, 

on  aura  l'équation 

JR*  2éR  — Ç — o , 

dans  laquelle  on  a fait,  pour  abréger, 

/ = cos*  p + -,  sin*  p cos*  q — sin*^>  sin*  q , 
e = f COS  p -f-  ^ sin  />  cos  q -f*  A sin  p siu  q , 
k = -.7  *•. 

Les  deux  valeurs  de  R que  donne  cette  équation  ont  été  désignées 
par  R'  et  — R";  ou  aura  donc 

— .+y/(.*+^) 
u — 1 • > 

t>i ; 1 + JO 

y , 

d’où  résulte  R' — Jl"= — j.  Substituant  cette  valeur  dans  l’expres- 
sion de  A,  cl  faisant  abstraction  du  signe  dont  toute  l’expression  est 
affectée , on  aura 

A = dpdq  sin  p cos  p ; 

intégrale  qui  doit  être  prise  depuis  p — a jusqu’à  p-=z7r}  cl  depuis 
q — O jusqu’à  q = 7T. 

288.  Substituant  d’abord  la  valeur  de  s,  on  aura 

a „ ç PrdpdqAaptm'p  Ç Çd,'dq  sin* p en*  p co.  q 

~~ J J J i ^ ~cr  JJ  7~.  » 

, h p pdqdq  «in*/i  cos  p sin  q 


-JT- 


or. 
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or,  j’observe  que  lorsque  p devient  — p , S'  reste  le  même,  mais 
qu'alors  sin'pcosp  chaude  de  signe.  Donc,  puisque  les  intégrales 
doivent  être  prises  depuis  p = o jusqu’à  p — 7T,  les  deux  dernières 
parties  de  la  valeur  de  A se  réduisent  à zéro,  et  ou  a simplement 

dpdq  sin  p co**  p 


= V//- 


cos  'p  -J-  — sin*  p cos*  q -j — ; sin*  p sin’  q 

Par  des  considérations  semblables , on  trouverait  que  les  valeurs 
des  forces  B et  C s'expriment  ainsi  : 


a m'g  rr 

'JJ 


tlpdq  sin5p  cos*  q 


co s'p+  çj  sin'pcos‘q-1 — ; sin*pjin*g 


q 5 »hpr  tipdq  sin’p  am‘17 

r J J cos*/>4-  sin*pcos’<j  -p  ~ sin*  p siu*  q 


289.  Maintenant,  sans  effectuer  les  deux  intégrations  par  rapport 
h p et  à q,  on  voit  qu'en  faisant  A=a/X,  la  quantité  X ne  dépendra 

que  des  rapports  Donc  le  point  S sera  attiré  également  dans 

le  sens  des  x,  par  tous  les  ellipsoïdes  semblables  et  situes  scmbla- 
blcmcnt,  qui  enveloppeut  le  point  S.  11  en  sera  de  même  de  l’at- 
traction dans  le  sens  des_j-  et  de  l’attractiou  dans  le  sens  des  z;  d'où 
il  suit  que  tous  ces  ellipsoïdes  exerceront  la  même  attraction  abso- 
lue sur  le  point  S situe  dans  leur  intérieur. 

Ce  résultat  ne  peut  avoir  lieu,  à moins  que  la  couclie  solide  com- 
prise entre  deux  quelconques  des  ellipsoïdes  qui  environnent  le 
point  S,  n’exerce  aucune  attraction  sur  ce  point.  Et  c’est  ce  qu’on 
démontre  aisément  par  une  construction  fondée  sur  les  propriétés 
des  surfaces  du  second  ordre. 

290.  La  valeur  A = 2/X,  où  X ne  dépend  que  des  deux  quan- 
tités , — , prouve  encore  que  tous  les  points  situés  dans  un  même 

plan  perpendiculaire  à l’axe  des  x,  sont  également  attirés  par  l’el- 
lipsoïde dans  le  sens  de  cet  axe,  et  qu’eu  général  l'attraction  pa- 
rallèle à un  axe,  pour  un  point  quelconque,  est  pi oporiiouuellc  à 
la  coordonnée  de  ce  point  parallèle  au  même  axe. 


GG 
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Soient  donc  A,,  B,,  C,  les  attractions  exercées  par  l'ellipsoïde  M 
sur  les  points  situés  aux  extrémités  des  demi-axes  et,  G , y ; les  at- 
tractions exercées  dans  le  sens  des  mêmes  axes  sur  le  pointS, 
auront  pour  valeurs 


Toutes  ces  propriétés  ont  été  démontrées,  il  y a long-temps,  par 
Muclaurin  ; mais  on  voit  qu'elles  se  déduisent  très-simplement  de  nos 
formules,  avant  même  d'avoir  effectué  les  intégrations. 

291.  Revenons  à l’expression  de  A trouvée  dans  l'art.  288,  et 
proposons-nous  d'abord  d intégrer  la  difléreolielie 

dq 

j «•  . ' > 

cos’p  -+■  i;  sin’p  c?s*«J  + —,  si  U*  P 510*9 


depuis  <7=0  jusqu'à  q — qr.  O11  sait  que  dans  ces  limites  on  a la 


formule 


dq 


m*  cos*  q -f-  /1*  sia"  q 
grale  dont  il  s agit, 


= ; ainsi  nous  aurons  , pour  l’inté- 


V/(coa*p  + ^ 5in*p).  v/(co»’p-t-ç;5io’/>) 


et  la  valeur  de  A deviendra 


A = 5/7 


f*  dps'w 

T I T- “ 

J » /(cos^p  + jisin* 


sin  p cos’p 

p)-V(.coa'p  + °: 


;siu*p) 


Cette  dernière  intégrale  doit  être  prise  depuis  p=o  jusqu’à 
ce  qui  revient  à la  prendre  depuis  p=o  jusqu  à pz=-tf , et  à dou- 
bler le  résultat.  Soit  donc  cos  p=x,  et  on  aura 


„ . r x’d.c 

A = 47r<3///  4.  (C*  — *) a’].  y[*  +(r'—  «’)**]  ’ 

nouvelle  intégrale  qui  doit  être  prise  depuis  j:  = o jusqu'à  x=  i. 
Si  dans  cette  expression  on  introduit  la  masse  M de  1 ellipsoïde  à la 
place  de  son  volume  |,wx6y',ou  aura 

_ SM/*  r g*<fo _ 
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11  est  clair  qu’on  déduira  de  celte  expression  les  valeurs  des  forces 
B et  C par  une  simple  permutation  de  lettres;  on  aura  ainsi 


SM?  r x'n 

• J V/(î*+r*  — i'.JT*). 

3.M/i  r .r’c 

* J 1/CrM 


dx 

VU 

W( 


+ «“  — C.x") 


-y‘.x‘)p'(y,+.‘*— y*.x») 


J observerai  cependant  que  si  on  eut  calculé  directement  les  va* 
leurs  de  B et  C par  les  formules  de  l’art.  388  , en  intégrant  d’abord 
par  rapport  à q , on  aurait  trouvé  ces  valeurs  sous  la  forme  suivante: 


B 3Mg  ( v A^V(«’ + x»)\ 

<(y“  — i)\  ê J /* 

c = - 3Mh  ( ?_t-  rd . 

<y‘  — * ) \ y J ) • 

mais  d’ailleurs  il  est  facile  de  s’assurer  que  ces  diverses  formules, 
où  les  intégrales  doivent  toujours  être  prises  depuis  x = o jusqu'à 
x=i  , s'accordent  parfaitement  eutr’elles. 

393.  Le  problème  étant  ainsi  réduit  aux  quadratures,  on  achèvera 
la  solution  dans  les  différées  cas  par  les  méthodes  d'approximation 
connues. 

Si  1’ellipsoide  est  peu  différent  d’une  sphère , ensorte  que  les  quan. 
tités  a* — £*,  a* — y soient  très-petites  par  rapport  à a*,  on  fera 

k1—  C*  «*  — y* 

— — = f*  > -r-  = * > et  oq  aura 

^ 3M  fÇ  jv*(Lr 

expression  qu’il  est  facile  de  développer  en  suite  convergente. 
Pour  cela,  soit 


(i— jux»)  *(i— rx*)  ‘ = 1 + P'x*-f-P''x*-f-  P'"x*  -f-  etc. , 
on  aura 

A = ^~J'x\lx(  1 -f-  py+p^+  etc.) 

Effectuant  l’intégration  entre  les  limites  x = o,  x=  1 , il  viendra 
A = ÿ(i -HP' + 1 P"  + 1 P'"  + etc.  ) 
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Quant  aux  valeurs  des  coefliciens  P',  P",  etc. , elles  sont  : 


P' =;(/*+»)» 

+ '*>+;•  S'"» 


i.5.5 
'2.4.6 
1 .5.5.7 , 


P-"_  — (m* +»*)  + r7  • sKa* + 0 . 


1.3 

3.4  ' 3 1 

1 .3.5 


etc. 


3 !.3 


3.4 


H-'- 


La  loi  de  ces  expressions  est  facile  à saisir;  et  on  voit  que  si  ju  et 
1 sont,  comme  on  le  suppose,  des  quantitc's  Irès-pelites , la  suite 
qui  donne  la  valeur  de  A sera  très-convergente.  Des  suites  sem- 
blables exprimeront  les  attraclious  13  cl  C dans  le  sens  des  deux 
autres  axes. 


ai)5.  Si  l’on  ne  veut  pas  avoir  recours  aux  séries,  ou  si  les  excen- 
tricités des  sections  principales  de  l'ellipsoïde  sont  trop  grandes  pour 
que  les  séries  soient  convergentes , alors  il  conviendra  d’exprimer 
les  attractions  A,  B,  C,  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  cet  effet,  il  faut  établir  un  ordre  de  grandeur  entre  les  demi- 
axes  a,  €,  y.  Supposons  que  cet  ordre  est  ot , £ , y,  cnsorle  qu'on 
ait  a<£  et  £<y.;  soit  eu  conséquence  £* — a.  *=/«'  et  y-* — a*=/j*, 
ou  aura  d'abord 

, 3M/  Ç x’dx 

A — ~rj  + 

Soitx  tangp  et  c*  = 1 — ^ , on  aura  la  transformée 
. 5>t / r t/^tang’ÿ 

J p(i  — c’üin’f)  * 

intégrale  qui  devra  cire  prise  depuis  <p  = o jusqu’à  la  valeur  de  4» 
pour  laquelle  on  a tangf  = ~ , sinp  = ^,  cosp  = ç. 

De  meme,  puisqu’on  a 

„ 3 M j r x'dx 

» i K«'- . y [■*'  + («*•—  m“  ) j * 
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si  l'on  fait  x = — — — r,  on  aura  la  transformée 

ny(_  i — t*sinkÿ)  ’ 

yj  r/psin’p 

15  — ~n*  / 

J (i—  c*sin'fy 

intégrale  qui  doit  toujours  être  prise  entre  les  memes  limites. 
Enfin,  si  dans  la  formule 

^ 3MA  r .rVr 

y J V'  (yT  — n'x‘)  • VV  ” mMx%)  ’ 

t •.  v sin® 

on  fait  x = î 1 , on  aura 


3 MA  r d$  sii 
n5"  J V'C1  — t1 


rfa  sin’f 

sin  çj  ’ 


intégrale  qui  doit  encore  être  prise  entre  les  mêmes  limites  que  les 
précédentes. 

t 

294.  De  là  on  voit  que  si  on  fait  A=  j/(i  — c’^m’p),  et  qu’on 
prenne  les  trois  intégrales  suivantes.,  depuis  <p  = o jusqu'à  une 

valeur  de  <p  < \ 7T , telle  que  lang  P = , sin  <p  = ",  cos  <p  = ^ , 


J'àç  <arg*g  y .én5»  ^ J' 


rj  /’j^sin’S 


les  trois  forces  A,  B,  C seront  ainsi  exprimées  : 


B = 


3M?  v 
ns  1 


» 


C 


3 MA 
n5 


Z. 


Les  intégrales  X,  Y,  Z se  rapportent  immédiatement  aux  fonc- 
tions elliptiques,  et  d'après  les  formules  données  art  i58,  1"  p.,  on 
trouve 


X = ~ [Atangtp  — E(c,  <p) J, 

Y = ^ [E  (c,  p)  _ _ J.  F (c,  9) , 

Z = -i-[F(e,*)-E(r,<p)], 

formules  où  il  faudra  substituer  la  valeur  de  <?  pour  laquelle  on  a 

_ Il  4»  . C 

sin <p  = , cos® A — 
y y>  y 


\ 
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INous  avons  donne  des  méthodes  pour  évaluer,  avec  toule  la  pré- 
cision nécessaire,  les  fonctions  E et  F,  quels  que  soient  le  mo- 
dule c et  l'amplitude  ; ainsi  nous  n’avons  rien  à ajouter  sur  la 
détermination  absolue  des  quantités  A,  B,  C. 


3q5.  Mais  comme  les  deux  fonctions  E et  F suffisent  pour  ex- 
primer les  trois  quantités  X,  Y,  Z , on  voit  qu’il  est  possible  d’éli- 
miner ces  deux  transcendantes,  et  qu'on  obtiendra  par  ce  moyen 
une  équation  algébrique  entre  X,  Y , Z ; celle  équation  est 

x + y + z = 

A CO?»  <p  «oy 


On  a donc  aussi  entre  les  forces  A,  B , C,  cette  équation  algébrique 


A , » . Ç 

7+g  + h 


équation  qui  ne  parait  pas  avoir  été  remarquée  jusqu  a présent,  et 
qui  doit  être  regardée  comme  un  théorème  nouveau. 

Au  surplus,  ce  théorème  se  déduirait  immédiatement  des  expres- 
sions en  doubles  intégrales  du  l’art.  238  , lesquelles  donnent 


ABC 

j + - -f-  j — S'"/»  = a frf  dp  sin  p = tyt. 

On  peut  encore  déduire  des  formules  de  l'art.  294  cette  équation 


d’où  résulte 


a*X  €‘Y  -4-  >‘Z  = n' F (c,  <p)  , 


-f  = — F (e,p). 


équation  digne  de  remarque  , parce  que  la  fonction  F est  la  plus 
simple  des  fonctions  elliptiques. 


> 


29G.  Les  formules  de  l'attraction  sc  simplifient  beaucoup  lors- 
que 1'ellipsoiide  a deux  axes  égaux,  ou  lorsqu’il  devient  un  solide 
de  révolution,  ce  qui  offre  deux  cas  à distinguer. 

Premier  eau.  S'il  s'agit  du  sphéroïde  aplati  , on  aura  S — y , 
m — n—\? (£*  — a* ) , c = o , A = 1 , et  les  formules  de  l'art.  2y4 
deviendront 
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X = Jdp  tang'p  = tang  p — p , 

Y = Z = fdp  siu*;p  = £ (p  — sin  p cos  p)  ; 


donc  en  faisant  ® = 0,  0 étant  le  plus  petit  arc  qui  satisfait  à l'équa- 
tion tang  6=  - , on  aura 


A=  ^(tangS  — 0), 

B =^ÿ(0  — sin0cos0), 
C = — sin  0 cos 0). 


Dans  ce  cas  on  peut , sans  rien  diminuer  de  la  généralité  de  la  so- 
lution, faire  A = o,  et  par  conséquent  C = o,  car  on  peut  prendre 
pour  plan  des  x et  / le  méridien  qui  passe  par  le  point  attiré. 

Second  cas.  S’il  s'agit  du  sphéroïde  allongé,  on  aura  S = et,  c=  i , 
A = cos<p,  ce  qui  donne 


X = Y = f 


CO»  ç 


Z 


/dç>  si 

cos 


'do  sin’p 
co»  o 


toujours  tang0  ss  - , on  aura 

A 

an* 

\ r ot>  i 

B 

an3 

\ COi‘1 

ç 3MA 

r i<>s( 

Substituant  les  valeurs  connues  de  sin  0 et  cos  0,  et  supposant  g—O, 
ou  B = o,  ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution,  on 
aura 


A = 
C = 


5Mf  /vn 
Q n1  \ <*" 


— l°n 

y 4-  n 


r4-")> 


formules  où  l’on  a n = \/(y‘  — **). 
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Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  l’ellipsoïde. 


397.  Lorsque  le  point  attiré  S est  situé  hors  de  l'ellipsoïde,  ses 
trois  coordonnées  y,  g , h,  prises  dans  le  sens  des  dcrai-axcs  a,  € , 
y,  doivent  satisfaire  à la  condition 


$+«+£>*• 


Cela  posé,  il  faut  d'abord,  suivant  la  théorie  précédente,  déterminer 
la  quantité  £ d’après  l’équation 


f'  -I  ^ -1-  v — 


1. 


Connaissant  la  valeur  réelle  et  positive  de  £ , on  aura  les  demi- 
axes  a! , y',  du  second  ellipsoïde  M'  par  les  équations 

S * = €'  + Ç , ■>'*  = >*+?; 

cl  l’ellipsoïde  M'  passera  par  le  point  donné.  S.  Ou  déterminera  en- 
suite, sur  la  surface  de  l’ellipsoïde  donné  M , un  point  S'  corres- 
pondant au  point  S,  de  sorte  que  ses  coordonnées  soient 


/«'  = 


4 A. 


Soient  maintenant  A',  B',  C'  les  trois  forces,  parallèles  aux  demi- 
axes  a1,  C,  y',  qui  résultent  de  l'attraction  de  l’ellipsoïde  M'  sur  le 
point  intérieur  S'.  Ces  forces  étant  trouvées  par  les  formules  du 
premier  cas,  on  en  déduira  les  forces  A , B,  C,  qu’exerce  l’ellipsoïdo 
M sur  le  point  extérieur  S , lesquelles  seront  ainsi  exprimées  : 


A = 


C = 


C'. 


Or,  on  a par  les  formules  du  n*  291  , 

SM  T C W r 


V — r 


+ ’ ■')**]* 


n,  75M ’é  C x ëx 

~ V L«"'  + (-'■  - •'M*]  - V-  [."•  + (r  * -î")x*:  » 

p,  tM'A'  r aV.c 

y J Vtr “ + v [»'*  + (•■— r'0^‘ J ’ 


donc 


\ 
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donc  en  faisant  les  substitutions  , et  observant  qu'on  a rr  = • 

1 Àil  ««y 

G1'  — «'*  — a*,  y1'  — «'*  = y'  — a*,  on  trouve  pour  les  forces 

cbercbe'es  A,  B,  C,  ces  expressions 


x'dx 


a = ™fr 

*'  J V L*‘  -+-  (•'  — ••*)  j--*]  ■ V[*‘ + (r* — «')  x*3  * 

P 3%  f x'dt 

f7v/[*'+ (-•  — ?)  j*].  v/[r*  + (r*  — c*)  i‘]  » 


p 3MA  /*  xVfr 

~~  y J V'C r * ■+■  (*'  — r”)  x‘3  • ytr  * + (•*  — r')-1'*]  ’ 

dans  lesquelles  les  intégrales  doivent  toujours  être  prises  depuis 


or=o  jusqu'à  x=  i. 

Ces  intégrales  pourront  être  réduites  en  séries , comme  dans 
l’art.  3Q3,  et  les  séries  seront  d'autant  plus  convergentes,  que  les 
quantités  œ',  £',  y’,  qui  dépendent  de  la  distance  du  point  attiré, 
seront  plus  grandes. 


ag8.  Les  mômes  intégrales  peuvent  aussi  être  exprimées  en  fonc- 
tions elliptiques  : pour  cela,  on  supposera,  comme  ci-dessus,  a.  <6 
et  £<7,  ce  qui  donnera  pareillement  «'<£'  et  £'<>;  puis  fai- 
sant de  môme  S‘  — a’=wi* , y'  — *"  = «*,  i — = c’,  et  déter- 


minant l’amplitude  ® à sa  dernière  limite  par  les  valeurs  tang®  = 
sin®=4,  cosa=%,  on  aura  d’abord 


ensuite 


X'=  l[Atang®  — E(c,  ®)], 

Y'=¥?  [E0’  *)  ~ f— ] - ? F(c,  , 


Z'=l[F(c,  ®)-E(c,<p)]. 

399.  Il  est  très-remarquable  que  les  forces  A,  B , C sont  exprimées 
absolument  de  la  même  manière  en  fonctions  elliptiques,  soit  que 
le  point  attiré  S soit  situé  au  dedans  de  l’ellipsoïde,  ou  qu’il  soit  situé 
au  dehors.  La  seule  différence  des  résultats  est  dans  la  valeur  de  ®, 
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qui  mesure  l’amplitude  des  fonctions  elliptiques  ; lorsque  le  point  S 

est  situé  au  dedans  de  l'ellipsoïde  ou  sur  sa  surface,  on  a tang<p=  ^ ; 


lorsqu'il  est  situé  au  dehors,  on  a tang  ip=  y,  a!  étant  une  quan- 
tité qu’on  peut  déduire  immédiatement  de  l’équation 


L + 4.  _A‘_ 


I. 


Le  second  cas,  considéré  analytiquement,  est  même  plus  simple 
que  le  premier,  parce  que  la  valeur  de  i p est  plus  petite,  et  qu’ainsi 
les  approximations  sont  plus  faciles  à obtenir.  On  a d’ailleurs,  comme 
dans  l’art.  ng5,  les  deux  équations 


74 

A.'* 

T 


B , C__  3M  «Cy  . 

' g ~r~  h ~ ~~  H ' 

fC*  Cy“  ~M  „ . . 

+ Y + T = 17  F <P)- 


Enfin  on  doit  observer  que  les  quantités  X',  Y',Z,  par  lesquelles  s’ex- 
priment les  forces  A , B,  C,  ne  dépendent  que  des  deux  seules  don- 
nées cet  f,  tandis  que  la  question  offre  en  général  six  élémens,  savoir: 
les  demi-axes  de  l’ellipsoïde  a,  S,  y,  et  les  coordonnées  f , g , h du 
point  attiré;  on  pourrait  donc  déduire  de  là  un  grand  nombre  de 
théorèmes  au  moyen  desquels  l’attraction  d’un  ellipsoïde  donné  ser- 
virait à déterminer  celle  d’une  infinité  d’autres  ellipsoïdes;  nouvelle 
preuve  de  l’avantage  que  présentent  toujours  les  fonctions  elliptiques 
dans  leurs  applications,  en  exprimant  les  résultats  sous  la  forme  la 
* plus  simple  dont  ils  sont  susceptibles. 

3oo.  Les  formules  générales  se  simplifient,  lorsque  l’ellipsoïde 
devient  un  solide  de  révolution,  ce  qui  offre  deux  cas  à distinguer. 

Premier  cas.  Si  le  sphéroïde  est  applati , on  aura  S=y,  £* — 
n — m,  c=o;  et  comme  on  peut  prendre  pour  plan  des  x et  j 
celui  qui  passe  par  le  point  S,  on  aura  A==  o,  de  sorte  que  l'équa- 
tion qui  détermine  a ! sera 


d’où  l’on  tire 


* + »* 


«'*  = i (/  + S'  - n‘)  + i ✓[(/*  + **-  »*)*  + V»*]-  ' 
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Cela  posé,  ayant  déterminé  l'arc  fl  par  la  valeur  tang 9 = ^ , les 

deux  forces  A et  B auxquelles  se  réduitTatlraclion  du  sphéroïde  sur 
le  point  S,  seront  ainsi  exprimées  : 

À = ^(tangfl  — 8), 

B = (9  — sin  9 cos  fl). 

Second  cas.  Si  le  sphéroïde  est  allongé,  on  aura  6 = a , m = o, 
y*  — a*  = n*,  c—  i;  et  comme  on  peut  prendre  pour  plan  des  x 
et  s celui  qui  passe  par  le  point  attiré  S,  on  pourra  faire  g — o, 
de  sorte  que  l’équation  qui  détermine  a.'  sera 

■ * ~ 


n* 


d'où  l’on  lire 

= + A*  — «•)  -+-  i i/CCT  + A*  — »*)*  + 4/*"*]- 

Cela  posé,  ayant  déterminé  fl  par  l’équation  tang  9 les  deux 

forces  A et  C , auxquelles  se  réduit  l’attraction  du  sphéroïde  sur  le 
point  S,  auront  pour  valeurs 

a 3Mf  f”  sin  6 i /i  -4- sin  l\"“| 

A = ï?  Ur-i  - los  vit»r  » 

§ II.  Sur  la  formule  de  la  page  >56,  première  partie. 


3oi.  Nous  avons  déjà  vérifié  cette  formule  dans  un  cas  particu- 
lier : nous  allons  maintenant  examiner  si,  en  la  considérant  dans 
toute  sa  généralité,  elle  offre  des  réductions  nouvelles  de  la  fonc- 
tion n , ou  si  elle  n'est  qu’une  conséquence  des  formules  déjà 
établies. 

Mettons,  pour  plus  d'uniformité,  m , yr — afl  et  r à la  place  de 
— m',  A,  r,  respectivement,  et  supposons 

r*  — i + a b cos  afl+A*  ==(>-(-  ô)*(t  — A^si^fl), 

n*  = — = — - 1 + £**  sin*0. 
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cV 

Wl  ( ! -f-  A cos  a 5)‘  * 

itr  sin  aS  sin  t cos  p 

tang  — frcos  2g  — j* 3in*^)  y/(i  — c’  sixi5  f)  * 

l'équation  qu’il  s’agi  l de  vérifier  sera 

n («•,  c-,  r)=~i~F  (*,  9)-‘  ,_icoaA  >n(m»  *,  <p)+  lî^r  ®> 


302.  On  remarquera  d’abord  que  le  paramètre  m peut  se  mettre 


sous  la  forme  rn  — — i+5*sin*/x,  en  faisant  sin/*: 

csin  aS 


cos(ir — a8) — b 
i + écos  a3  * 


COS /*  : 


i -f-icosaj' 


Cela  posé , il  faudra  réduire  la  fonction  n(wi,  c,  <p) 


à une  nouvelle  fonction  n (m*,  c%  ç°) , au  moyen  des  formules  de  la 
page  119  ; elles  donnent  une  valeur  positive  de  /»*,  savoir  : 


. _ m (m  -f  c»)  cos>  (i  — fc'sin» 

(»  + O*  (•+">)  (i+ft)*sin>  * 

et  en  faisant  m°  = col* y,  on  aura 


cosjsi/(i  — 4*  sin» c“sina8t/(i — A**  sin*  8) 

c(>  ? — (i  A)  «in/.  1 — a •.in’8  -J-  A“sin*6 

Soit , pour  le  module  b’,  F (S.)  = aF  (8) , on  aura , par  les  formules 
de  la  duplication,  pag.  a5,  1"  p. , 

« sinfl8i/(i  — 6*’ sin*8) 

*DS  * i — asin* 8 + 4’*  sia ’ 8 * 

donc,  coty=  — c' tang 6, , ou  i=cMangy  tang(7T — 8,).  Celle  équa- 
tion répond  à l’équation  transcendante 

F(>)+F(ir  — = F'i*, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à l'équation 

F (4%  y)  + F'4*  = aF  (4*,  8). 

C’est  ainsi  que  y peut  se  déduire  directement  de  9,  sans  faire 
usage  de  l’auxiliaire  8.;  d’ailleurs  y pourra  être  positif  ou  négatif 
à volonté. 

On  voit  déjà,  par  ce  résultat,  que  la  formule  dont  il  s’agit  est 
comprise  dans  les  formules  générales  de  l’art.  1 15,  et  qu’ainsi  la  ré- 
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âuction  entre  les  deux  fonctions  n (n°,  c*,  ç’),  n (m,  c,  p),  donnée 
par  l'équation  proposée,  n’est  qu'un  corollaire  des  formules  déjà 
connues.  Nous  allons  cependant  poursuivre  le  calcul , pour  en  tirer 
quelques  nouveaux  résultats. 

5o3.  On  aura  d'abord  la  transformée 


i — 

a6*sinVco5V 


(l — b'%in‘p)r  dp0  cos  f /* 

ab’sia’/t  J 1 ) 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  proposée,  exprimant  les 
coefficiens  en  fonctions  de  6,  puis  effaçant  les  signes  * qui  affectent 
/»*,  c*,  b *,  p°,  on  aura  cette  nouvelle  formule  : 


n ( n , c,  p) 


(i  — fl)  (cÈ  -f-  b • cos4  fl) 

b*  sin*afl  (c*  sin4  fl  — - cos4  fl) 


cosoô  +_Wb4! 

6*  :•  Ul  - J'J 


-*)F(c,(p> 


i'sia  aS  ' '* 


dans  laquelle  il  faut  supposer 

n = — i-f-5*sin*8,  m sa  col‘y, 
c sin  aS  |/(  i — b'  sin*  8) 

C0  ^ c*  sin4  b — cos'ï  * 

. i*  sin8  cos8  siney'Ci  — i'sin’#) 

“ “c— (i — é*sin* 8)(csin*0 — Acosf)  * 
c«in  28  sineV/fi  — à*  sin*4) 

,ans*  = — ëïïîrrrspâ — » 

on  remarquera  d’ailleurs  que  l’arc  G>  est  < j-tt,  si  tangfl>-~,  et 
qu’il  croit  indéfiniment  avec  p,  si  tang8< 

3o4-  Celte  équation  peut  se  vérifier  assez  facilement  lorsque 
p = ±'7t-)  alors  elle  devient 

*(»+ 
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Pour  avoir  la  valeur  de  2$' — 'P',  il  faut  observer  qu’on  a 


cm8i/(i — 4*5În*8) 

tang$>'  = L.___ , 


...  csin  a9i/(i — 4,sin*8) 


>1  •»  . . . . , esina9l/(i — 4*ain'8)  -. 

or,  de  la  première  on  tire  tan  g a<t>'  = - ^ — t9—  = tang*’  ; 

donc,  2<t‘ — ■*"  = o. 

Maintenant,  puisqu’on  a n — — 1 + 4*  siu’6  , m=col'y  , si  l’on 
fait 

R(0)  = \-rr+  (F‘c—  E'c)F(5,  0)  — F‘cE(5,  0), 

K (y)=ÏTr  + (F'c-  E'c)F(5,>)  - Fc  E (b,  y), 

les  formules  des  art.  96  et  101  donneront 

n'(»,c)  = F*+ra^K(«), 

n'(«,  o)  = si„-,F-e  Kfr)  ; 

substituant  ces  valeurs  et  exprimant  les  coefliciens  en  fonctions 
de  0,  l'équation  qu’il  s’agit  de  vériGer  se  réduira  à celle-ci  : 

0 = MF‘C  + T&ÿ  w ~ » 

dans  laquelle  on  a fait 


M = 


(1  — ^*sin^#)  (r*sin^  — -cos*<) 
5at>in*a#  (c*  -f-  £3cos*f) 


cos1  6 -f*  ô^sin*# 
b*  i>in*2l  y 


ou  en  réduisant,  M = — — Or> on  a Par  *es  formules 
connues, 

K(y) — aK(0= — i*  + (F‘c-E'c)[F  (6,  y)-  aF(0, 8)]  + F'c[aE(4,«)  -E(4,y)], 
aF(4,Q— F(4,y)  = F'4, 

aE(4,l) — E (4, y)  = E'4  4*  (sin’l  sin  »,  — ainysinô,  ) ; 

donc  * • 


K (y)  — aK(0  = — 1 w — (F‘c  — E'c)  F‘4  -f-  F‘cE’4  + 4*sin8,(sin*8 — tin  y)  F'c, 
ou  simplement 

R (>)  — 2R  (8)  = 4'sin  9,  (siu‘0  — sin  y)  F'c. 
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Ainsi  toot  se  réduit  à faire  voir  qu’on  a 

--  A(4,5)iin#,  . . . 

M = ■ „n3s'  (sm > — S1D  8)  » 

et  c'est  ce  qu’on  trouve  immédiatement  par  la  substitution  des  va- 
leurs de  sin  y et  sin  0,  en  fonctions  de  8. 

3o5.  Il  résulte  de  ces  calculs  qu’en  prenant  les  modules 

„ — _ , 4-  i’sin’8,  m = cot>  = \ 1*>  deux  fonc- 

tions complètes  !!■(»,  c),  n'(/n,  c),  ou  simplement  ITn,  X\'tn,  auront 
entre  elles  celte  relation 

n n = H m + H Kiiïïï—  )Tc- 

Si  l’on  fait  disparaître  le  coefficient  de  F'c , le  rapport  des  deux 
fonctions  fl'/i,  I I‘m,  sera  donné  algébriquement,  ce  qui  est  un  ré- 
sultat assez  remarquable.  Alors  on  a 

, co»*<  ( I -1-  Mn*$  ) . sin’#  — cos*# 

C sin’#  ( i -J-  cosW)  ’ sin*#  ( i -J- co»*#)  * 

et  S = 1 + ? tanS’20- 

Soit,  par  exemple,  sin*8  = ~,  on  aurac*  = §,  n— — -,  m—  3, 

et  ^^^  = 3;  c’est-à-dire  qu’en  faisant  e*=§,  et  prenant  les 

intégrales  depuis  ÿ = o jusqu’à  on  a 

/; l -C i <1? 

1 — ;»in‘f  * V^(l — c*»ùi"9)  J 1 3 sin’f  ‘ ^/(i — c’ain’f)' 

§ III.  De  l’intégrale  Z1  = ^ } prise  depuis  <p  = o 

jusqu’à  f = -j  tt. 

5o6.  Si  l’on  demande  le  temps  de  l’oscillation  d’un  pendule  dans 
une  demi-ellipse  dont. le  grand  axe  est  vertical , soit  ce  temps  = T, 
la  gravité  ==  g,  le  demi-grand  axe  de  l’ellipse  = i , le  demi-petit  axe 

*=  ✓(*  — **)>  on  aura  jT/ag  = ; ainsi  le 
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temps  dont  il  s'agit  se  détermine  au  moyen  de  l'intégrale  Z',  prise 

entre  les  limites  <p  = o,  <p=z{7t. 

Considérons  d'abord  l’intégrale  indéfinie  Z =J'd * ~n^— — , 

si  on  fait  s\n  p — j',  on  aura 

7 r*bV{ I— >y> r arfy(i—  Ay) 

J —ÿ)  J t/C«  — ('  ■+■  k')y*  4-  *>*)' 

Cette  intégrale  peut  se  trouver  en  général  par  la  méthode  indiquée 
pag.  197  de  la  première  partie. 

307.  Pour  cela,  soit  1 -f-  kj*  =/*z , on  aura 

i/[,  — (»  -+-  k')y 4 + *^*]  =yW  [»*  — («  + *)•], 

, _ri/*=,v(»- v*). 

, 1 |~  rfa </t “| 

ay/A  L Vtï-My/A)  aW'AjJ* 

i z + i±i  ✓(.•-4*). 


De  là  résulte 

\<U 


dZ  = - 


1 + A — ty/A 


t* 


1 A -f  iy/A 


y(t—aÿk)  * yz[>*— (1  + A)“J  ~ V'fc  + syA)  ‘ V O*—  (‘  +*)“]  ’ 

cl  pour  avoir  Z',  il  faudra  intégrer  le  second  membre  depuis 
z = 1 -f*  k jusqu'à  s = 00. 

Comme  les  deux  parties  de  la  valerr  de  <fZ  ne  diffèrent  que  par 
le  signe  de  y/ À',  il  suffira  d'en  considérer  une,  savoir: 

jj, î rfs 1 4- A 4-  tt/A 

~V'(z  + a\/k)  * v[f— (i  + A)’]' 

Soit  d’abord  s + 2 y/£  = u*,  on  aura 

—r, (1  — k -f-  u9\/h)  du 

a — V + KÂÿ]  . t/[u*+(i  — k Ay]' 

Soit  ensuite  c’=  et  /(«— e’sin'4) 


a+ak 


on 


i 
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oa  aura 

__  (,-&>  d-l  (,  +y/*)Vft  _d4_. 

t/(a  + ai)  • a j/(a  +à£j“  * A cos 

L intégrale  est,  par  les  formules  du  n*  i58,  I"  p. , 

Z = ^/(a+aij F^c*  ^ + V/*-t/(a  + ai).[Atang4  + 6‘F(c,  4)—'E(c,  4)]. 

De  même,  si  on  lait  5 — ai /k=u“.  u = ,ou  cosd/= — l~t/-7  . 

K * cos  4 » Y î/C- — al/i)’ 

/|  X i/Ui  > k \ r y 

/l‘ = a + ak~*  ^ — V^O — i’sin'4'),  on  aura  l'autre  partie  de 
l'iutegrale 

Z"  = ÏT^^F)  ?Q’  ^ —Ÿ*  • ✓(»  + ai)  [4'tang4'  + c’F  (A,  4')  - E (A,  4')]- 

3o8.  Au  commencement  de  J’integrale , où  s=i-f-A-,  on  a 
4 — ° et  4'  = °;  à la  f*n  où  5 = oo  , on  a 4'  = iwet  4*  = jor;  alors 
les  termes  Atang4  et  A'tang4'  deviennent  infinis;  mais  il  est  facile 
de  prévoir  que  ces  infinis  disparaîtront  dans  la  somme  Z'  + Z" 
qui  compose  la  valeur  de  Z1. 

En  effet,  laissant  4 ci  4*  indéterminés,  on  a 

A *°g4  = \J + r^Tî)-  v/(=  - « - A) , 

A'tang4'=  y/ v/(5- i-*). 

Donc,  lorsqu  on  fait  s infini,  la  différence  A tang'vj.  — A^ang^f/  se 
réduit  à 

et  devient  par  conséquent  nulle. 

On  peut  donc  négliger  les  termes  Atang4,  A'lang4',  dans  la 
somme  7.'+ Z'',  et  cette  somme,  après  avoir  fait  4=4=ï7r> 
donnera  1 intégrale  cherchée 

, ^ 

z'  = V^+âî) (Fc  + F‘4  5 + V/*- V^(a  + ai)  (A*FY  — <-*F'i  — E'c  + E'A). 

Ainsi  cette  intégrale  ne  dépend  que  des  fonctions  complètes  F'e, 
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E'e,  et  de  leurs  coroplémens  F 'b,  E 'b.  Ôn  peut  d’ailleurs  la  réduire 
à cette  forme  très-simple 

Z'  = (i+*)(cF'c-f-  b?'b)  + \/k.y/(?  + 2k).(E'b  — E'c), 
ou  enfin 

„ . . acF'c -+-oA  F'fi  , a (& — c)  rvl, 

Z'  ==  + jf+ïÿ  (C  b L 


§ IV.  /><•  Z’W  = /Vë?  • p<£b)  * pnse  *** 

X = O jusqu  à X = i . 

3og.  Cette  intégrale  sera  connue  pour  toute  valeur  de  a,  si  ou 
la  connaît  pour  deux  valeurs  particulières  telles  que  * =—  i et 
tt==4-  ij  en  effet,  on  a généralement 

Z*  («)  = !~Z'  (—  i ) + ^ Z-’(i). 


Pour  trouver  celles-ci,  soit  d’abord  x* — 7^.—.*  on  aura  la  trans- 
formée t y.  + «»■  + «<+ «0-*»)  p = ° 

Z'{&)  — ï J ,+z.‘  "4/(1— 1*)'  l*=i 

Et  comme  les  limites  de  r sont  les  mêmes  que  celles  de  x,  on 
pourra  changer  z en  x,  ce  qui  donnera 

ou  >— •r  uiniZ'f—  ii+iiüZ'frî. 

Z*  (*)  = — TV  </(!  — Tô  ^ a t a W 

Ces  deux  valeurs  de  Z’ (a)  étant  comparées  entr'elles,  donnent 

»(— )=i/F(ë^=ieî'c’ 


en  faisant  c=sin45* — v/t- 

Il  ne  reste  plus  à trouver  que  l’intégrale 

7>m  _ fi±*  — . 
L V)-~J  l+x*'  V(l— **) 
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• 2J"* 

3io.  Pour  cela  soit  i — x*  z=  — , la  transformée  sera 

i*  1 ^ 

v».^.)=/^+/ï^ {izl 

mais  dans  les  limites  z = o,  3 = 00  , on  a f : il'il  — * et 

, 7 J i+t*  1/2’ 

fïUT*)==F'c>donc 

Z'(«)=sJ  + icF  ’c. 

Les  valeurs  de  Z'( — 1)  et  Z'(i)  étant  ainsi  trouvées,  on  aura 
1 intégrale  cherchée 

Z'(<*)=  (1  +«)g+i  cFV. 

La  conséquence  la  plus  simple  qui  résulte  de  cette  formule  est 
celle-ci  : 

/| .x’lic I 

0+x>)Ki—  *♦)  ~8> 

et  voici  comment  on  peut  la  démontrer  directement.  Soit 

/> 

l<  _j.'/  ; ®°'t  2 = «v/2> 

elle  deviendra  + u,  » et  celle-ci  devra  être  prise  entre  les  li- 

mites u = o,  « = 00,  ce  qui  donnera,  par  les  formules  connues, 

i/a  * * 

— . , ou  5. 

4 . . » o 

43,n4 

3u.  On  peut  obtenir  les  mêmes  résultats  en  ramenant  l’intégrale 
proposée  à la  forme  ordinaire  des  fonctions  elliptiques.  Soit,  pour 
cet  effet,  x=cosp,  et  on  aura 

ZfeO  — f î(‘+*)  — î,lin‘*  _ réf 
v ' J 1 — 910*$  -f-  «*«10*9  * ^/(i  — c*  iùia0)  9 

intégrale  qui  devra  être  prise  depuis  <pc=o  jusqu’à  p=  j7r. 

Or  si,  dans  la  formule  du  n*  /t |G , 1'*  p.,  on  fait  a=c*,  on  aura  , 
dans  les  mêmes  limites , 

/'  1 — r’stn^a  rlf  f'  dp  I x 

1 — sio'f -J-c’siir'ÿ  * ~~~ J i-j-Cp‘  c’a’ 
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et  si,  dans  celle  du  a'  5i , on  fait  A= — c*,  on  aura  de  même 

/i — 3ain*e  + c*ain4 p Ç dp  

1 — sin*$-f-c'‘sin’ç  J 1 — c*p*  — " 

D’ailleurs  on  a évidemment 

/I  — <in‘»-4-c‘sin<e  dp  __ 

1 — sin‘f  -4-  c*  sin'  p ' A ’ 

de  là  on  déduit  immédiatement 

Z ■(*)=(.  +*)|  + icF'e, 

Ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  précédent. 

Ç V.  Ëclaircisscmens  sur  un  article  du  Calcul  intégral  d’Euler. 


3i2.  Dans  le  tome  III  du  Calcul  intégral,  pag.  C36,  Euler  a re- 
marqué que  l’équation  différentielle 

dx  k'C  i + XJr)  4-  dy  v/C i +jj)  4-  nydx  + nxdy  = o , 
qui  a pour  intégrale  complète  l’équation  transcendante 

a^4-^V/(,4-»*)4-log[*-t-  __ 

+/V/(I  +J'J')4-log[j'-t- /(■  4-J7)]J  * ^ 

A étant  la  constante  arbitraire,  peut  être  aussi  satisfaite  par  l'équa- 
tiou  algébrique 

xx  +77  4-  t/(i  +nn)  = nn  ; (a) 

Si  celle  dernière  intégrale  était  dn  nombre  de  celles  qu’on 
appelle  intégrales  particulières , elle  devrait  se  trouver  directement 
par  les  règles  propres  à ce  genre  d’intégrales.  Mais  l’application  de 
ces  règles,  maintenant  bien  connues,  ne  donne  aucune  intégrale  de 
cette  espèce;  il  faut  par  conséquent  que  l’intégrale  (2),  qui  satisfait 
à l’équation  différentielle  proposée,  soit  contenue  comme  cas  parti- 
culier dans  l'intégrale  complète  donnée  par  l’équation  (1).  Mais  il 
reste  à expliquer  comment  une  courbe  algébrique , telle  que  celle 
qui  est  représentée  par  l cquation  (2),  peut  être  un  cas  particulier 
de  la  courbe  transcendante  représentée  par  lcquation  (1).  C’est  sur 
quoi  le  calcul  suivant  ne  laissera  rien  à desirer. 
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3i3.  Soit  j/(i  -j-xx)=p  [v^C1  +77) — 7]  > P étant  une 
nouvelle  variable,  on  aura  j/(i  -f- xx)  — x =.  i [y/(i  -4- 77)  +7], 
ce  qui  donnera 

X = ÏPW('  +J7)  —J]  — “[/(■  +JJ)  +j] , 

V'i  1 + xx)  = [ t/(  1 +77)  —7]  + ^ [ /(  « +77)  + 7> 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équaliou  (1),  on  aura 

A = logp  + P-  [ ! + ayy  — ay  VC  i -+-  T)-)]  — ~ [ > + 27’ 1 + 37  Ç'C 1 +77)] 

+yV<>  * +7*)  + n p [7O  +yy)~  7*3  — - [7  v'O  +77)  +7*1 

Maintenant  j’observe  que  les  lermcs7*  et7\/(i  +7*)  disparaîtront 


à la  fois  de  cette  équation , si  l’on  fait 

(3) 

alors  l’équation  deviendra 

A=log  p-h^-jp- 

(4) 

La  valeur  de  p qui  résulte  de  l’équation  (3)  est  constante  ; donc  la 
valeur  de  A , donnée  par  l’équation  (4),  sera  aussi  constante;  donc 
en  effet  l’équation  (1),  qui  en  général  est  transcendante,  devient 
algébrique  dans  le  cas  où  la  constante  A est  telle  que  nous  venons 
de  la  déterminer,  et  elle  se  réduit  à l’équation  (2). 

§ VI.  Démonstration  succincte  d’une  propriété  générale  de  la  ejeloide. 

3i4-  Soit  BMC  une  courbe  quelconque  rectangulaire  , c’est-à-dire  Fi 
telle  que  les  tangentes  aux  extrémités  B,  C soient,  l’une  parallèle, 
l’autre  perpendiculaire  à l’axe  ACG;  supposons  qu’on  développe 
l’arc  BMC  en  commençant  vers  C,  et  que  du  développement  naisse 
la  courbe  CPD  comprise  entre  les  parallèles  AC,  BD,  laquelle 
sera  aussi  rectangulaire,  puisque  les  tangentes  en  C et  D seront, 
’une  dirigée  suivant  l’axe  AC , l’autre  perpendiculaire  à cet  axe  ; 
supposons  ensuite  que  la  courbe  DPC  soit  développée  à son  tour, 
en  commençant  versD,  cl  ainsi  à l'infini;  le  développement  do 
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chaque  courbe  commençant  toujours  où  linit  le  développement  de 
la  précédente;  je  dis  que  par  ces  développemens  successifs  les 
courbes  CD,  DE,  EF,  etc.,  approcheront  de  plus  eu  plus  de  se 
confondre  avec  une  demi-cycloïde  dont  la  base  est  égale  et  pa- 
rallèle à AB. 

Soient  menées  les  tangentes  successives  MP,  PN,  NQ,  QR,  etc.; 
elles  seront  alternativement  parallèles  et  perpendiculaires  enlr'cllcs, 
par  la  nature  des  développées. 

Soit  0 l’angle  que  font  les  tangentes  MP,  NQ,  RS,  etc.  avec 
Taxe  AB,  et  soit 


l’arc  CM  = x, 
l’arc  CP  = z , 
l’arc  EN  — x', 
l’arc  EQ  = a', 
et  ainsi  de  suite. 


l’arc  entier  CMB  = a , 
l’arc  entier  CPD  = b , 
l’arc  entier  END  = a', 
l’arc  entier  EQF  = b', 


Cela  posé,  si  l’on  mène  des -tangentes  infiniment  proches  de  PM, 
NP,  QN,  etc.,  il  est  clair  qu’on  aura  d 3 = ^ — pjÿ=?gQ  > ctc’  » 

et  puisqu’on  a,  par  la  nature  des  développées,  MP  = arc  MC, 
l'N  = arc  DP,  etc.,  il  eu  résulte  cette  suite  d’équations  : 


</3  = 


dz dje'  dz’  _ dx“ 

x S— - s x b'—  J 


etc. 


3 1 5.  La  première  donne  a = fxd$,  intégrale  qui  doit  s'évanouir 
lorsque  0=o,  et  qui,  en  faisant  0 = |ir,  donnera  la  valeur  de  b. 
La  seconde  équation  donne  dx'  — bdt 3 — :</9,  et  on  en  déduit 

x'  — ifl  — f d®  f xW9  , 


intégrale  qu'il  faut  toujours  prendre  de  manière  qu’elle  s'évanouisse 
lorsque  0 = o;  si  l'on  fait  ensuite  Ô = j7r,  la  valeur  de  x' devien- 
dra celle  de  a'. 

Eu  continuant  ce  calcul,  nous  aurons  dz'=x'd 9,  et  par  conséquent 
*'  = * lA'—fdîfdfjfxd), 
ou  , par  une  notation  abrégée  , 

a'=  i iS‘  —f'dh'fxdï. 


Digitized  by  Google 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  III.  543 

II  n’est  pas  necessaire  d'entrer  daus  d’autres  details  pour  voir  qu’on 
aura  successivement 


x"  — b'.e  — b.- 


3.3 


z"  = 4'.-  — 

2 2.3.4 

x"'=  b".  8 — (/.— =- 


4*  pdl'fx.U , 

+ f*dfrfxd), 

+ 4-tt£(X  - 

+ ‘-.-rüxî  - • 


etc. 


J’observe  maintenant  que  les  intégrales  qui  restent  dans  ces  for- 
mules diminuent  continuellement  de  valeur,  et  qu’elles  peuvent  être 
négligées  dans  les  termes  infiniment  éloignés.  En  effet,  comme 
l’arc  x n’est  qu’une  partie  de  l’arc  total  a,  il  est  clair  que  les  in- 
tégrales f’dd'fxcfà,  f'dtyfxiB,  etc.  sont  moindres  que 

les  quantités  ~a,  ï J.'ls.T.ÿ11’  elc’  » respectivement. 

Mais  la  plus  grande  valeur  de  S est  ; donc,  à cause  du  décrois- 
sement très-rapide  de  la  suite  précédente,  on  est  en  droit  de  né- 
gliger les  termes  très-éloignés,  et  l’on  aura  avec  une  exactitude 
d’autant  plus  grande , que  l’indice  n sera  plus  grand  : 


s’  = A*-1.-  — b—1. 
2 

x * = 4—'.  9 — b'~'. 


6< 


4-  4— 


65 


— etc.  , 


a. 3 .4  "r"  " ’a.3. 4-5. 6 

5 4-  b—3.-  } ; ¥ elc. 


2.3 


2.54.5 


. Appelant  donc  a.  l’arc  l%ir,  on  aura 


b"  = b’-\- b—'.-^r-  4-  b—3.-**  -g  — elc. 

a a.3  4 ' a.34-3.S 


3 1 G.  Il  résulte  delà  que  la  suite  b b’y  ~\-b"y‘  -\-b"'j3  -j-  elc., 

se  confond,  dans  les  ternies  très-éloignés,  avec  la  suite  récurrente 
qui  provient  du  développement  d'une  fraction  dont  le  numérateur 
est  un  polynôme  en  y d’un  nombre  fini  de  termes,  et  dont  le  dé- 
nominateur est 


1 - \r  + Ô47*  - +'etc-  ; 
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celle  quantité  est  la  même  chose  que  cos(ttvO”)>  cl  l'on  sa'1  H116 

cos («v/?‘)  résulte  du  produit  des  facteurs 

(.  -j)(i-£)  («-  £)(«-  £)«*• 

Donc  le  terme  général  de  la  suite  dont  il  s'agit,  ou  l’expression 
générale  de  b ■ sera,  en  exceptant  les  premiers  termes  dépendans 
du  numérateur  , 


b'  = P + Q (i  )“  + R (i)»  S (4)**  -4-  etc. 

Donc,  en  supposant  n fort  grand,  on  aura  b‘ = P,  c'est-à-dire 
A"  constant;  ainsi  on  peut  faire  b'  = b‘~ 1 = b"~' * , etc. 

De  là  il  suit  qu’on  aura 


6‘ 


a .3.4. 5 .6 


ou  5*=:  b'  (1  — cosô).  On  aura  semblablement  x’  = b"  sin 9;  or, 
ces  deux  équations  appartiennent  à la  cycloïde,  dans  laquelle  \b' 
est  le  diamètre  du  cercle  générateur  ; donc  la  cyclo'ide  est  le  der- 
nier terme  des  développemens  successifs  d’une  courbe  rectangulaire 
quelconque. 

Celte  proposition  est  duc  à Jean  Bernoulli  : on  la  trouve  dans  le 
tome  IV  de  ses  (Œuvres,  page  98  ; mais  Eulçr  est  le  premier  qui  en 
ait  donné  la  démonstration,  dans  les  Novi  Comm.  Pc  trop. , lom.  X. 


FIN  DU  TOME  II. 
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